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SEMBOLLER L�STES�

x ∈ X : x, X kümesinin bir eleman�d�r

x /∈ X : x, X kümesinin bir eleman� de§ildir

Y ⊆ X : Y kümesi X kümesinin alt kümesidir

Y ⊂ X : Y kümesi X kümesinin öz alt kümesidir

X \ Y : X fark Y kümesi

(x, y) : x ve y elemanlar�n�n s�ral� ikilisi

N : Do§al say�lar kümesi

Z : Tam say�lar kümesi

P : Asal say�lar kümesi

Z+ : Pozitif tam say�lar kümesi

Q : Rasyonel say�lar kümesi

R : Reel say�lar kümesi

R+ : Pozitif reel say�lar kümesi

C : Karma³�k say�lar kümesi

Z∗ : S�f�rdan farkl� tam say�lar kümesi

Q∗ : S�f�rdan farkl� rasyonel say�lar kümesi

R∗ : S�f�rdan farkl� reel say�lar kümesi

C∗ : S�f�rdan farkl� karma³�k say�lar kümesi

eke(A) : A kümesinin en küçük eleman�

P (X) : X kümesinin kuvvet kümesi

n! : 1 den n pozitif tam say�s�na kadar olan tam say�lar�n çarp�m�

n|m : n tam say�s� m tam say�s�n� böler

n - m : n tam say�s� m tam say�s�n� bölmez

ebob(n, m) : n ve m tam say�lar�n�n en büyük ortak böleni

ekok(n, m) : n ve m tam say�lar�n�n en küçük ortak kat�⋃
: Kümelerin birle³imi⋂
: Kümelerin kesi³imi

m ≡ a(n) : n modülüne göre m tam say�s� a tam say�s�na denktir

≡ : Z de kongrüans ba§�nt�s�

f : A −→ B : f, A kümesinden B kümesine bir fonksiyon

f(x) : x eleman�n�n f fonksiyonu alt�ndaki görüntüsü

gf = g ◦ f : f fonksiyonuyla g fonksiyonunun bile³kesi

f(X) : X kümesinin f fonksiyonu alt�ndaki görüntüsü
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f−1(Y ) : Y kümesinin f fonksiyonu alt�ndaki ters görüntüsü

Zn : n modülüne göre kalan s�n��ar�n kümesi

Z∗
n = U(Zn) : n modülüne göre asal kalan (terslenebilir) s�n��ar�n kümesi∏
i∈I Gi : Gi gruplar�n�n direkt çarp�m�∏w
i∈I Gi : Gi gruplar�n�n zay�f direkt çarp�m�⊕
i∈I Gi : Gi abel gruplar�n�n direkt toplam�

Matmn (...) : n×m tipindeki matrisler kümesi

GL(n, R) : Reel katsay�l� n× n tipindeki determinant� s�f�rdan farkl� matrisler

grubu

SL(n, R) : Reel katsay�l� n× n tipindeki determinant� 1 olan matrisler grubu

|X| : X kümesinin kardinalitesi veya kardinal say�s�

(X grup ise, X grubunun mertebesi)

|a| : G grup olmak üzere a ∈ G eleman�n�n mertebesi

H ≤ G : H, G grubunun alt grubudur

H < G : H, G grubunun öz alt grubudur

H EG : H, G grubunun normal alt grubudur

NK(H) : Grupta H alt grubunun K alt grubundaki normalle³tiricisi

⟨X⟩ : Grupta X alt kümesi taraf�ndan üretilen alt grup

⟨a⟩ : Grupta a eleman� taraf�ndan üretilen devirli alt grup

Z(G) : G grubunun merkezi

CG(a) : G grubunda a eleman�n�n merkezle³tiricisi

CL(a) : Grupta a eleman�n�n e³lenik s�n�f�

x−1ax : x ∈ G olmak üzere G grubunda a eleman�n�n e³leni§i

a−1Ha : H ≤ G olmak üzere H alt grubunun e³leni§i

[G :H] : G grubunun H alt grubuna göre indeksi

aH : Grupta H alt grubunun a eleman�na göre sol yans�n�f�

Ha : Grupta H alt grubunun a eleman�na göre sa§ yans�n�f�

G/H : G grubunun H normal alt grubuna göre bölüm grubu

SX : X kümesinin simetrik grubu

Sn : n elemanl� bir kümenin simetrik grubu

An : Alterne grup

Dn : n. mertebeden Dihedral grup

D∞ : Genelle³tirilmi³ Dihedral grup
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GoH : G ve H gruplar�n�n direkt yar�çarp�m�

Q8 : Kuaterniyon grup

Lat(G) : G grubunun alt gruplar�n�n kafesi

LatN (G) : G grubunun normal alt gruplar�n�n kafesi

Q2n : Genelle³tirilmi³ kuaterniyon grup

Hom(G, H) : G grubundan H grubuna tan�ml� tüm homomor�zmalar�n grubu

Oto(G) : G grubunun tüm otomor�zmalar�n�n grubu

I(G) : G grubunun tüm iç otomor�zmalar�n�n grubu

[x,y] : G grubunda x ve y elemanlar�n�n komütatörü

[H, K] : ⟨{[h, k] ∈ G|h ∈ H, k ∈ K}⟩ ≤G alt grubu

Z(X) : X indis kümesine göre serbest abel grup

Zp∞ : Prüfer p-grup

G[n] : {a ∈ G|na = 0}
Gn : {an ∈ G|a ∈ G}
D(G) : G abel grubunun bölünebilir k�sm�

T(G) : G grubunun burulmal� elemanlar�n�n kümesi

Tp(G) : G grubunda mertebesi bir p asal�n�n kuvveti olan elemanlar�n

kümesi
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ÖNSÖZ

�ki cilt olarak sunulan bu kitab�n amac�, cebirsel yap�lar�n temel kavram� olan

grup teorisini okura detayl� ve aç�k bir dille sunmakt�r. Verilen tan�mlar�n daha iyi

anla³�l�r ve ak�lda kal�c� olmas�n� sa§lamak için kan�t yap�l�rken tan�mlardan yola ç�-

karak sade bir yol izlenmesine gayret edilmi³tir. Grup teorisinin konular� aras�ndaki

geçi³lerde kavram bo³lu§u olu³turmamaya özen gösterilmi³tir. Verilen kavramlar,

mutlak suretle matematik ile ilgilenen okur taraf�ndan bilinen yap�lar ile örnek-

lendirilmi³ veya ili³kilendirilmi³tir. Lisans seviyesinde haz�rlanm�³ olmas�na kar³�n

kavramlara derinlik kazand�rarak lisans dersleri üzerinde bir kapsama sahip bu ki-

tap, Cebir ve Say�lar Teorisi anabilim dal�nda yüksek lisans yapan bir ö§rencinin

grup teorisinde temel bilgileri edinebilece§i bir kaynak olarak tasarlanm�³t�r.

Okuyucunun bu kitab� takip edebilmesi için Lineer Cebir ve Soyut Matemati-

§in temel konular�na hakim olmas� gerekmektedir. Kitab�n lisans konular�n� içeren

birinci cildi, iki bölüm ve alt ba³l�klardan olu³maktad�r. Grup teorisinin kolay an-

la³�labilir ve yap� teoremlerinin in³a edilebilmesi için tam say�lar�n ve Zn kalan

s�n��ar kümesinin çok iyi bilinmesi gerekmektedir. Bu yüzden birinci bölümde tam

say�larda aritmetik ve modüler aritmetik konular�na yer verilmi³tir. �kinci bölümde

ise, grup kavram�na yer verilmi³tir ve alt ba³l�klar ile detayland�r�lm�³t�r. �kinci

ciltte yer alan üçüncü ve dördüncü bölümler, Cebir ve Say�lar Teorisi anabilim da-

l�nda yüksek lisans yapan bir ö§rencinin ilgilenece§i nilpotent gruplar�, çözülebilir

gruplar�, serbest gruplar�, serbest abel gruplar�n yap�s�n�, sonlu üretilmi³ abel grup-

lar�n yap� teoremlerini, Z∗
n çarp�msal grubunu ve birtak�m abel gruplar�n yap�lar�n�

içermektedir. Kitapta verilen çözümlü problemler konular�n peki³tirilmesine katk�

sa§lamaktad�r. Ayr�ca konu sonunda okuyucuyu dü³ünmeye sevk etmek için konu

sonu al�³t�rmalar�na yer verilmi³tir.

Üniversitelerimizde ve di§er yüksekö§retim kurumlar�nda Soyut Cebir dersleri

için her ö§rencinin kolayca yararlanabilece§i bu eserin, cebirin di§er konular�n� da

anlamada yard�mc� olaca§�n� ümit etmekteyiz.

Prof. Dr. Burcu Ni³anc� Türkmen

Prof. Dr. Ergül Türkmen
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GRUP TEOR�S�N�N TAR�H�

Matematik ö§retimine katk�da bulunmak amac�yla, Matematik ve Cebir tarihi üze-

rine önemli çal�³malar yap�lm�³t�r. Öncelikle, Cebir tarihi ve Cebire önemli katk�lar

sunmu³ ünlü matematikçiler için özel bir ara³t�rma veya çal�³ma yapmad�§�m�z�

özellikle belirtmek isteriz. Biz bu bölümde, grup teorisinin kavramlar�n�n daha iyi

anla³�laca§� dü³üncesiyle Israel Kleiner'in 2007 y�l�nda yay�mlam�³ oldu§u "A his-

tory of abstract algebra (Soyut cebirin tarihi)" adl� eserinin "Grup teorisinin tarihi"

bölümünden ve David M. Burton'�n 2011 y�l�nda yay�mlam�³ oldu§u "The history

of mathematics-an introduction (Matematik tarihine giri³)" adl� eserinden yararla-

narak grup teorisinin ve özel olarak cebirin içerik bak�m�ndan geçirdi§i de§i³iklikleri

okura aktaraca§�z. �lk olarak Cebirin isim babas� El-Hârizmi'nin k�sa bir biyogra-

�sini verelim.

El-Hârizmi (780-850)

�slam matematikçileri, M.S. 9. ve 15. yüzy�llar aras�nda önemli cebirsel ba³ar�lar

ortaya koymu³lard�r. Belki de aralar�nda en önde geleni, "Cebirin Euclid'i" veya

"Cebirin Babas�" olarak adland�r�lan Muhammet ibn-Musa El-Hârizmidir. Farsl�

bilim adam� El-Hârizmî, 780 y�l�nda �ranl� bir ailede Horasan bölgesinin Harezm

³ehrinde (Hive-Özbekistan) dünyaya gelmi³tir. 850 y�l�nda Ba§dat'ta vefat etmi³tir.

El-Harizmi'nin matematik, co§rafya, astronomi ve haritac�l�§a katk�s�, cebir ve

trigonometride yenili§in temelini olu³turdu. 820 y�l�nda Harizmi taraf�ndan yaz�lm�³

olan �Hint Rakamlar�yla Hesaplama Üzerine� isimli kitap Hint-Arap rakam siste-

minin Ortado§u ve Avrupa'ya yay�lmas�n�n ana sebebidir. Latinceye "Algoritmi de

numero Indorum" olarak çevrilmi³tir. Çal�³malar�ndan baz�lar� Fars ve Babillerin

astronomisi, Hint say�lar� ve Yunan matemati§i üzerine kuruludur. Harizmi, Bat-

lamyus'un Afrika ve Orta Do§u'yla ilgili verilerini sistematize etti ve düzeltti. Bir

di§er önemli kitap olan Kitab Surat Al-Ard (Dünya'n�n görünü³ü; Co§rafya ola-

rak tercüme edildi), Batlamyus'un Co§rafyas�'ndaki yerlerin koordinatlar�n� temel

almakla birlikte, Akdeniz, Asya ve Afrika için var olan de§erleri geli³tirerek sun-

mu³tur. Halife el-Memun taraf�ndan dünyan�n çevresini belirlemek ve bir dünya

haritas� haz�rlamak için görevlendilen 70 kadar co§rafyac�ya e³lik edip ve projeye

yard�m etmi³tir. Ayr�ca Batlamyus'un �Co§rafya� isimli yap�t�n� gözden geçirerek

düzenlemi³, astronomi ve astroloji alan�nda çal�³malar yapm�³t�r.

Hint rakamlar� üzerine yapt�§� çal�³malar�n Latince çevirileri, ondal�k konumsal

say� sistemini 12. yüzy�lda bat� dünyas�na tan�tm�³t�r. 820 y�l�nda El-Harizmi'nin

yazm�³ oldu§u "Tamamlama ve Dengeleme ile Hesaplama Üzerine Özlü kitap" do§-

rusal ve ikinci dereceden denklemlerin ilk sistematik çözümünü sunmu³tur. Bu kitap
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ticaret, ölçüm ve yasal miras alanlar�nda, çok geni³ yelpazedeki problemlerin çö-

zümü için örnekler ve uygulamalarla dolu popüler bir hesaplama çal�³mas� olarak

halife el-Memun'un te³viki ile yaz�lm�³t�r. �Cebir� terimi bu kitapta tan�mlanan te-

mel i³lemlerden biri olan denklemlerden gelmektedir (al-jabr, manas� "restorasyon"

dur, terimlerin birle³tirilmesi veya sadele³tirilmesi için denklemin her iki taraf�na

bir say� eklenmesi anlam�na gelir). Bu eser ayn� zamanda do§u ve bat�n�n ilk müs-

takil cebir kitab� olma özelli§ini ta³�maktad�r. Cebiri ba§�ms�z bir disiplin olarak

ö§reten, "indirgeme" ve "dengeleme" (denklemin farkl� tara�ar�ndaki benzer te-

rimlerin ayn� tarafa al�narak sadele³tirilmesi) yöntemlerini tan�tan ilk ki³i oldu§u

için, Harizmi cebirin kurucusu olarak tan�mlanm�³t�r. Cebir alan�ndaki çal�³malar�,

16. yüzy�la kadar Avrupa üniversitelerinde temel matematik ders kitab� olarak kul-

lan�lm�³t�r. Bu kitap Robert of Chester (Segovia, 1145) ve daha sonra Gerard of

Cremona taraf�ndan Latinceye çevrilmi³tir. Özgün bir Arapça kopyas� Oxford'da

bulunmaktad�r ve F. Rosen taraf�ndan 1831 y�l�nda tercüme edilmi³tir. Latince

bir çevirisi Cambridge'de muhafaza edilmektedir. Harizmi O (s�f�r) rakam�n� ve x

bilinmeyenini kulland�§� bilinen ilk ki³idir.

Grup Teorisinin Tarihi ve Kaynaklar�

Grup teorisinin geli³imi 18. yüzy�l�n sonlar�na do§ru klasik cebirde Lagrange ile

ba³lam�³ ve en büyük geli³im 19. yüzy�lda gerçekle³mi³tir. Bu süreci etkileyen en

önemli faktörler soyut "kavram�n�n ortaya ç�kmas�" ve "aksiyomatik olarak" tan�m-

lar�n verilmesinin ba³lamas� olmu³tur. 18. yüzy�l�n sonlar�na kadar, polinomlar�n

köklerini bulma çal�³malar� büyük ölçüde klasik cebiri olu³turmaktayd�. 20. yüz-

y�lda ise cebir, soyut çal�³ma ve aksiyomatik sistemler haline geldi. Klasik cebirin

polinom denklemler olarak adland�r�lmas�n�n aksiyomatik sistemler olarak adlan-

d�r�lmas�na dönü³ümü 20. yüzy�lda meydana gelmi³tir. Grup kavram�na ek olarak,

de§i³meli halkalar�n belirmi³ yap�lar�, cisimler, de§i³meli olmayan halkalar ve vektör

uzaylar�n�n yap�lar� ortaya ç�km�³t�r. Tüm bu yap�lar e³lenik kavram�yla beraber

grup teorisinin geli³imine katk�da bulunmu³tur. Galois teorisi; hem gruplar� hemde

cisimleri içermektedir. Özellikle; grup teorisinin, de§i³meli halka teorisinin ve cisim

teorisinin elemanlar� Galois teorisinde çok önemli yere sahip olan cebirsel say�lar te-

orisini kapsamaktad�r. Ayr�ca gruplar�n gösterim teorisi, grup teorisinin, de§i³meli

olmayan cebirin ve lineer cebirin bir kar�³�m� olarak çal�³�lm�³t�r. Grup teorisinin

geli³iminde dört önemli kaynak mevcuttur.

(1) Klasik Cebir (Joseph Louis Lagrange, 1736-1813)
Lagrange'�n 1770 y�l�nda "Re�ections on the solution of algebraic equations (Ce-
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birsel denklemlerin çözümü üzerine yans�malar)" adl� temel günlü§ünde yazd�§�

cebirdeki büyük problemler, polinom denklemleriyle ilgiliydi. Bu çal�³mada, "Her

denklemin kökü var m�d�r?", "Denklemin kökü varsa kaç tanedir?", "Kökler reel,

karma³�k, pozitif veya negatif midir?" gibi köklerin do§as� ve var olu³unu ele alan

"teorik" ve kökleri bulma yöntemlerini ele alan "pratik" sorular mevcuttur.

Babilliler (M.Ö. 1600) birinci derece denklemleri ve kareyi tamamlama yön-

temiyle ikinci derece denklemleri nas�l çözeceklerini biliyorlard�. Üçüncü ve dör-

düncü dereceden denklemlerin çözümü için cebirsel yöntemler 16. yüzy�l�n ortala-

r�nda verilmi³ti. Sonraki iki yüzy�l�n as�l problemlerinden birisi, be³inci dereceden

denklemlerin cebirsel çözümüydü. Lagrange'�n eserinin as�l amac� bu problemin çö-

zümü üzerinedir. Bu eserde, Lagrange ilk olarak, üçüncü ve dördüncü dereceden

denklemlerin çözümüne dair Viete, Descartes, Euler ve Bezout taraf�ndan ortaya

konulmu³ olan çe³itli yöntemleri incelemi³tir. Bu yöntemlerin ortak özelli§inin, bu

tür denklemlerin "çözüm denklemleri" olarak adland�r�lan yard�mc� denklemlere

indirgendi§ini göstermi³tir. Lagrange daha sonra, derecesi n olan herhangi bir po-

linom için benzer bir analiz yapmaya te³ebbüs etmi³tir. Lagrange bu çal�³mas�nda,

be³inci dereceden denklemlerin cebirsel çözülebilirli§i problemini çözmeyi ba³ara-

mam�³ olmas�na ra§men, onun çal�³mas� bir dönüm noktas� olmu³tur. Polinom ile

köklerinin permütasyonlar� aras�nda bir ba§da³t�rma ilk defa yap�lm�³t�r. Ayr�ca

Lagrange Teoreminin kayna§� bu çal�³mada bulunmaktad�r. Daha sonra Galois bu

çal�³madan yola ç�karak genel teoriyi in³a etmi³tir.

(2) Say�lar Teorisi
Disquisitiones Arithmeticae adl� kitab�nda Gauss, kendinden önce gelen say�lar te-

orisinin ço§unu özetlemi³ ve birle³tirmi³tir. Bu çal�³ma ayr�ca, yüzy�l�n tamam� için

matematikçileri me³gul eden yeni yöntemler de öneriyordu. Grup teorisi üzerindeki

etkisine gelince, Disquisitiones adl� çal�³mas�n�n sonlu abel grup teorisini ba³lat-

m�³ oldu§u söylenebilir. Gauss, hiçbir grup teorisi terminonlojisi kullanmadan bu

gruplar�n önemli özelliklerinin bir ço§unu ortaya koymu³tur.

Gruplar; (Zm, +) grubu, (Z∗
m, .) grubu, ikili kuadratik formlar�n denklik s�n�f-

lar�n�n grubu ve birimin n-inci köklerinin grubu olarak dört farkl� biçimde ortaya

ç�km�³t�r. p ∈ P olmak üzere (Z∗
p, .) grubu yard�m�yla Fermat teoreminin kan�t�n�

vermi³tir ve bu grubun üreteç say�n� Euler fonksiyonu yard�m�yla hesaplam�³t�r.

ϕn, n-inci daire polinomlar�yla ba§lant�l� oldu§unu dü³ündü§ü 1'in n-inci kökleri

ile ilgili olarak bu köklerin de bir devirli grup olu³turdu§unu göstermi³tir. (Z∗
p, .)

grubunda ortaya koydu§u ve cevaplad�§� benzer sorular�n ço§unu bu gruplar ile

ilgili olarak ortaya koymu³ ve cevaplam�³t�r. Gauss Disquisitiones eserinin büyük

bir bölümünü, ikili kuadratik formlar�n kapsaml� ³ekilde çal�³mas�na ve bu formlarla
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tamsay�lar�n temsiline adam�³t�r.

Gauss, yukar�da bahsedilen "grup" tiplerinin her birini ayr� ayr� ele almas�na

kar³�n tüm durumlar için uygulad�§� birle³tirici bir grup teori yöntemi uygulama-

m�³t�r.

(3) Geometri
1872 y�l�nda Klein'�n, fakülteye kabulü münasebetiyle Erlangen Üniversitesi'nde

verdi§i "A comparative review of recent researches in geometry (Geometrideki

Güncel Ara³t�rmalar�n K�yaslamal� �ncelemesi)" ba³l�kl� konu³mas� me³hurdur. Er-

langen Program� olarak adland�r�lan bu çal�³man�n amac�, çe³itli dönü³üm gruplar�

alt�nda de§i³mezler çal�³mas� olarak geometrinin s�n��and�r�lmas�d�r. Burada pro-

jektif grup, kat� hareketler grubu, benzerlikler grubu, hiperbolik grup, eliptik grup

gibi bir tak�m gruplar�n ortaya ç�kmas�n�n yan� s�ra geometriler bunlara ba§da³t�-

r�lm�³t�r (A�n grup Klein taraf�ndan dile getirilmemi³tir). �imdi, Klein'�n Erlangen

Program�'na öncülük eden baz� çal�³malardan bahsedelim.

Ondokuzuncu yüzy�l, hem kapsaml� hem de derinlikli olarak geometride büyük

geli³melere ³ahitlik etmi³tir. Projektif geometri, Euclid olmayan geometri, diferan-

siyel geometri, cebirsel geometri, n-boyutlu geometri ve Grassmann'�n geni³leme

geometrisi bu dönemde ortaya ç�km�³t�r.

Yüzy�l�n ortalar�nda, geometrik metodlar ve diferansiyel geometri aras�ndaki iç

ba§lant�lar�n ve ba§�nt�lar�n s�n��and�r�lmas� üzerine çal�³malar önem kazanm�³t�r.

Bu durum, dönü³ümler alt�nda ³ekillerin de§i³mezlik özellikleri çal�³mas� üzerine

yo§unla³�lmas�yla, "geometrik ba§�nt�lar" çal�³mas�na yol açm�³t�r. Çok geçmeden

bu odaklanma, dönü³ümlerin çal�³�lmas�n� ortaya ç�karm�³t�r. Böylece ³ekillerin ge-

ometrik ba§�nt�lar�n çal�³mas�, ba§lant�l� dönü³ümlerin çal�³mas� olmu³tur.

Dönü³ümlerin çe³itli tipleri (dairesel dönü³ümler, terslenebilir dönü³ümler, a�n

dönü³ümler gibi) uzmanl�k gerektiren çal�³malar�n amaçlar� haline gelmi³tir. Hemen

ard�ndan, dönü³ümler aras�ndaki mant�ksal ba§lant�lar incelenmeye ba³lanm�³ ve

bu durum, dönü³ümlerin s�n��and�r�lmas� problemine ve sonunda Klein'�n geomet-

rinin grup-teorik sentezine öncülük etmi³tir.

Klein'�n gruplar� geometride kullan�m�, geometriyi s�raya koymada son a³ama-

d�r. Bir orta a³ama, 1850'li y�llar�n ba³lar�nda geometrideki s�n��and�rman�n ilk

temeli Cayley-Sylvester De§i³mez De§er Teorisidir. Buradaki amaç, de§i³kenleri-

nin dönü³ümleri alt�nda "formlar�n" de§i³mezli§ini ara³t�rmakt�r. Klein'�n Erlangen

Program�'n�n habercisi olan bu s�n��and�rma teorisinin, tam olarak bir grup teorisi

oldu§u söylenebilir.

Klein'�n Erlangen Program�'n�n grup teorisinin evrimi aç�s�ndan önemi büyük-

tür. Bu Program, Lagrange'�n çal�³mas�ndan yüz y�l ve Gauss'un çal�³mas�ndan

xii



seksen y�l sonra ortaya ç�kt�§� için grup teorisi aç�s�ndan önemi en iyi ³ekilde,

Lagrange ve Gauss'un çal�³malar�yla ba³layan ve 1870'li y�llarda sonlanan grup

teorisinin evrimi üzerine yap�lan bir tart�³madan sonra de§er kazanacakt�r.

(4) Analiz
1874 y�l�nda Lie, ³u an Lie gruplar� olarak adland�rd�§�m�z sürekli dönü³üm gruplar�

genel teorisini tan�tm�³t�r.

Lie, Abel ve Galois'un cebirsel denklemler için yapt�klar�n�, kendisinin de di-

feransiyel denklemler için yapt�§�n� dü³ünerek, kendisini onlar�n bir hale� olarak

görmü³tür. Onun çal�³mas�, daha eski yöntemlerle entegre edilmi³ olan neredeyse

tüm diferansiyel denklemlerin, kolayca kurgulanabilen sürekli gruplar alt�nda de-

§i³mez kalmas�ndan ilham alm�³t�r. Daha sonra o, genel olarak, verilen bir sürekli

grup alt�nda de§i³mez kalan diferensiyel denklemleri dü³ünmeye ve verilen grubun

bilinen özelliklerinden kaynaklanan bu denklemlerdeki muhtemel sadele³tirmeleri

ara³t�rmaya yönelmi³tir. Lie, "diferansiyel denklemleri hakk�ndaki Galois teorisi-

nin" gerçek formülünü ba³aramamas�na ra§men onun çal�³mas�, Picard (1883 -

1887) ve Vessiot (1892) taraf�ndan ortaya konan böyle bir teorinin formülünün

esas�n� olu³turmu³tur. Ponicare ve Klein, "otomor�k fonksiyonlar" üzerine çal�³-

malar�n� ba³latm�³lard�r ve gruplar, 1876'l� y�llarda onlarla ili³kilendirilmi³tir.

Grup Teorisi - I xiii



xiv



�çindekiler

1 TAM SAYILAR ve Zn 1
1.1 Tam Say�larda Aritmetik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2 Modüler Aritmetik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.3 Zn de Bir Bilinmeyenli Do§rusal Denklemler . . . . . . . . . . . . . . 36

2 GRUP TEOR�S�N�N TEMEL KONULARI 45
2.1 Grup Tan�m�, Örnekler ve Elemanter Özellikler . . . . . . . . . . . . 45

2.2 Simetri Gruplar� ve Dihedral Gruplar . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

2.3 Simetrik Gruplar�n Elemanter Özellikleri . . . . . . . . . . . . . . . . 87

2.4 Alt Gruplar ve Lagrange Teoremi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

2.5 Normal Alt Gruplar ve Bölüm Gruplar� . . . . . . . . . . . . . . . . 138

2.6 Alt Gruplar, Cauchy Teoremi ve Sylow Teoremleri . . . . . . . . . . 147

2.7 Grup Homomor�zmalar� ve S�n��and�rma . . . . . . . . . . . . . . . 164



xvi



Bölüm 1

TAM SAYILAR ve Zn

1.1 Tam Say�larda Aritmetik

Bu bölümde, Z tam say�lar kümesinin bildi§imiz toplama "+" ve çarpma "." i³lem-

leri alt�nda sa§lad�§� temel cebirsel özellikleri verece§iz. Bu özellikler, çal�³aca§�m�z

yar� grup ve grup yap�lar�n�n belirlenmesinde ve anla³�lmas�nda kolayl�klar sa§la-

yacakt�r.

Toplama ve çarpma i³lemlerinin bilinen özelliklerini a³a§�daki ³ekilde verebiliriz.

Her m,n, k ∈ Z için,

(1) (m+ n) + k = m+ (n+ k) ve (mn)k = m(nk) (birle³me özelli§i);

(2) m+ n = n+m ve mn = nm (de§i³me özelli§i);

(3) m+ 0 = m ve m1 = m (birim eleman özelli§i);

(4) m+ (−m) = 0 (toplama i³leminin ters eleman özelli§i);

(5) m(n+ k) = mn+mk (çarpma i³leminin toplama üzerine da§�lma özelli§i).

Yukar�da verilen da§�lma özelli§i ve birle³me özelli§i sonlu tane tam say� için ge-

nelle³tirilebilir. Çarpma i³lemi a³a§�daki iki önemli özelli§i de sa§lamaktad�r:

(6) m,n ∈ Z olmak üzere mn = 0 iken m = 0 veya n = 0 d�r;

(7) m,n, k ∈ Z ve k ̸= 0 olmak üzere mk = nk iken m = n dir (k�saltma veya

sadele³tirme özelli§i).



(6) özelli§inden Z tam say�lar kümesinde "s�f�rdan farkl� iki tam say�n�n çarp�m�

s�f�rdan farkl�d�r" kural� elde edilir.

Z tam say�lar kümesinde toplama i³lemine göre her eleman�n tersi olmas�na

kar³�n çarpma i³lemine göre−1 ve 1 elemanlar� d�³�nda hiç bir eleman�n tersi mevcut

de§ildir. Bir ba³ka deyi³le, 1 = nk iken n = k = −1 veya n = k = 1 dir.

Tan�m 1.1.1. m, n ∈ Z olsun. m = nk olacak ³ekilde bir k ∈ Z varsa, n tam

say�s� m tam say�s�n� böler ve n tam say�s�na da m'nin bir böleni denir, n | m ile

gösterilir ve "n böler m" diye okunur. Böyle bir k ∈ Z eleman� mevcut de§il ise, n

tam say�s� m yi bölmez denir, n - m ile gösterilir ve "n bölmez m" diye okunur.

Aç�kça 1 ve −1 her tam say�y� böler. 0 tüm tam say�lar taraf�ndan bölünür.

Fakat m ∈ Z olmak üzere 0 | m iken m = 0 oldu§undan 0 sadece 0'� böler. Bundan

dolay� bölme i³leminde bölen tam say�lar 0 ve ±1'den farkl� al�nabilir. n | m ise,

k�saltma özelli§inden m = nk olacak ³ekilde bir tek k ∈ Z vard�r. 1 tam say�s�n�n

bölenlerine terslenebilir eleman denir ve tüm terslenebilir elemanlar�n kümesi

U(Z) ile gösterilir. U(Z) = {−1, 1} oldu§u aç�kt�r. Kan�tlar� kolayca görülebilen

bölmenin sa§lad�§� temel özelliklerinden baz�lar� a³a§�da verilmi³tir:

(1) Her m ∈ Z için m | m dir;

(2) m,n ∈ Z olmak üzere, m | n ve n | m ⇐⇒ m = ∓n dir;

(3) m,n, k ∈ Z olmak üzere n | m ve m | k ise, n | k dir;

(4) m,n, k ∈ Z olmak üzere k | m ve k | n ise, her x, y ∈ Z için k | mx+ ny dir.

Teorem 1.1.1. (Z de Bölme Algoritmas�) m, n ∈ Z ve 0 ̸= n olsun. Bu tak-

dirde, m = nk + r ve 0 ≤ r < |n| olacak ³ekilde tek türlü k, r ∈ Z çifti vard�r.

Burada k tam say�s�na bölüm ve r tam say�s�na kalan ad� verilir.

Kan�t. Öncelikle n > 0 oldu§unu kabul edelim. S = { k ∈ Z | m − nk ≥ 0 } ⊂ Z
kümesini tan�mlayal�m.

(i) n ≤ m ise, k = 1 ∈ S;

(ii) n > m ve n > |m| ise, k = −1 için m − n(−1) = n + m > 0 oldu§undan

k = −1 ∈ S;

(iii) n > m, m < 0 ve 0 < n ≤ |m| ise, k = m için m − n(m) = m − nm ≥ 0

oldu§undan k = m ∈ S dir.
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Dolay�s�yla S ̸= ∅ d�r. �imdi T = {m−nk ≥ 0 | k ∈ S } kümesini göz önüne alal�m.

T ⊆ N oldu§u aç�kt�r. N iyi s�ral� küme oldu§undan r = eke(T ) vard�r ve bir k ∈ S
için r = m− nk ve r ≥ 0 d�r. Z tam s�ral� oldu§undan r < n veya r ≥ n dir. r ≥ n
olsa, r − n = m − nk − n = m − n(k + 1) ≥ 0 olup T kümesinin tan�m� gere§i

r−n ∈ T elde edilir. Böylece n > 0 oldu§undan r−n ≤ r = eke(T ) olup bu, r tam

say�s�n�n T kümesinin en küçük eleman� olmas�yla çeli³ir. Dolay�s�yla m = nk + r

ve 0 ≤ r < n olacak ³ekilde k, r ∈ Z vard�r.

n < 0 ise, |n| > 0 olup m = |n|k + r = n(−k) + r ve 0 ≤ r < |n| olacak ³ekilde

k, r ∈ Z vard�r. �imdi k ve r tam say�lar�n�n teklikle belirli oldu§unu gösterelim.

m = nk1 + r1 = nk2 + r2 ve 0 ≤ r1 , r2 < |n|

olacak ³ekilde k1 , k2 , r1 , r2 tam say�lar� mevcut olsun. Z tam s�ral� oldu§undan

r1 ≤ r2 kabul edilebilir. Bu takdirde n(k1 − k2) = r2 − r1 e³itli§inden

|n||k1 − k2| = |r2 − r1| = r2 − r1 < |n|

elde edilir. Sonuç olarak |k1 − k2| < 1 olup k1 = k2 ve r1 = r2 e³itlikleri bulunur.�

Örnek 1.1.1. m ve n tam say�lar�n� a³a§�daki ³ekilde seçelim:

(1) m = 27 ve n = 6 olmak üzere 27 = 6.4 + 3 ve 0 ≤ 3 < 6 d�r.

(2) m = −59 ve n = 5 olmak üzere −59 = 5.(−12) + 1 ve 0 ≤ 1 < 5 dir.

(3) m = 41 ve n = −7 olmak üzere 41 = (−7).(−5) + 6 ve 0 ≤ 6 < | − 7| = 7

dir.

(4) m = −22 ve n = −9 olmak üzere −22 = (−9).3 + 5 ve 0 ≤ 5 < | − 9| = 9

dur.

(5) m = 15 ve n = 20 olmak üzere 15 = 0.20+ 15 ve 0 < 15 < 20 olacak ³ekilde

bölme algoritmas� uygulan�r.�

Uygulama 1.1.1. Her m pozitif tam say�s�, an ̸= 0 ve an, ..., a1, a0 ∈ {0, 1, 2, ..., 9}
olmak üzere m = 10nan + ...+ 102a2 + 10a1 + a0 olacak ³ekilde tek türlü yaz�labi-

lir. Bu durumda m tam say�s�n�n onluk taban gösterimi m = an...a1a0 olarak

tan�mlan�r. Bölme algoritmas�n� a³a§�daki ³ekilde uygulayal�m.

m = 10k0 + a0, 0 ≤ a0 ≤ 9

= 10(10k1 + a1) + a0 = 102k1 + 10a1 + a0, 0 ≤ a1 ≤ 9

= 102(10k2 + a2) + 10a1 + a0 = 103k2 + 102a2 + 10a1 + a0, 0 ≤ a2 ≤ 9

= ...

olacak ³ekilde negatif olmayan ki, ai (i ∈ N) tam say�lar� tek türlü olarak mevcuttur.

Ayr�ca k0 ̸= 0 ise, do§al say�lar�n azalan zinciri
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k0 > k1 > ... > ki > ...

yaz�l�r. �imdi

S = {ki ∈ N | k0 > k1 > ... > ki > ...}

kümesini tan�mlayal�m. N iyi s�ral� oldu§undan kn−1 = eke(S) vard�r. kn−1 ≥ 10

olsa, kn−1 = 10kn + an ve 0 ≤ an ≤ 9 olacak ³ekilde negatif olmayan kn, an ∈ Z
vard�r ve buradan kn ∈ S çeli³kisi elde edilir. Dolay�s�yla sonlu bir n − 1 ad�m

sonunda kn−1 ≤ 9 olacak ³ekilde m = 10nkn−1 + 10n−1an−1...+ 102a2 + 10a1 + a0

yaz�l�m� tek türlü olarak belirlidir. an = kn−1 al�n�rsa, S nin seçimi gere§i an ̸= 0

olup istenilen yaz�l�m elde edilir.

Benzer yöntem ile 10 yerine n = 2, 3, ..., 9 al�n�rsa m tam say�s�n�n n tam

say�s�na göre taban gösterimi elde edilir.�

Örnek 1.1.2. 1 < m tam say�s�n�n 2-taban�na göre yaz�l�³�n� karakterize edelim.

an ̸= 0 ve 0 ≤ an, an−1, ..., a2, a1, a0 < 2 olmak üzere m = 2nan + 2n−1an−1...+

22a2 + 2a1 + a0 ³eklindedir. an ̸= 0 ve 0 ≤ an, an−1, ..., a2, a1, a0 < 2 oldu§undan

an = 1 ve her i ∈ {0, 1, 2, ..., (n − 1)} için ai = 1 veya ai = 0 d�r. Dolay�s�yla m

tam say�s�, 2 nin farkl� kuvvetlerinin toplam� ³eklinde tek türlü olarak yaz�l�r.

753 tam say�s�n� 2 nin kuvvetlerinin toplam� ³eklinde ifade edelim. 753 = 2.376+

1, 376 = 2.188 + 0, 188 = 2.94 + 0, 94 = 2.47 + 0, 47 = 2.23 + 1, 23 = 2.11 + 1,

11 = 2.5 + 1 ve 5 = 2.2 + 1 oldu§undan

753 = 2.376 + 1

= 2.(2.188 + 0) + 1 = 22.188 + 1

= 22(2.94) + 1 = 23.94 + 1

= 23(2.47) + 1 = 24.47 + 1

= 24(2.23 + 1) + 1 = 25.23 + 24 + 1

= 25(2.11 + 1) + 24 + 1 = 26.11 + 25 + 24 + 1

= 26(2.5 + 1) + 25 + 24 + 1 = 27.5 + 26 + 25 + 24 + 1

= 27(2.2 + 1) + 26 + 25 + 24 + 1

= 29 + 27 + 26 + 25 + 24 + 20

³eklinde yaz�l�r.�

Tan�m 1.1.2. m,n ∈ Z olsun. m = kn olacak ³ekilde k ∈ U(Z) varsa, m ile n tam

say�lar�na ilgili tam say�lar denir ve m ∼ n ile gösterilir.

U(Z) = {−1, 1} oldu§undan m ∼ n olmas� için gerek ve yeter ko³ul m = −n
veya m = n olmas�d�r.
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Teorem 1.1.2. m, n ∈ Z verilsin.

(1) d | m ve d | n ve

(2) e | m ve e | n olacak ³ekildeki her e ∈ Z için e | d

ko³ullar�n� gerçekleyen ilgililik hariç bir tek d tam say�s� vard�r ve d = mx + ny

olacak ³ekilde x, y ∈ Z mevcuttur.

Kan�t. m = n = 0 ise, her tam say� 0'� ve 0 da sadece kendisini böldü§ünden

d = 0 tek türlü olarak belirlidir ve buradan her x, y ∈ Z için 0 = 0x + 0y e³itli§i

gerçeklenir.

m ̸= 0 veya n ̸= 0 oldu§unu kabul edelim ve

S = {mx+ ny |mx+ ny > 0, x, y ∈ Z} ⊆ N

kümesini tan�mlayal�m. x = m ve y = n al�n�rsa,m2+n2 > 0 oldu§undan S ̸= ∅ d�r.
N iyi s�ral� oldu§undan d = eke(S) mevcuttur. Bölme algoritmas� gere§im = dk+r

ve 0 ≤ r < d olacak ³ekilde tek türlü k, r tam say� çifti vard�r. d ∈ S oldu§undan

uygun x ve y tam say�lar� için d = mx+ny dir. Bu takdirde dk = (mx+ny)k = m−r
e³itli§inden r = m(1 − kx) + n(−ky) elde edilir. r ̸= 0 ise, r ∈ S dir ve bu d tam

say�s�n�n seçimiyle çeli³ir. Dolay�s�yla r = 0 olup d | m dir. Benzer ³ekilde d |n
oldu§u da gösterilebilir. e | m ve e | n olacak ³ekilde key� e ∈ Z verilsin. e | mx+ny
oldu§undan e | d dir. Böylece (1) ve (2) ko³ullar�n� sa§layan d tam say�s� elde edilir.

d
′
bu ko³ullar� gerçekleyen herhangi bir tam say� olsun. d

′ | m ve d
′ | n oldu-

§undan (2) özelli§i gere§i d
′ | d ve d | d′

elde edilir. Buradan d
′
= d veya d

′
= −d

olup d
′ ∼ d bulunur. Dolay�s�yla ilgililik hariç d tek türlü olarak belirlidir. �

m ve n tam say�lar� verilsin. Teorem 1.1.2 deki (1) ko³ulunu sa§layan d tam

say�s�nam ile n tam say�lar�n�n ortak böleni, her iki ko³ulu sa§layan d tam say�s�na

m ile n tam say�lar�n�n en büyük ortak böleni (ebob) denir ve d = ebob(m,n)

ile gösterilir. m = n = 0 ise, ebob(m,n) = 0 d�r. m ̸= 0 veya n ̸= 0 olmak üzere d

tam say�s�n�n ilgili oldu§u tam say�lar kendisi ve negati� oldu§undan genel olarak

d = ebob(m,n) > 0 al�n�r. m = 0 ve n > 0 ise, ebob(0, n) = n oldu§u aç�kt�r (benzer

³ekilde m = 0 ve n < 0 ise, ebob(0, n) = −n dir). m ve n s�f�rdan farkl� key� iki tam

say� olsun. Bu takdirde, ebob(m,n) = ebob(m,−n) = ebob(−m,n) = ebob(−m,−n)
oldu§undan teorik olarak iki tam say�n�n ebob'ini bulma i³leminde tam say�lar

pozitif kabul edilebilir. Böylece Theorem 1.1.2 nin kan�t�ndan görülüyor ki; m ve n

tam say�lar�n�n ebobu mx+ ny (x, y ∈ Z) olacak ³ekildeki pozitif tam say�lar�n en

küçü§üdür.

Sonuç 1.1.1. m1,m2, . . . ,mt ∈ Z verilsin (2 ≤ t ∈ N). Bu takdirde,
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ebob(m1, m2, ..., mt−1, mt) = ebob(m1, m2, ..., mt−2, ebob(mt−1,mt))

dir.

Kan�t.

d1 = ebob(m1, m2, ..., mt−1, mt)

d2 = ebob(mt−1,mt)

d3 = ebob(m1, m2, ..., mt−2, d2)

olsun. ebob(m1, m2, ..., mt−1, mt) = d1 oldu§undan her i ∈ {1, 2, ..., t} için d1|mi

ve d1|d2 olup d1|d3 dir. Di§er taraftan ebob(m1, m2, ..., mt−2, d2) = d3 oldu§undan

d3|d2 ve her i ∈ {1, 2, ..., t− 2} için d3|mi dir. Ayr�ca mt−1 ve mt tam say�lar�n�n

en büyük ortak böleni d2 olmas� gere§i d3|mt−1 ve d3|mt dir. Böylece her i ∈
{1, 2, ..., t} için d3|mi olup d3|d1 dir. Sonuç olarak d1|d3 ve d3|d1 dir ve en büyük

ortak bölenleri pozitif olarak ald�§�m�zdan dolay� d1 = d3 e³itli§i elde edilir. �

Teorem 1.1.2 den d = ebob(m,n) pozitif tam say�s�, m ile n tam say�lar�n�n

do§rusal toplamlar�ndan pozitif olanlar�n�n en küçü§üdür. Dolay�s�yla m ile n tam

say�lar�n�n do§rusal toplam� olarak yaz�labilen tam say� en büyük ortak bölen olmak

zorunda de§ildir. Fakat 1 tam say�s� için özel durum söz konusudur.

Önerme 1.1.1. m ve n pozitif tam say�lar� verilsin. ebob(m,n) = 1 olmas� için

gerek ve yeter ko³ul 1 = mx + ny olacak ³ekilde x ve y tam say�lar�n�n mevcut

olmas�d�r.

Kan�t. (⇒) ebob(m,n) = 1 olsun. Bu takdirde Teorem 1.1.2 gere§i 1 = mx + ny

olacak ³ekilde x ve y tam say�lar� vard�r.

(⇐) x, y ∈ Z için 1 = mx+ny olmak üzere ebob(m,n) = d olsun. d | m ve d | n
oldu§undan d | mx+ ny = 1 olup d = 1 elde edilir.�

Sonuç 1.1.2. m ve n pozitif tam say�lar olmak üzere ebob(m,n) = d olsun. Bu

takdirde ebob(md ,
n
d ) = 1 dir.

Kan�t. ebob(m,n) = d olsun. Teorem 1.1.2 gere§i bir x, y ∈ Z için mx + ny = d

e³itli§i yaz�l�r. Di§er taraftan d | m ve d | n oldu§u için m = dm
′
ve n = dn

′
olacak

³ekilde m
′
, n

′ ∈ Z vard�r. Buradan

d = mx+ ny = (dm
′
)x+ (dn

′
)y = d(m

′
x+ n

′
y)

olup k�saltma özelli§inden m
′
x+n

′
y = 1 e³itli§i elde edilir. Önerme 1.1.1 gere§ince

ebob(m
′
, n

′
) = ebob(md ,

n
d ) = 1 bulunur. �
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�imdi ebob bulma i³leminde oldukça kullan�³l� bir yöntem olan Euclid algorit-

mas�n� a³a§�daki Teoremde verelim. m ve n pozitif tam say�lar olsun. n | m ise,

ebob(m,n) = n oldu§u a³ikard�r. n - m oldu§unu kabul edelim. Bölme algoritmas�n-

dan m = nk1+r1 ve 0 < r1 < n olacak ³ekilde k1, r1 ∈ Z tek türlü olarak belirlidir.

Benzer ³ekilde bölme algoritmas�ndan n = r1k2 + r2 ve 0 ≤ r2 < r1 olacak ³ekilde

tek türlü k2, r2 ∈ Z vard�r. Bu ³ekilde devam edilirse, ilk bölme algoritmas�ndan

sonra bölene kalan ile bölme algoritmas�n� uygulayarak art arda bölme algoritmas�

yap�labilir. Öncelikle a³a§�daki yard�mc� teoreme ihtiyac�m�z vard�r.

Yard�mc� Teorem 1.1.1. m, n ∈ Z+ olsun. m = nk + r ise, ebob(m,n) =

ebob(n, r) dir.

Kan�t. ebob(m,n) = d1 ve ebob(n, r) = d2 olsun. ebob(m,n) = d1 oldu§undan d1|m
ve d1|n olup m − nk = r e³itli§i gere§i d1|r dir. Dolay�s�yla d1 tam say�s�, n ve

r tam say�lar�n�n bir ortak bölenidir. O halde ebob(n, r) = d2 oldu§undan d1|d2
dir. Benzer yöntem ile ebob(n, r) = d2 oldu§undan d2|n ve d2|r olup d2 tam say�s�,

m ve n tam say�lar�n�n bir ortak bölenidir. ebob(m,n) = d1 oldu§undan d2|d1 dir.

Böylece en büyük ortak bölenleri pozitif olarak kabul etti§imizden d1 = d2 e³itli§i

elde edilir.�

Teorem 1.1.3. (Euclid Algoritmas�) m, n ∈ Z+ ve n - m olsun. Bu takdirde

a³a§�daki ³ekilde art arda bölme algoritmas� uygulan�rsa, sonlu t-ad�m sonunda

kalan 0 elde edilir ve 0 dan önceki en son kalan m ile n tam say�lar�n�n ebob'i dir.

Kan�t. Ba³lang�çta m tam say�s�na n ile bölme algoritmas� uygulama ko³uluyla

art arda bölme algoritmas� yap�l�rsa do§al say�lar kümesinin iyi s�ral� olmas�ndan

dolay� t-ad�m sonunda

m = k1n+ r1, 0 < r1 < n

n = k2r1 + r2, 0 ≤ r2 < r1 < n

r1 = k3r2 + r3, 0 ≤ r3 < r2 < r1 < n

... = ...

rt−1 = kt+1rt + rt+1, 0 ≤ rt+1 < rt < ... < r2 < r1 < n

rt = kt+2rt+1 + 0

elde edilir. Dolay�s�yla Yard�mc� Teorem 1.1.1 gere§i

rt+1 = ebob(rt, rt+1)

= ...

= ebob(n, r1)

= ebob(m,n)
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dir. �

Euclid algoritmas�nda yerine yazma yöntemiyle

r1 = m− k1n = m+ (−k1)n
r2 = n− k2r1 = (−k2)m+ (1 + k1k2)n

... = ...

rt+1 = ebob(m,n) = mx+ ny

olacak ³ekilde x, y ∈ Z bulunur.

Örnek 1.1.3. Euclid algoritmas�n� kullanarak ebob bulal�m ve bulunan ebob de§e-

rini verilen tam say�lar�n do§rusal toplam� olarak yazal�m.

(1) m = 512 ve n = 320 olsun.

512 = 320.1 + 192

320 = 192.1 + 128

192 = 128.1 + 64

128 = 64.2 + 0

oldu§undan Euclid algoritmas� gere§i ebob(512, 320) = 64 bulunur. �imdi 64 =

512x+ 320y olacak ³ekilde x ve y tam say�lar�n� bulal�m.

64 = 192− 128.1

= 192− (320− 192.1).1 = 2.192− 320

= 2(512− 320.1)− 320 = 2.512 + (−3).320

olup x = 2 ve y = −3 elde edilir.

(2) m = 45 ve n = 58 olsun.

58 = 45.1 + 13

45 = 13.3 + 6

13 = 6.2 + 1

oldu§undan ebob(58, 45) = 1 dir. Buradan 1 = 13 − 6.2 = 13 − 2(45 − 3.13) =

7.13 − 2.45 = 7(58 − 45.1) − 2.45 = 7.58 + (−9)45 olup x = 7 ve y = −9 için

1 = 58x+ 45y do§rusal toplam� yaz�l�r.
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(3) m = 726 ve n = 275 olsun. Bu takdirde

726 = 275.2 + 176

275 = 176.1 + 99

176 = 99.1 + 77

99 = 77.1 + 22

77 = 22.3 + 11

22 = 11.2 + 0

olup ebob(726, 275) = 11 elde edilir. Ayr�ca gerekli düzenleme yap�l�rsa 11 = 11.726−
29.275 do§rusal toplam� yaz�labilir.

(4) ebob(1314, 147, 27, 18) = d de§erini bulal�m. Sonuç 1.1.1 den

d = ebob(1314, 147, 27, 18)

= ebob(1314, 147, ebob(27, 18))

= ebob(1314, 147, 9)

= ebob(1314, ebob(147, 9))

= ebob(1314, 3)

= 3

elde edilir. Ebob verilen tam say�lar�n

3 = 1314− 437.3

= 1314− 437(147− 9.16)

= 1314− 437.147 + 6992.9

= 1314− 437.147 + 6992(27− 18)

= 1314− 437.147 + 6992.27− 6992.18

do§rusal toplam� ³eklinde yaz�l�r.�

m ve n s�f�rdan farkl� tam say�lar olsun. d = ebob(m,n) say�s� m ile n tam

say�lar�n�n tüm do§rusal toplamlar�n� böldü§ünden Euclid algoritmas� kullan�la-

rak iki bilinmeyenli do§rusal mx + ny = c Diophantus denklemlerinin çözümleri

bulunabilir. Öncelikle a³a§�daki yard�mc� teoremi kan�tlamam�z gerekmektedir.

Yard�mc� Teorem 1.1.2. (Euclid) m, n, k ∈ Z olsun. ebob(m,n) = 1 ve m | nk
ise, m | k d�r.

Kan�t. ebob(m,n) = 1 ve m | nk olsun. Önerme 1.1.1 gere§i mx + ny = 1 olacak

³ekilde x ve y tam say�lar� vard�r. Son e³itli§in her iki taraf� k tam say�s� ile çar-
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p�l�rsa, (mk)x + (nk)y = k e³itli§i elde edilir. m | mk ve m | nk oldu§undan tam

say�larda bölünebilme özelliklerinden m | k bulunur. �

Önerme 1.1.2. 0 ̸= m, n ∈ Z ve ebob(m,n) = d olsun. mx+ ny = c Diophantus

denkleminin çözümünün olmas� için gerek ve yeter ko³ul d | c olmas�d�r. Bu du-

rumda mx+ ny = c Diophantus denkleminin bir çözümü (x0, y0) ise, u ∈ Z olmak

üzere denklemin genel çözümü (x, y) = (x0 +
n
du, y0 −

m
d u) ³eklindedir.

Kan�t. (⇒) mx + ny = c Diophantus denkleminin bir çözümü (x0, y0) olsun. d =

ebob(m,n) oldu§undan m ile n tam say�lar�n�n tüm do§rusal toplamlar�n� böler ve

buradan d | mx0 + ny0 = c elde edilir.

(⇐) d | c olsun. Bu takdirde c = dc
′
, m = dm

′
ve n = dn

′
olacak ³ekilde

c
′
,m

′
, n

′ ∈ Z vard�r. Buradan

c = dc
′
= mx+ ny = (dm

′
)x+ (dn

′
)y = d(m

′
x+ n

′
y)

olup k�saltma özelli§inden c
′
= m

′
x+n

′
y elde edilir. Sonuç 1.1.2 gere§i ebob(m

′
, n

′
) =

1 olup Önerme 1.1.1 denm
′
x0+n

′
y0 = 1 olacak ³ekilde x0 ve y0 tam say�lar� vard�r.

Böylece son e³itli§in her iki taraf� c ile çarp�l�rsa

c = c(m
′
x0 + n

′
y0)

= (dc
′
)(m

′
x0 + n

′
y0)

= (dm
′
)(c

′
x0) + (dn

′
)(c

′
y0)

= m(c
′
x0) + n(c

′
y0)

elde edilir. Böylece (c
′
x0, c

′
y0) denklemin bir çözümüdür.

�imdimx+ny = c Diophantus denkleminin bir çözümü (x0, y0) iken (x, y) genel

çözümünü bulal�m. c = mx+ny = mx0 +ny0 e³itli§inden m
′
(x− x0) = n

′
(y0− y)

yaz�l�r. Sonuç 1.1.2 ve Yard�mc� Teorem 1.1.1 gere§i n
′ | x− x0 olup x− x0 = n

′
u

olacak ³ekilde u ∈ Z vard�r. Son e³itlikte n
′
= n

d yaz�l�rsa, x = x0 +
n
du bulunur.

Bulunan bu çözüm m
′
(x− x0) = n

′
(y0− y) e³itli§inde yaz�l�r ve gerekli düzenleme

yap�l�rsa y = y0 − m
d u oldu§u görülür.�

Örnek 1.1.4. (1) 6x+51y = 22 iki bilinmeyenli Diophantus denkleminin tam say�

çözümlerinin olup olmad�§�n� ara³t�ral�m. ebob(51, 6) = 3 - 22 oldu§undan Önerme

1.1.2 gere§i verilen 6x + 51y = 22 Diophantus denkleminin tam say� çözümleri

mevcut de§ildir. x0 ve y0 tam say�lar� için (x0, y0) ikililerinin belirtti§i noktalar,

düzlemde x = x0 ve y = y0 do§rular�n�n belirtti§i birim karenin kö³eleridir. O

halde 6x+ 51y = 22 do§rusunun (x0, y0) tam say� çözümü olmad�§� için, düzlemde

6x+ 51y = 22 do§rusu bu birim karelerin kö³elerinden geçmez.
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(2) 7x + 52y = 13 denklemi verilsin. 52 = 7.7 + 3 ve 7 = 3.2 + 1 oldu§undan

ebob(52, 7) = 1 dir. Buradan 1 | 13 olup Önerme 1.1.2 gere§i sistemin çözümü

vard�r. 1 = 7− 3.2 = 7− (52− 7.7).2 = 52(−2)+7.15 e³itli§i yaz�l�r ve e³itli§in her

iki taraf� 13 ile çarp�l�rsa 13 = 7.195 + 52.(−26) elde edilir.

(3) 8x+ 14y = 21 do§rusunun düzlemde kö³elerden geçip geçmedi§ini belirleye-

lim. ebob(8, 14) = 2 - 21 oldu§undan verilen do§runun tam say� çözümleri yoktur.

Dolay�s�yla 8x+ 14y = 21 do§rusu düzlemde hiçbir kö³eden geçmez.

(4) 123x+ 138y = 30 do§rusunu alal�m. Bu durumda

ebob(123, 138) = 3 = 9.123 + (−8).138

olup 3 | 30 oldu§undan verilen do§ru (x0, y0) = (90,−80) kö³esinden geçer. Do§ru-

nun geçti§i di§er kö³eler ise, u ∈ Z olmak üzere (x, y) = (x0 +
138
3 u, y0 − 123

3 u) =

(90 + 46u,−80− 41u) dur.�

Teorem 1.1.4. m, n ∈ Z verilsin.

(1) m | k ve n | k ve

(2) m | e ve n | e olacak ³ekildeki her e tam say�s� için k | e dir

ko³ullar�n� gerçekleyen ilgililik hariç bir tek k tam say�s� vard�r.

Kan�t. m = 0 veya n = 0 ise, k = 0 d�r. m ve n s�f�rdan farkl� tam say�lar olsun.

�imdi S = {u ≥ 1| m | u ve n | u} kümesini tan�mlayal�m. m ve n s�f�rdan farkl�

tam say�lar oldu§undan mn ̸= 0 olup mn ∈ S veya −mn ∈ S dir. Dolay�s�yla

S ̸= ∅ d�r. Do§al say�lar kümesinin iyi s�ral� olmas�ndan dolay� k = eke(S) eleman�

vard�r. m | e ve n | e olacak ³ekildeki key� e ∈ Z alal�m. Genelli§i bozmadan

e > 0 al�nabilir. Bu durumda e ∈ S dir. Z de bölme algoritmas�ndan e = kq + r ve

0 ≤ r < k olacak ³ekilde q ve r tam say�lar� vard�r. Buradan r = e− kq olup m | r
ve n | r elde edilir. 0 ≤ r < k = eke(S) oldu§undan r = 0 olup k | e bulunur.

(1) ve (2) ko³ullar�n� sa§layan herhangi bir k
′ ∈ Z alal�m. (2) özelli§i gere§i

k
′
= k veya k

′
= −k d�r. Yani, k

′ ∼ k elde edilir. Dolay�s�yla ilgili olma hariç

tutulursa k tek türlü olarak belirlidir.�
Teorem 1.1.4 deki (1) ko³ulunu sa§layan k tam say�s�na m ile n tam say�lar�n�n

ortak kat�, her iki ko³ulu sa§layan k tam say�s�na en küçük ortak kat� (ekok)
denir ve ekok(m,n) = k ile gösterilir. m = 0 veya n = 0 ise, ekok(m,n) = 0 d�r. m

ve n s�f�rdan farkl� tam say�lar olsun. ekok(m,n) = k say�s� ilgililik hariç tek türlü

belirli oldu§undan genel olarak ekok(m,n) = k > 0 al�n�r.

�imdi kendisinden ve 1 den ba³ka pozitif böleni olmayan tam say�lar� inceleye-

lim.
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Tan�m 1.1.3. p tam say�s� s�f�rdan ve ±1 den farkl� olsun.

(1) p = mn olacak ³ekildeki her m,n ∈ Z için p | m veya p | n ise, p tam say�s�na

indirgenemez denir;

(2) p | mn olacak ³ekildeki her m,n ∈ Z için p | m veya p | n ise, p tam say�s�na

asal say� denir.

U(Z) = {−1, 1} oldu§undan p tam say�s� için a³a§�daki ifadelerin denk oldu§u

kolayca kan�tlanabilir.

(1) p asald�r.

(2) p indirgenemezdir.

(3) p tam say�s�n�n bölenleri ±1 ve ±p dir.

m,n ∈ Z (n ̸= 0) olmak üzere n | m iken −n | m dir. Tersine, −n | m iken n | m
dir. Bundan dolay� bölme i³leminde bir tam say�n�n pozitif bölenlerinde çal�³mak

yeterlidir. Dolay�s�yla bir p tam say�s�n�n asal olmas� için gerek ve yeter ko³ul p

nin 1 den ve kendisinden ba³ka pozitif bölenin mevcut olmamas�d�r. Buna göre en

küçük asal say� 2 dir.

p asal say� olmak üzere m1,m2, · · · ,mt tam say�lar� için p | m1m2 · · ·mt olsun.

t üzerine tümevar�mla en az bir i ∈ {1, 2, · · · , t} için p | mi oldu§u görülür.

Önerme 1.1.3. 1 den büyük her tam say�n�n en az bir asal böleni vard�r.

Kan�t. m > 1 tam say�s� verilsin. m asal ise, m | m oldu§undan istenen aç�kt�r.

m tam say�s�n�n asal olmad�§�n� kabul edelim ve Sm = {n ∈ Z | n > 1, n | m}
kümesini tan�mlayal�m. Sm ⊆ N oldu§u aç�kt�r. m > 1 ve m | m oldu§undan

m ∈ Sm ̸= ∅ d�r. N iyi s�ral� oldu§undan Sm kümesi en küçük elemana sahiptir.

p = eke(Sm) olsun. �imdi p tam say�s�n�n asal oldu§unu gösterelim. Sm kümesinin

tan�m�ndan p > 1 dir. p asal de§ilse, 1 < q < p olmak üzere p = qr olacak ³ekilde

q, r ∈ Z vard�r. Bu durumda q | p ve p | m oldu§undan q | m olup q ∈ Sm elde

edilir. Bu ise, p tam say�s�n�n Sm kümesinin en küçük eleman� olmas�yla çeli³ir. O

halde p tam say�s� asald�r. �

m > 1 asal olmayan tam say�s� verilsin. Bu takdirde Önerme 1.1.3 gere§im = pn

olacak ³ekilde p asal say�s� vard�r. m asal olmad�§�ndan n > 1 olup n asal ise, m

asallar�n çarp�m�d�r. n asal de§il ise, Önerme 1.1.3 gere§i n = qk olacak ³ekilde q

asal� mevcut olup m = (pq)k ³eklinde yaz�labilir. Ayn� yöntem ile devam edilirse,

m tam say�s�n�n asal tam say�lar�n çarp�m� ³eklinde yaz�labilece§i sezgisel olarak
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görülmektedir. Aritmeti§in temel teoremi bize asal olmayan her tam say�n�n sonlu

çoklukta asal say�n�n çarp�m� ³eklinde yaz�labildi§inin formal kan�t�n� sunmaktad�r.

Öncelikle asal say�lar�n kümesi hakk�nda bilgi sahibi olmam�z gereklidir.

Önerme 1.1.4. Sonsuz say�da asal say� vard�r.

Kan�t. (1.Yol Euclid'in Kan�t�) Asal say�lar�n sonlu çoklukta oldu§unu kabul

edelim ve tüm asal say�lar 2 = p1 < 3 = p2 < 5 = p3 < ... < pr olsun. m =

p1.p2, . . . .pr + 1 > 1 pozitif tam say�s� ya asald�r yada asal de§ildir. m asal olsa,

her bir 1 ≤ i ≤ r için pi < m oldu§undan bu say� kabul etti§imiz tüm asal say�lar

aras�nda de§ildir. Dolay�s�yla m asal olamaz. Önerme 1.1.3 den p | m olacak ³ekilde

bir p asal say�s� vard�r. Bu takdirde p asal tam say�s� p1 , p2 , ..., pr asallar�ndan

birisine e³it olup p | p1.p2 . . . pr dir. p | m oldu§undan p | m − p1.p2 . . . pr = 1

çeli³kisi elde edilir. Sonuç olarak sonsuz say�da asal say� vard�r.

(2.Yol) 1 ≤ n ∈ Z+ olsun. m = n! + 1 > 1 tam say�s�n� alal�m. Önerme 1.1.3

gere§i p|m olacak ³ekilde p asal say�s� vard�r. �imdi p > n oldu§unu gösterelim.

Aksini kabul edelim ve p ≤ n olsun (Z tam s�ral� oldu§undan böyle bir seçim

yap�labilir). Bu takdirde, 1 den n'e kadar olan tam say�lar aras�nda p asal say�s�

vard�r ve bundan dolay� n! tam say�s�n�n çarpanlar�ndan biri p dir. O halde p|n!
dir. Böylece p|m ve p|n! olup p|1 çeli³kisi elde edilir. O halde kabulümüz yanl�³ olup

p > n dir. Sonuç olarak, her pozitif tam say�dan kesin olarak daha büyük bir asal

say� mevcut oldu§undan sonsuz çoklukta asal say� vard�r.�

Tüm asal say�lar�n kümesi P = {p ∈ Z+| p asal say�} = {2, 3, 5, 7, 11, ...} ile

gösterilir. Asal say�lar, özel bir çal�³ma konusudur. Bu çal�³mada, asal say�lar ay-

r�nt�l� olarak irdelenmeyecek olmas�na kar³�n asal say�lar�n belirlenmesi hususunda

Eratosthenes Kalburunu ifade etmenin yararl� olaca§�n� dü³ünüyoruz.

Önerme 1.1.5. (Eratosthenes Kalburu) m > 1 asal olmayan tam say�s� veril-

sin. p ≤
√
m ve p | m olacak ³ekilde bir p asal say�s� vard�r.

Kan�t. m asal olmad�§�ndan m = nk ve 1 < n, k < m olacak ³ekilde n ve k tam

say�lar� vard�r. Bu durumda n ≤
√
m veya k ≤

√
m dir (n >

√
m ve k >

√
m olsa,

nk > m çeli³kisi elde edilir). n ≤
√
m oldu§unu kabul edelim. n asal ise, istenen

elde edilir. n asal say� de§il ise, n > 1 oldu§undan Önerme 1.1.3 gere§i p | n olacak

³ekilde p ∈ P vard�r. Buradan p|n ve n | m oldu§undan p | m dir ve p < n ≤
√
m

dir.

Eratosthenes kalburu yöntemiyle n > 1 tam say�s� için n2 ye kadar olan asal

say�lar bulunabilir. 1 den n2 tam say�s�na kadar olan say�lar aras�ndan 2 hariç, 2'nin
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katlar� ve 3 hariç, 3'ün katlar� ve 5 hariç, 5'in katlar� at�larak n tam say�s�na kadar

devam edilirse elde edilen liste n2 tam say�s�ndan küçük asal say�lar� verir.

Teorem 1.1.5. (Aritmeti§in Temel Teoremi) 1 den büyük bir tam say�, ya

asald�r ya da s�ra gözetmeksizin tek türlü olarak sonlu say�da asal say�n�n çarp�m�-

d�r.

Kan�t. Öncelikle asal olmayan 1 den büyük bir tam say�n�n asal say�lar�n çarp�m�

olarak yaz�ld�§�n� gösterelim. Sonlu say�da asal say�n�n çarp�m� olarak yaz�lamayan

1 den büyük ve asal olmayan tüm tam say�lar�n kümesi S olsun. S = ∅ oldu§unu
göstermeliyiz. S ̸= ∅ olsun. S ⊆ N olup do§al say�lar kümesinin iyi s�ral� olma-

s�ndan dolay� m = eke(S) vard�r. m > 1 ve m asal olmad�§�ndan m = nk ve

1 < n, k < m olacak ³ekilde n, k ∈ Z vard�r. Dolay�s�yla m tam say�s�n�n asal

say�lar�n çarp�m� olarak yaz�lamayan 1 den büyük en küçük tam say� olmas�ndan

dolay� n = p1.p2 . . . pt ve k = q1.q2 . . . qu olacak ³ekilde p1 , p2 , ..., pt, q1 , q2 , ..., qu
asal say�lar� mevcuttur ve böylece m = nk = (p1.p2 . . . pt)(q1.q2 . . . qu) ³eklinde asal

say�lar�n çarp�m� olarak yaz�l�r. Bu ise, m > 1 tam say�s�n�n seçimiyle çeli³ir. Sonuç

olarak, S = ∅ olup asal olmayan her a > 1 için a = p1p2 · · · pt olacak ³ekilde pi ∈ P
ve 1 ≤ i ≤ t (t ∈ N) vard�r.

�imdi bu yaz�l�³�n s�ra dü³ünmeksizin tek türlü oldu§unu kan�tlayal�m. i =

1, 2, ..., t ve j = 1, 2, ..., u için pi, qj ∈ P olmak üzere m = p1p2 · · · pt = q1q2 . . . qu

olsun. Buradan p1 | q1q2 . . . qu olup en az bir j0 ∈ {1, 2, . . . , u} için p1 = qj0

d�r. S�ra gözetilmedi§i için p1 = q1 al�nabilir. Bu takdirde, k�saltma özelli§inden

p2p3 · · · pt = q2q3 . . . qu olup benzer yöntemle p2 = q2 bulunur. Bu ³ekilde i³lemlere

devam edilirse t = u ve her i = 1, 2, . . . , t için pi = qj oldu§u görülür.�

m < −1 tam say�s� verilsin. |m| > 1 olup aritmeti§in temel teoreminden |m| =
p1p2 · · · pt olacak ³ekilde (1 ≤ i ≤ t) pi ∈ P vard�r. Buradan m = −p1p2 · · · pt
elde edilir. Dolay�s�yla a³a§�daki sonuç aritmeti§in temel teoreminin önemli bir

uygulamas�d�r.

Sonuç 1.1.3. m terslenebilir olmayan s�f�rdan farkl� herhangi bir tam say� olsun.

Bu takdirde, m = ±p1p2 · · · ps (s ≥ 1) yaz�l�³� s�ra dü³ünülmeksizin tek türlü olacak

³ekilde p1, p2, ..., ps asal say�lar� yard�m�yla belirlenir. Burada p1, p2, ..., ps asal

say�lar�n�n birbirinden farkl� olmas� gerekmez. Dolay�s�yla p1, p2, ..., pu birbirinden

farkl� asal say�lar ve ti ∈ Z+ (1 ≤ i ≤ u) olmak üzere

m = ∓pt11 . . . ptuu = ∓
∏u

i=1 p
ti
i

³eklinde yaz�labilir.
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m,n > 1 tam say�lar� verilsin.m tam say�s�nda çarpan olup n de çarpan olmayan

ve n tam say�s�nda çarpan olup m de çarpan olmayan p asal say�lar� için p0 = 1

yaz�l�rsa m =
∏u

i=1 p
ti
i ve n =

∏u
i=1 p

si
i , pi ∈ P, ebob(pi, pj) = 1, i ̸= j, ti, si ∈ N

³eklinde ayn� pi asal say�lar�n�n çarp�m� olarak karakterize edilir.

�imdi bu yaz�l�³�n temel sonucu olarak orta ö§retimde uygulamas�n� yapt�§�m�z

ebob ve ekok bulma yönteminin temel teoremini verelim.

Teorem 1.1.6. m,n > 1 tam say�lar ve herbir 1 ≤ i ≤ u (u ∈ N) için pi ler farkl�
asallar olmak üzere m =

∏u
i=1 p

ti
i ve n =

∏u
i=1 p

si
i (ti, si ∈ N) olsun. Bu takdirde

(1) n | m olmas� için gerek ve yeter ko³ul herbir 1 ≤ i ≤ u için si ≤ ti olmas�d�r,

(2) ebob(m,n) =
∏u

i=1 p
min{ti,si}
i ve ekok(m,n) =

∏u
i=1 p

maks{ti,si}
i ,

(3) mn = ebob(m,n)ekok(m,n) dir.

Kan�t. (1) n | m olsun. Bu takdirde, m = nk olacak ³ekilde k > 0 tam say�s� vard�r.

k = 1 ise, m = n olup aritmeti§in temel teoremi gere§i si = ti dir. k > 1 olsun.

O zaman Önerme 1.1.3 den k tam say�s�n�n asal böleni mevcuttur. p | k olacak

³ekildeki her p asal say�s� için p | m olaca§�ndan, p asal say�s� p1, p2, . . . , pu asal

say�lar�ndan birine e³it olacakt�r. O halde k tam say�s� k = pk1
1 p

k2
2 . . . pku

r (ki ≥ 0)

³eklinde yaz�labilir. m = nk e³itli§inden∏u
i=1 p

ti
i = (

∏u
i=1 p

si
i )(
∏u

i=1 p
ki
i ) =

∏u
i=1 p

si+ki
i

yazabiliriz. Aritmeti§in temel teoremi gere§i ti = si + ki, (i = 1, 2, . . . , u) olup

ki ≥ 0 oldu§undan si ≤ ti (i = 1, 2, . . . , u) elde edilir.

Tersine; si ≤ ti (i = 1, 2, . . . , u) ise, her bir 1 ≤ i ≤ u için ti = si + ki olacak

³ekilde ki ≥ 0 do§al say�lar� vard�r. Böylece

m =
∏u

i=1 p
ti
i =

∏u
i=1 p

si+ki
i = (

∏u
i=1 p

si
i )(
∏u

i=1 p
ni
i ) = n(

∏u
i=1 p

ki
i )

olup n | m dir.

(2) Herbir 1 ≤ i ≤ u için ki = min{ti, si} olmak üzere d =
∏u

i=1 p
ki
i olsun. Bu

takdirde (1) den d | m ve d | n dir. e | m ve e | n olacak ³ekilde bir e tam say�s�n�

alal�m. Bu takdirde mümkün v1, v2, ..., vu do§al say�lar� için e =
∏u

i=1 p
vi
i ³eklinde

yaz�labilir. (1) gere§i her i ∈ {1, 2, ..., u} için vi ≤ ti, si olup ki = min{ti, si}
oldu§undan vi ≤ ki (i = 1, 2, . . . , u) elde edilir. Tekrar (1) kullan�l�rsa e | d dir.

Sonuç olarak d = ebob(m,n) bulunur.

Benzer yöntem ile ki = maks{ti, si} (i = 1, 2, . . . , r) al�n�rsa, k =
∏u

i=1 p
ki
i tam

say�s�n�n m ve n tam say�lar�n�n ekok'u oldu§u görülür.

(3) Her bir 1 ≤ i ≤ u için min{ti, si} +maks{ti, si} = ti + si e³itli§i aç�kt�r.

Böylece ebob(m,n)ekok(m,n) = mn elde edilir.�
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Sonuç 1.1.4. 2 < t ∈ N olmak üzere n1, n2, ..., nt pozitif tam say�lar olsun. Bu

takdirde,

ebob(ekok(n1, n2, ..., nt−1), nt) =

ekok(ebob(n1, nt), ebob(n2, nt), ..., ebob(nt−1, nt))

e³itli§i mevcuttur.

Kan�t. Her i ∈ {1, 2, ..., t− 1} için ki = ebob(ni, nt) olmak üzere

k = ekok(n1, n2, ..., nt−1)

d1 = ebob(k, nt)

d2 = ekok(k1, k2, ..., kt−1)

olsun. �imdi d1 = d2 oldu§unu göstermeliyiz.

d1 = 1 oldu§unu kabul edelim. i ∈ {1, 2, ..., t−1} için ki|ni ve ki|nt oldu§undan
ki|k olup her bir ki tam say�s� k ve nt tam say�lar�n�n bir ortak bölenidir. Dolay�s�yla

d1 = ebob(k, nt) oldu§undan (1 ≤ i ≤ t− 1) ki|d1 olup ki = d1 = 1 dir ve böylece

d2 = ekok(k1, k2, ..., kt−1) = 1 elde edilir.

d1 > 1 olsun. Aritmeti§in temel teoremi gere§i d1 = pu1
1 pu2

2 ...pur
r olacak ³ekilde

p1, p2, ..., pr ∈ P ve u1, u2, ..., ur ∈ Z+ vard�r. p := p1 ve u := u1 olarak alal�m.

pu|d1 oldu§undan pu|k ve pu|nt olup en az bir i0 ∈ {1, 2, ..., t − 1} için p|ni0 d�r.

Dolay�s�yla p|ki0 d�r ve böylece p|d2 dir. O halde d2 = pva olacak ³ekilde a, v ∈ Z+

vard�r. Her i ∈ {1, 2, ..., t} için v1, v2, ..., vt ∈ Z negatif olmayan tam say�lar ve

a1, a2, ..., at ∈ Z+ olmak üzere ni = pviai olarak yaz�labilir. Genelli§i bozmadan

v1 ≤ v2 ≤ ... ≤ vt−1 ≤ vt

seçimini yapal�m. p asal�n�n en büyük kuvveti k tam say�s�n�n çarpan� olaca§�ndan

pvt−1 |k d�r ve böylece u = min{vt−1, vt} = vt−1 dir. Ayr�ca Teorem 1.1.6 (2) gere§i

i ∈ {1, 2, ..., t− 1} için pmin{vi, vt} = pvi |ki olup

mak{vi | 1 ≤ i ≤ t− 1} = vt−1

olmak üzere pvt−1 |d2 bulunur ve böylece v = vt−1 dir. Sonuç olarak u = v olup p

asal�n�n d1 ve d2 tam say�lar�ndaki kuvvetleri e³ittir. p1 asal say�s� için yapt�§�m�z bu

i³lemler p2, p3, ..., pr asal say�lar� içinde tekrarlanabilir. O halde d1|d2 dir. Benzer

yöntem ile d2|d1 oldu§u gösterilebilir. Sonuç olarak d1 = d2 e³itli§i elde edilir.�

Uygulama 1.1.2. Herhangi bir x belirsizi için bilinen 1+x+x2+...+xn = xn+1−1
x−1

e³itli§i ve Teorem 1.1.6 kullan�l�rsa bir m =
∏u

i=1 p
ti
i tam say�s�n�n pozitif bö-

lenlerinin say�s� ve pozitif bölenlerinin toplam� formüle edilebilir. m tam say�s�-

n�n pozitif bölenleri Teorem 1.1.6 (1) gere§i (1 ≤ i ≤ u) si ≤ ti olmak üzere

16



n =
∏u

i=1 p
si
i ³eklindedir. Buna görem tam say�s�n�n pozitif bölenleri {1, p1, ..., pt11 },

{1, p2, ..., pt22 },..., {1, pu, ..., ptuu } kümelerinin herbirinden sadece bir eleman seç-

mekle elde edilen elemanlar�n çarp�m� ³eklindeki say�lard�r. Her i = 1, 2, ..., u için

{1, pi, p2i , ..., p
ti
i } kümelerinden herbirinde ti + 1 eleman bulundu§undan m tam sa-

y�s�n�n pozitif bölenlerinin say�s� p(m) = (t1 + 1)(t2 + 1)...(tu + 1) dir.

Ayr�ca m nin pozitif bölenleri 0 ≤ si ≤ ti için
∏u

i=1 p
si
i = ps11 p

s2
2 ...p

su
u oldu§un-

dan bunlar�n toplam�

σ(m) =
∑tu

su=0 ...
∑t2

s2=0

∑t1
s1=0 p

s1
1 p

s2
2 ...p

su
u

=
∑tu

su=0 ...
∑t2

s2=0(1 + p1 + p21 + ...+ pt11 )ps22 ...p
su
u

= (1 + p1 + ...+ pt11 )(1 + p2 + ...+ pt22 )...(1 + pu + ...+ ptuu )

= (
p
t1+1
1 −1
p1−1 )(

p
t2+1
2 −1
p2−1 )...(

ptu+1
u −1
pu−1 )

dir.�

Örnek 1.1.5. (1) 145 say�s�n�n pozitif bölenlerinin say�s�n� ve bunlar�n topla-

m�n� bulal�m. Öncelikle verilen 145 say�s�n� asal say�lar�n çarp�m� ³eklinde yazal�m.

145 = 5.29 olup p(145) = (1 + 1).(1 + 1) = 4 ve σ(145) = 291+1−1
29−1 . 5

1+1−1
5−1 = 180

bulunur.

(2) 10! say�s�n� asal çarpanlar�na ay�ral�m. p | 10! = 10.9.8.7.6.5.4.3.2.1 asal

bölen ise, p'nin asal�§�ndan p ≤ 10 olmal�d�r. Dolay�s�yla p = 2, 3, 5 veya p = 7

dir. 10!'in asal çarpanlara ayr�l�³�nda 10 = 2.5 oldu§undan 5-tane 2'nin katlar�, 8 =

4.2 oldu§undan 4'ün 2-tane katlar� ve 8'in 1-tane kat� bulunmaktad�r. Dolay�s�yla

toplam 8-tane 2 çarpan� vard�r. Benzer yöntemle 4-tane 3 çarpan�, 2-tane 5 çarpan�

ve 1-tane 7 çarpan� bulunmaktad�r. Buradan 10! = 2834527 yaz�l�³� elde edilir.

Ayr�ca 10! = 2834527 = 10226347 oldu§undan 10! say�s�n�n sondan iki basama§� 0

d�r.

(3) m bir pozitif tam say� olsun. m tam say�s�n�n pozitif bölenlerinin toplam�

σ(m) = 2m ise, m tam say�s�na mükemmel say� denir. 6'n�n pozitif bölenleri

1, 2, 3 ve 6 olup σ(6) = 1+ 2+ 3+ 6 = 12 = 2.6 oldu§undan 6 en küçük mükemmel

say�d�r. Benzer ³ekilde 28 de bir mükemmel say�d�r. 496 = 24.31 olup σ(496) =
24+1−1
2−1 . 31

1+1−1
31−1 = 2.496 oldu§undan 496 da mükemmel say�d�r.

(4) m mükemmel say�s�n�n tüm pozitif bölenlerinin kümesi S = {n1, n2, ..., nr}
olmak üzere 1

n1
+ 1

n2
+ ... + 1

nr
= 2 oldu§unu gösterelim. m mükemmel say� oldu-

§undan σ(m) = 2m olup σ(m)
m = 2 dir. Her i = 1, 2, ..., r için ni | m oldu§undan

m = ni.nij olacak ³ekilde nij ∈ S (1 ≤ j ≤ r) eleman� vard�r. Dolay�s�yla

1
n1

+ 1
n2

+ ...+ 1
nr

=
ni1

+ni2
+...+nir

m = σ(m)
m = 2
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elde edilir. Örne§in; m = 6 ise, 1 + 1
2 + 1

3 + 1
6 = 2 ve m = 28 ise, 1 + 1

2 + 1
4 + 1

7 +
1
14 + 1

28 = 2 dir.

(5) Hiç bir p asal say�s�n�n mükemmel say� olmad�§�n� gösterelim. p asal oldu-

§undan pozitif bölenleri 1 ve p dir. Buradan σ(p) = 1 + p = 2p olsa, p = 1 çeli³kisi

elde edilir.

(6) 2 d�³�ndaki tüm asal say�lar�n tek oldu§u aç�kt�r. �lk olarak asal olup olmad�§�

kontrol edilebilecek tek tam say�lar, n > 1 olmak üzere 2n−1 veya 2n+1 ³eklindedir.

Örne§in n = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 127 ve 257 olmak üzere 2n−1 say�s� asald�r.

n = 11 asal say�s� için 211 − 1 = 2047 = 23.89 asal de§ildir. Benzer ³ekilde n =

23, 29, 37 için 2n − 1 asal de§ildir. n > 1 olmak üzere Mn = 2n − 1 say�s�na

Mersenne say�s� ve asal olan Mn = 2n − 1 say�s�na Mersenne asal� denir.,

�imdi n > 1 olmak üzere 2n − 1 Mersenne asal� iken n tam say�s�n�n asal say�

oldu§unu gösterelim. 2n − 1 asal say� ve 0 < t, r ∈ Z için n = tr olsun. Key� bir

x belirsizi için

(xtr − 1) = (xr − 1)(xr(t−1) + xr(t−2) + ...+ xr + 1)

oldu§undan (2tr − 1) = (2r − 1)(2r(t−1) +2r(t−2) + ...+2r +1) dir. 2n− 1 asal say�

ve r > 0 oldu§undan 2r − 1 = 1 veya 2r − 1 = 2tr − 1 dir. Buradan r = 1 veya

r = tr = n olup n asald�r.

Benzer ³ekilde n > 0 için Fn = 2n + 1 say�s�na Fermat say�s� ve asal olan

Fn = 2n + 1 Fermat say�s�na, Fermat asal� denir (Fermat asal say�lar� düzgün

n-genlerin pergel ve cetvel ile çizilebilmesinde önemli bir yere sahiptir). Fn = 2n+1

Fermat asal� olsun. m > 1 ve ebob(2, m) = 1 olmak üzere n = km (k > 0) ise,

2n + 1 = 2km + 1 = (2k + 1)(2k(m−1) − 2k(m−2) + 2k(m−3) − ...+ 1)

yaz�l�³�nda her iki çarpanda 1 den büyüktür. Bu ise, Fn = 2n + 1 say�s�n�n asal

olmas�yla çeli³ir. O halde Fn = 2n+1 Fermat asal say�s� için n = 2u olacak ³ekilde

u ∈ N vard�r.

(7) Aritmeti§in temel teoremi yard�m�yla asal say�lar kümesinin sonsuz elemanl�

oldu§unu gösteren Euler'in yapm�³ oldu§u analitik kan�t� verelim.

Asal say�lar�n sonlu çoklukta oldu§unu kabul edelim ve tüm asal say�lar 2 =

p1 < 3 = p2 < 5 = p3 < ... < pr olsun. Her bir pi asal say�s� için∑∞
k=0

1
pk
i

= 1 + 1
pi

+ 1
p2
i
+ ...

geometrik serisini alal�m. Bu takdirde, | 1pi
| < 1 oldu§undan her i ∈ {1, 2, ..., r}

için
∑∞

k=0
1
pk
i

= 1
1− 1

pi

= pi

pi−1 yak�nsamas� mevcuttur ve her bir pi asal say�s� için
pi

pi−1 > 1 dir. Buradan
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∏r
i=1

1
1− 1

pi

=
∏r

i=1

∑∞
k=0

1
pk
i

elde edilir. Aritmeti§in temel teoremine göre n = pu1
1 pu2

2 ...pur
r (ui ≥ 0) olacak ³e-

kilde tek türlü olarak yaz�l�r. Bu takdirde∑∞
n=1

1
n = 1 + 1

2 + 1
3 + ...+ 1

n + ...

≤ (
∑∞

k1=0
1

p
k1
1

)(
∑∞

k2=0
1

p
k2
2

)...(
∑∞

kr=0
1

pkr
r
)

=
∏r

i=1

∑∞
k=0

1
pk
i

=
∏r

i=1
1

1− 1
pi

dir ve bundan dolay�
∑∞

n=1
1
n harmonik serisi yak�nsakt�r. Bu ise çeli³kidir. Sonuç

olarak kabulümüz yanl�³ olup asal say�lar kümesi sonsuz elemanl�d�r.�

Farkl� p, q asal say�lar� için ebob(p, q) = 1 oldu§unu biliyoruz. Asal olmayan baz�

tam say�lar�nda 1 den ba³ka ortak böleni mevcut olmayabilir (örne§in, ebob(8, 9) =

1). �imdi bu özelli§i sa§layan tam say�lar� dü³ünelim.

Tan�m 1.1.4. m, n ∈ Z olmak üzere ebob(m,n) = 1 ise, m ve n tam say�lar�na

aralar�nda asal say�lar denir.

�imdi n do§al say�s�ndan küçük ve n ile aralar�nda asal olan say�lar�n say�s�n�

veren fonksiyonu tan�mlayal�m. Her 1 < n tam say�s� için

ϕ(n) = {n den küçük ve n ile aralar�nda asal olan pozitif tam say�lar�n say�s�}

ile tan�ml� ϕ : Z+\{1} −→ Z+ fonksiyonuna Euler ϕ-fonksiyonu denir. ϕ(2) = 1

ve ϕ(3) = 2 oldu§u görülür.

Uygulama 1.1.3. "1 < n'den küçük ve 1 den ba³ka n ile ortak böleni olmayan

do§al say�lar�n toplam� nedir?" sorusunu ele alal�m. n den küçük n ile aralar�nda

asal do§al say�lar�n kümesi S = {a1, a2, ..., aϕ(n)} ise,
∑ϕ(n)

i=1 ai toplam�n� ar�yoruz.

1 ≤ a < n olmak üzere ebob(a, n) = 1 olmas� için gerek ve yeter ko³ul ebob(n −
a, n) = 1 olmas�d�r. O halde S kümesi ile {n− a1, n− a2, ..., n− aϕ(n)} kümesi S

nin elemanlar�n�n farkl� s�rada yaz�l�³�ndan ibarettir. Böylece
∑ϕ(n)

i=1 ai =
∑ϕ(n)

i=1 (n−
ai) = nϕ(n)−

∑ϕ(n)
i=1 ai e³itli§inden

∑ϕ(n)
i=1 ai = nϕ(n)

2 elde edilir.�

Önerme 1.1.6. p ∈ P ve 0 ̸= m ∈ Z olsun. Bu takdirde, ebob(m, p) = 1 olmas�

için gerek ve yeter ko³ul p - m olmas�d�r.

Kan�t. (⇒) ebob(m, p) = 1 olsun. p | m olsa, p | p oldu§undan ebob tan�m� gere§i

p | 1 çeli³kisi elde edilir. Dolay�s�yla p - m dir.

(⇐) ebob(m, p) = d ise, d | p olup p asal say� oldu§undan d = 1 ve d = p dir.

p - m oldu§undan d ̸= p dir. Sonuç olarak, ebob(m, p) = d = 1 elde edilir.�
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Önerme 1.1.6 den her p ∈ P için ϕ(p) = p − 1 dir. Bu durumu genelle³tirerek

a³a§�daki önermeyi verebiliriz.

Önerme 1.1.7. p ∈ P olsun. u ≥ 1 do§al say�s� için ϕ(pu) = pu − pu−1 dir.

Kan�t. pu tam say�s�ndan küçük veya e³it ve 1 den büyük veya e³it toplam pu-tane

tam say� vard�r. x, pu ile aralar�nda asal olmayan ve pu tam say�s�ndan küçük veya

e³it olan tam say�lar�n say�s� olsun. O halde ϕ(pu) = pu − x dir. ebob(a, pu) > 1

ise, ebob(a, p) = p dir. Dolay�s�yla a tam say�s� p, 2p, 3p, ..., (pu−1)p say�lar�d�r ve

x = pu−1 dir. Buradan istenen e³itlik elde edilir. �

Önerme 1.1.7 den herhangi bir p asal say�s� için

1 + ϕ(p) + ϕ(p2) + ...+ ϕ(pu) = 1 + (p− 1) + (p2 − p) + ...+ (pu − pu−1)

= pu

e³itli§i gerçeklenir.

Örnek 1.1.6. 0 < m
27 ³eklinde sadele³meyen 1 den küçük kesirli say�lar�n topla-

m�n� bulal�m. Verilen kesirin sadele³memesinin anlam� ebob(27,m) = 1 olmas�d�r.

�stenen say� 1 den küçük oldu§undan 1 ≤ m < 27 olup m tam say�lar�n�n say�s�

Önerme 1.1.7 gere§i ϕ(27) = ϕ(33) = 33 − 32 = 18 dir. m
27 kesirlerinin toplam�

m tam say�lar�n�n toplam�n�n 27'ye oran� oldu§undan ve m de§erlerinin toplam�

27.ϕ(27)2 = 27.9 = 243 olup mümkün 0 < m
27 < 1 sadele³meyen kesirlerinin toplam�

243
27 = 9 elde edilir.�

Herhangi bir 1 < n tam say�s� için ϕ(n) de§erini, modüler aritmetik k�sm�nda

karakterize edece§iz.
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1.1 Al�³t�rmalar

1. A³a§�da verilen e³itlikleri tümevar�m yöntemiyle kan�tlay�n�z. Ayr�ca a³a§�-

daki e³itliklerin sa§ taraf�n� kendiniz elde ediniz (Bkz: Tosun Terzio§lu, Ma-

tematik Dünyas�, 2004 Bahar).

(a) �lk pozitif n tek say�n�n toplam� 1 + 3 + ...+ (2n− 1) = n2;

(b) �lk pozitif n çift say�n�n toplam� 2 + 4 + ...+ 2n = n(n+ 1);

(c) 12 + 22 + 32 + ...+ n2 = 1
6n(n+ 1)(2n+ 1);

(d) 13 + 23 + 33 + ...+ n3 = 1
4n

2(n+ 1)2;

(e) 14 + 24 + 34 + ...+ n4 = 1
30n(n+ 1)(2n+ 1)(3n2 + 3n− 1);

(f) 15 + 25 + 35 + ...+ n5 = 1
12n

2(n+ 1)2(2n2 + 2n− 1).

2. 42! say�s�n� asal çarpanlar�na ay�r�n�z. Ayr�ca 50! say�s�n�n sondan kaç basa-

ma§� s�f�rd�r, ara³t�r�n�z.

3. m+n = 25 ve ebob(m,n) = 4 olacak ³ekilde hiç bir tam say� çiftinin olmad�§�n�

gösteriniz.

4. i ̸= j olmak üzere her 1 ≤ i, j ≤ k için ebob(mi,mj) = 1 ve mi | n ise,

m1m2 · · ·mk | n oldu§unu gösteriniz.

5. A³a§�da verilen Diophantus denklemlerinin çözümlerini ara³t�r�n�z.

(a) 6x+ 51y = 22;

(b) 33x+ 14y = 115;

(c) 14x+ 35y = 93;

(d) 56x+ 72y = 40;

(e) 24x+ 138y = 18;

(f) 221x+ 35y = 11;

(g) 123x+ 360y = 99;

(h) 123x+ 138y = 30.

6. 2n−1 Mersenne asal� ise, her çift m mükemmel say�n�n 2n−1(2n−1) ³eklinde

oldu§unu gösteriniz.

7. m,n, k ∈ Z için ebob(m,n+mk) = ebob(m,n) oldu§unu gösteriniz.

8. 1 ≤ i ≤ t olmak üzere mi pozitif tam say�lar� için
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ekok((m1,m2, · · · ,mt−1),mt) = ekok(m1,m2, · · · ,mt)

e³itli§inin do§rulu§unu tümevar�m yöntemini kullanarak kan�tlay�n�z. Bu e³it-

li§i kullanarak ekok(618, 312, 84) de§erini hesaplay�n�z.

9. Her n ∈ Z+ için ϕ(n2) = nϕ(n) oldu§unu gösteriniz.

10. Eratosthenes kalburu yöntemi ile 100 den küçük olan asal say�lar� belirleyiniz.

11. a1 = a2 = 1 ve her 2 < n ∈ Z için an = an−1 + an−2 ile tan�ml� (an)n∈N

dizisine Fibonacci dizisi ad� verilir. Her n ∈ Z+ için ebob(an+1, an) = a2 =

1 oldu§unu gösteriniz.

12. n ∈ Z+ olmak üzere 4n + 3 ³eklinde sonsuz çoklukta asal say� oldu§unu

gösteriniz (Dolay�s�yla asal say�lar sonsuzdur).

13. m, n, k ∈ Z+ olsun.

mak(m, n, k) =

m+ n+ k −min(m, n)−min(m, k)−min(n, k) +min(m, n, k)

e³itli§ini kan�tlay�n�z. Bu e³itlikten yararlanarak

ekok(m, n, k) = mnk.ebob(m,n, k)
ebob(m,n).ebob(m, k).ebob(n, k)

oldu§unu gösteriniz.

14. n > 2 olsun. Düzgün n-genin pergel ve cetvel ile çizilebilmesi için gerek ve

yeter ko³ul p1, p2, ..., pt birbirinden farkl� Fermat asal say�lar� ve k ∈ N olmak

üzere n = 2kp1p2...pt ³eklinde olmas�d�r, ara³t�r�n�z.

15. p ∈ P ve m ∈ Z için p|[mp + (p− 1)!m] oldu§unu gösteriniz.

16. 1 < m ∈ Z+ olsun. Her n ∈ Z+ için

m = akn
k + ak−1n

k−1 + ...+ a1n+ a0 ve ak ̸= 0

olacak ³ekilde 0 ≤ ak, ak−1, ..., a1, a0 < n tam say�lar�n�n tek türlü olarak

belirli oldu§unu kan�tlay�n�z.
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1.2 Modüler Aritmetik

Tam say�lar kümesindeki Bölme algoritmas� ile herhangi bir pozitif tam say�n�n

n > 1 tam say�s�na bölümünden kalan r = 0, 1, 2, ..., n − 1 olabilir ve ço§u zaman

r kalan�n� hesaplamak önemlidir. Örne§in bir tam say�n�n 7 ile bölümünden kalan�

yard�m�yla, bir haftan�n 7 gün oldu§u gerçe§inden yola ç�karak "Bugün günlerden

pazartesi ise, 100 gün sonraki gün nedir?" sorusunun cevab� kolayl�kla hesaplana-

bilir. Her 7 gün sonra pazartesi olaca§�ndan, 100 = 7.14+2 den tam 14 hafta sonra

pazartesi olup, 100. gün çar³ambad�r. �imdi kalan� bulma i³leminde iyi bir yöntem

olan modüler aritmetik kavram�n� verelim.

Tan�m 1.2.1. 1 < n ∈ Z olsun. m, c ∈ Z olmak üzere

m ≡ c(n)⇐⇒ n | m− c

ile tan�ml� "≡ (n)" ba§�nt�s�na kongrüans ve n tam say�s�na da modül ad� verilir.

Ayr�ca m ≡ c(n) ifadesi m ve c, modülo n kongrüent (denk) diye okunur.

1 < n ∈ Z olsun. m, c ∈ Z olmak üzere bölme algoritmas�ndan k, q, r, r
′
tam

say�lar� için 0 ≤ r, r
′
< n olmak üzere m = nk + r ve c = nq + r

′
yaz�labilir.

Buradan

m− c = n(k − q) + (r − r′
) ve 0 ≤ r − r′

< n

olup,

m ≡ c(n)⇐⇒ n | m− c⇐⇒ n | n(k − q) + (r − r′
)⇐⇒ n | r − r′ ⇐⇒ r = r

′

dir. Yani, n modülüne göre iki tam say�n�n kongrüent olmas� için gerek ve yeter

ko³ul bu iki tam say�n�n n ile bölümünden elde edilen kalanlar�n e³it olmas�d�r.

Bölünebilmenin özelliklerinden "≡ (n)" kongrüans ba§�nt�s� Z de denklik ba-

§�nt�s�d�r. m tam say�s�n�n denklik s�n�f� m = {c ∈ Z | m ≡ c(n)} kümesine n

modülüne göre kalan s�n�f� denir.
m1 ≡ c1(n) ve m2 ≡ c2(n) olsun. Bu takdirde n | m1 − c1 ve n | m2 − c2 dir.

Dolay�s�yla n | (m1+m2)−(c1+c2) ve n | m1m2−c1c2 = m1(m2−c2)+c2(m1−c1)
oldu§undan m1 +m2 ≡ c1 + c2(n) ve m1m2 ≡ c1c2(n) dir. Buradan u ≥ 1 do§al

say� olmak üzere m ≡ c(n) ise, u üzerine tümevar�mla um ≡ uc(n) ve mu ≡ cu(n)

oldu§u gösterilebilir. �imdi bu özellikler yard�m�yla baz� bölünebilme kurallar�n�

a³a§�da ifade edelim.

Yard�mc� Teorem 1.2.1. m,n, c tam say�lar olmak üzere m ile n aralar�nda asal

olsun. Bu takdirde m | c ve n | c olmas� için gerek ve yeter ko³ul mn | c olmas�d�r.
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Kan�t. (⇒) n | c oldu§undan c = nq olacak ³ekilde q ∈ Z vard�r. Buradan m | c =
nq ve ebob(m,n) = 1 oldu§undan Yard�mc� Teorem 1.1.1 gere§ince m | q bulunur.
O halde bir r ∈ Z için q = mr yaz�l�r. Buradan c = nq = n(mr) = (mn)r olup

mn | c elde edilir.
(⇐) Aç�kt�r. �

Uygulama 1.2.1. n+1 basamakl� m = an...a2a1a0 pozitif tam say�s� verilsin. Bu

takdirde

m = 10nan + ...+ 102a2 + 10a1 + a0

³eklinde yaz�labilir.

(1) 2 | 10 oldu§undan üstteki aç�klamalar gere§i

m = 10nan + ...+ 102a2 + 10a1 + a0 ≡ a0(2)

olup 2 | m olmas� için gerek ve yeter ko³ul 2 | a0 olmas�d�r.

(2) 10 = 3.3 + 1 veya 10 ≡ 1(3) oldu§undan

m = 10nan + ...+ 102a2 + 10a1 + a0 ≡ an + ...+ a1 + a0(3)

dir. Dolay�s�yla 3 | m olmas� için gerek ve yeter ko³ul 3 | an+ ...+a1+a0 olmas�d�r.

(3) k ≥ 2 için 4 | 10k olup

m = 10nan + ...+ 102a2 + 10a1 + a0 ≡ 10a1 + a0 = a1a0(4)

gerçe§inden 4 | m olmas� için gerek ve yeter ko³ul m tam say�s�n�n son iki basama-

§�n�n 4 taraf�ndan bölünmesidir.

(4) 5 | m olmas� için gerek ve yeter ko³ulun a0 = 0 veya a0 = 5 olmas� oldu§u

aç�kt�r.

(5) Yard�mc� Teorem 1.1.4 gere§i 6 | m ⇐⇒ 2 | m ve 3 | m olmas�d�r.

(6) 10 = 7.1+3, 102 = 7.14+2, 103 = 7.156+6 = 7.157−1, 104 = 10(7.156+6) =

7.1560 + 60 = 7.1560 + 7.8 + 4 = 7.1560 + 7.9 − 3 = 7.1569 − 3, vs. e³itliklerini

gözönüne al�n�rsa

m = 10nan + ...+ 104a4 + 103a3 + 102a2 + 10a1 + a0

≡ [...+ (−2a5 − 3a4 − a3) + (2a2 + 3a1 + a0)](7)

elde edilir. Dolay�s�yla 7 | m olmas� için gerek ve yeter ko³ul m tam say�s�n�n

birler basama§�ndan ba³layarak sa§dan sola do§ru s�ras�yla basamak terimlerinin

katsay�lar� 3'lü grup halinde önce (1, 3, 2) ve sonra (−1,−3,−2) ile çarp�p bu ³ekilde
devam edilerek elde edilen toplam�n 7 taraf�ndan bölünmesidir.
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(7) k ≥ 3 için 8 | 10k oldu§undan 8 | m olmas� için gerek ve yeter ko³ul m tam

say�s�n�n son üç basama§�n�n 8 ile bölünmesidir.

(8) 10 = 9.1 + 1 oldu§undan

m = 10nan + ...+ 102a2 + 10a1 + a0 ≡ an + ...+ a1 + a0(9)

olup 9 | m olmas� için gerek ve yeter ko³ul m tam say�s�n�n basamak terimlerinin

toplam�n�n 9 taraf�ndan bölünmesidir.

(9) �imdi 11 ile bölünebilmeyi karakterize edelim. 10 = 1.11−1, 102 = 9.11+1,

103 = 10(9.11+1) = 11.90+10 = 11.91−1 olup bu ³ekilde devam edelim. Buradan

m = 10nan + ...+ 102a2 + 10a1 + a0 ≡ ..− a3 + a2 − a1 + a0(11) ³eklinde yaz�labi-

lir. Dikkat edilirse m tam say�s�n�n basamak terimleri yaz�lan son denklikte birler

basama§� + olmak üzere s�ras�yla +,−,+,−,+, ... ³eklinde i³aret de§i³tirmektedir.

Dolay�s�yla 11 | m olmas� için gerek ve yeter ko³ul

m = 10nan + ...+ 102a2 + 10a1 + a0

≡ (−1)nan + (−1)n−1an−1 − ...− a3 + a2 − a1 + a0(11)

olmas�d�r.�

Örnek 1.2.1. (1) 1!+2!+3!+4!+ ...+99!+100! say�s�n�n 12 ile bölümünden kalan�

bulal�m. 12 | 4! oldu§undan her n ≥ 4 için n! ≡ 0(12) oldu§u aç�kt�r. Dolay�s�yla

kongrüans ba§�nt�s� sonlu toplamlar alt�nda korundu§undan

1! + 2! + 3! + 4! + ...+ 99! + 100! ≡ 1! + 2! + 3!(12) ≡ 9(12)

elde edilir.

(2) 1049 + 53 say�s�n�n 7 ile bölümünden kalan� bulal�m. 10 ≡ 3(7) oldu§undan

1049 ≡ 349(7) denkli§i al�n�r. Kongrüans ba§�nt�s�n�n özellikleri kullan�l�rsa

31 ≡ 3(7)

32 ≡ 2(7)

33 ≡ 6(7)

34 ≡ 4(7)

35 ≡ 5(7)

36 ≡ 1(7)

olup 349 = (36)8.3 ≡ 3(7) dir Di§er taraftan 53 = 52.5 ≡ 4.5(7) ≡ 6(7) oldu§undan

1049 + 53 ≡ 349 + 53(7) ≡ 3 + 6(7) ≡ 2(7) bulunur.

(3) Her n ≥ 0 için 7.16n + 3 ≡ 2.1n + 3 ≡ 0(5) oldu§undan 5 | 7.16n + 3 dir.
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(4) n ≥ 0 için 133n+2 +3 say�sn�n 7 ile bölümünden kalan� bulal�m. Kongrüans

ba§�nt�s�n�n özellikleri kullan�l�rsa 133n+2 +3 ≡ 63n.62 +3 ≡ 63n +3(7) elde edilir.

62 ≡ 1(7) oldu§undan n çift tam say� ise,

133n+2 + 3 ≡ 63n.62 + 3

≡ 63n + 3

≡ 1 + 3(7)

≡ 4(7)

bulunur. n tek tam say� ise, bir k ∈ Z için n = 2k + 1 olup

133n+2 + 3 ≡ 66k+3 + 3

≡ 66k.63 + 3

≡ 9(7)

≡ 2(7)

dir.

(5) ma ≡ ca(n) ⇐⇒ m ≡ c( n
ebob(n, a) ) d�r, gösterelim. ebob(n, a) = d olsun.

Buradan d | n ve d | a olup a = da
′
ve n = dn

′
olacak ³ekilde a

′
, n

′ ∈ Z vard�r.

Sonuç 1.1.2 gere§i ebob(a
′
, n

′
) = 1 dir. ma ≡ ca(n) ise, n | (m − c)a dir. Böylece

n
′ | (m − c)a

′
ve ebob(n

′
, a

′
) = 1 olup Yard�mc� teorem 1.1.1 gere§i m ≡ c(n

′
)

bulunur. Dolay�s�yla m ≡ c( n
ebob(n, a) ) elde edilir. Tersine, m ≡ c( n

ebob(n, a) ) olsun.

Bu takdirde n
′ | m − c dir. O halde n

′
d | (m − c)da′

olup n | (m − c)a elde edilir.

Sonuç olarak ma ≡ ca(n) dir.
(6) k ∈ Z+ olmak üzere a − b | ak − bk dir, gösterelim. k üzerine tümevar�m

uygulayal�m. k = 1 için a − b | a − b aç�kt�r. 1 < k için iddia do§ru olsun. Bu

takdirde a− b | ak − bk olup ak − bk ≡ 0(a− b) elde edilir. Böylece

ak+1 − bk+1 = ak(a− b) + b(ak − bk) ≡ 0(a− b)

olup a− b | ak+1 − bk+1 elde edilir.

(7) Herhangi bir n ≥ 1 tam say� için tümevar�m yöntemiyle

1 + 2 + 3 + ...+ n = n(n+1)
2

oldu§u kan�tlanabilir. Burada 1 + 2 + 3 + ... + n toplam�n�n n(n+1)
2 say�s�na e³it

oldu§u bilinmese, tümevar�m ile kan�t yap�lamaz. �imdi Gauss yöntemini verelim

ve bu yöntemi genelleyelim.

1 + 2 + 3 + ... + 100 toplam�n� bulal�m. x = 1 + 2 + 3 + ... + 100 olsun. �imdi

bu toplam� x = 100 + (100 − 1) + (100 − 2) + ... + 1 ³eklinde tersten yazabiliriz.
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Bu iki ifade toplan�rsa 2x = (100 + 1) + (100 + 1) + ...+ (100 + 1) = 100(100 + 1)

olup x = 100(100+1)
2 = 5050 bulunur. 100 do§al say�s� yerine key� bir n do§al say�s�

al�n�rsa benzer yöntem ile 1 + 2 + ...+ n = x den x = n(n+1)
2 oldu§u görülebilir.

(8) n ∈ Z+ olmak üzere Fn = 22
n

+ 1 Fermat asal say�s� ise, Fn = 12k + 5

olacak ³ekilde k tam say�s�n�n mevcut oldu§unu gösterelim (F0 = 3 Fermat asal

say�s� için bu durum sözkonusu de§ildir). Her u ∈ Z+ için tümevar�mla 4u ≡ 4(12)

oldu§u gösterilebilir. Dolay�s�yla

Fn = 22
n

+ 1 = 4n + 1 ≡ 4 + 1 ≡ 5(12)

olup istenilen elde edilir.�

Örneklerden görülece§i üzeremx ≡ 1(n) denklemleri ile kar³�la³�lmaktad�r. Baz�

özel durumlar için mx ≡ 1(n) denklemlerinin çözümünü Euler teoremi yard�m�yla

verebiliriz. Bunun için modülo n kalan s�n��ar�n sa§lad�§� baz� cebirsel özellikleri

incelememiz gerekmektedir.

Tüm modülo n kalan s�n��ar�n kümesi Zn = {m | m ∈ Z } ile gösterilir. �imdi

Zn kümesini karakterize edelim. m ∈ Z olsun. Bu takdirde m ∈ Zn dir. Z de bölme

algoritmas� gere§i m = nk + r ve 0 ≤ r < n olacak ³ekilde k, r ∈ Z mevcuttur.

Bu takdirde r ∈ {0, 1, 2, ..., n− 1} dir. m = nk + r oldu§undan m − r = nk olup

m ≡ r(n) elde edilir. Denklik ba§�nt�s�yla birbirine ba§l� iki eleman�n denklik s�n�f�

e³it oldu§undan m = r dir ve buradan Zn = { 0, 1, 2, . . . , n− 1 } n elemanl� kümesi

elde edilir.

m1,m2 ∈ Zn için m1 + m2 = m1 +m2 ve m1.m2 = m1m2 ile tan�ml� + :

Zn ×Zn −→ Zn toplama ve . : Zn ×Zn −→ Zn çarpma dönü³ümlerinin iyi tan�ml�

oldu§u gösterilebilir.

S�ra ile tan�mlam�³ oldu§umuz toplama ve çarpma i³lemlerinin özelliklerini a³a-

§�daki ³ekilde verebiliriz. Her m1, m2, m3 ∈ Zn için,

(1) m1 + (m2 +m3) = (m1 +m2) +m3 ve m1.(m2.m3) = (m1.m2).m3 (birle³me

özelli§i);

(2) m1 +m2 = m2 +m1 ve m1.m2 = m2.m1 (de§i³me özelli§i);

(3) m1 + 0 = m1 ve m1.1 = m1 (birim eleman özelli§i);

(4) m1 + (−m1) = 0 (toplaman�n ters eleman özelli§i);

(5) m1.(m2 + m3) = (m1.m2) + (m1.m3) (çarpma i³leminin toplama üzerine

da§�lma özelli§i).
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Tam say�lar kümesinde s�f�rdan farkl� iki eleman�n çarp�m� s�f�rdan farkl� olma-

s�na kar³�n n nin alaca§� de§ere göre Zn de bu özellik korunmayabilir. Örne§in,

2, 3 ∈ Z6 kalan s�n��ar� için 2.3 = 2.3 = 6 = 0 d�r.

Tan�m 1.2.2. Zn de kendileri 0 dan farkl� oldu§u halde çarp�mlar� 0 olan kalan

s�n��ara s�f�r bölen denir.

Önerme 1.2.1. m ∈ Zn\{0} olsun. m nin s�f�r bölen olmas� için gerek ve yeter

ko³ul ebob(m,n) = d > 1 olmas�d�r.

Kan�t. m ∈ Zn\{0} oldu§undan n - m oldu§u aç�kt�r.

(⇒) ebob(m, n) = d = 1 olsun. Bu takdirde Önerme 1.1.1 gere§i mx + ny = 1

olacak ³ekilde x, y ∈ Z vard�r. Di§er taraftan m kalan s�n�f� s�f�r bölen oldu§undan

m.a = ma = 0 olacak ³ekilde 0 ̸= a ∈ Zn vard�r. Dolay�s�yla n | ma d�r. mx+ny =

1 ve 0 ̸= a oldu§undan (ma)x + (na)y = a olup tam say�larda bölünebilmenin

do§rusall�§�ndan n | a çeli³kisi elde edilir. Sonuç olarak d > 1 dir.

(⇐) ebob(m, n) = d > 1 oldu§unu kabul edelim. d ≤ n oldu§u aç�kt�r. d = n

olsa, d |m oldu§undan n | m çeli³kisi elde edilir. Dolay�s�yla d < n dir. d | m ve

d | n oldu§undan m = dm
′
ve n = dn

′
olacak ³ekilde m

′
, n

′ ∈ Z vard�r. Sonuç

1.1.2 den ebob(m
′
, n

′
) = 1 dir. Bu takdirde mn

′
= dm

′
n

′
= m

′
n olup n | mn′

ve

buradan mn′ = 0 bulunur. d ̸= n ve dn
′
= n oldu§undan n - n′

olup n′ ̸= 0 elde

edilir. Böylece m s�f�r bölen s�n�ft�r.�

Tan�m 1.2.3. m ∈ Zn olsun. ebob(m,n) = 1 ise, m kalan s�n�f�na asal kalan

s�n�f denir ve n modülüne göre tüm asal kalan s�n��ar�n kümesi

Z∗
n = {m ∈ Zn | ebob(m,n) = 1}

ile gösterilir. Aç�k olarak, 1 ∈ Z∗
n ve |Z∗

n| = ϕ(n) dir.

Z∗
n kümesi Zn deki çarpma i³lemi alt�nda kapal�d�r. m, a ∈ Z∗

n olsun. Bu tak-

dirde, ebob(m,n) = ebob(a, n) = 1 dir. ebob(ma, n) = d olsun. ebob(m,n) = 1

oldu§undan Önerme 1.1.1 gere§i x, y ∈ Z için mx + ny = 1 yaz�labilir. Her iki

taraf a ile çarp�l�rsa a = (ma)x+ (na)y elde edilir ve ebob(ma, n) = d oldu§undan

d | a d�r. Dolay�s�yla d, a ile n tam say�lar�n�n bir ortak böleni olup ebob(a, n) = 1

oldu§undan d = 1 bulunur. Sonuç olarak, m.a = ma ∈ Z∗
n dir.

Z de 1 tam say�s�n�n bölenlerinin (terslenebilir elemanlar�n�n) ±1 oldu§unu

biliyoruz. Kalan s�n��ar�n kümesi Zn de durum farkl�d�r.

Önerme 1.2.2. m ∈ Zn olsun. m.m′ = 1 ve m.m′′ = 1 olacak ³ekilde m′ , m′′ ∈ Zn

kalan s�n��ar� varsa, m′ = m′′ dür.
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Kan�t. m′ , m′′ ∈ Zn için m.m′ = 1 ve m.m′′ = 1 olsun. Zn de çarpma i³leminin

birle³me, de§i³me ve birim eleman özelli§i kullan�l�rsa

m′ = 1.m′ = (m′′ .m).m′ = m′′ .(m.m′) = m′′ .1 = m′′

olup istenilen elde edilir.�

m ∈ Zn olsun. Önerme 1.2.2 den görülece§i üzere m.m′ = 1 olacak ³ekilde

m′ ∈ Zn mevcut ise, m′ ∈ Zn tek türlü olarak belirlidir. Bu durumda m kalan

s�n�f�na terslenebilir eleman ve m′ kalan s�n�f�na m kalan s�n�f�n�n tersi denir.
Zn deki tüm terslenebilir elemanlar�n kümesi U(Zn) ile gösterilir.

Önerme 1.2.3. 1 < n ∈ Z için U(Zn) = Z∗
n d�r.

Kan�t. m ∈ U(Zn) ise, m.m′ = mm′ = 1 olacak ³ekilde bir m′ ∈ Zn vard�r.

ebob(m,n) = d = 1 oldu§unu göstermeliyiz. d > 1 olsun. Bu takdirde, Önerme

1.2.1 gere§ince bir c ∈ Zn\{0} için m.c = mc = 0 d�r. Buradan

c = c.1 = c.(m.m′) = (c.m).m′ = 0.m′ = 0

çeli³kisi elde edilir. Dolay�s�yla d = 1 olup m ∈ Z∗
n dir. Tersine m ∈ Z∗

n olsun.

Bu durumda ebob(m,n) = 1 dir. Önerme 1.1.1 gere§ince x0, y0 ∈ Z olmak üzere

mx0 + ny0 = 1 yaz�l�r. Buradan mx0 ≡ 1(n) olup m.x0 = 1 gerçeklenir. Sonuç

olarak m ∈ U(Zn) elde edilir. �

p asal say�s� için Önerme 1.2.3 den Z∗
p = {1, 2, ..., p− 1} = U(Zp) oldu§u aç�kt�r.

Örnek 1.2.2. (1) Z6 = {0, 1, 2, 3, 4, 5} nin s�f�r bölen elemanlar�n� ve terslenebilir

elemanlar�n� bulal�m. Önerme 1.2.3 den terslenebilir elemanlar�n kümesi U(Z6) =

Z∗
6 = {m ∈ Z6 | ebob(m, 6) = 1 } = {1, 5} dir. Önerme 1.2.1 ve Önerme 1.2.3

den 0 kalan s�n�f� d�³�ndaki terslenebilir olmayan elemanlar s�f�r bölen oldu§undan

{2, 3, 4} s�f�r bölenlerin kümesidir. Ayr�ca 1.1 = 1 ve 5.5 = 1 oldu§undan her

eleman�n çarp�msal tersi kendisidir. Yani, x2 ≡ 1(6) denkleminin Z6 da çözümleri

mevcuttur.

(2) U(Z12) = Z∗
12 = {m ∈ Z12 | ebob(m, 12) = 1 } = {1, 5, 7, 11} dir. Burada her

eleman�n tersinin kendisine e³it oldu§una dikkat edilmelidir.

(3) U(Z5) = Z∗
5 = {m ∈ Z5 | ebob(m, 5) = 1 } = {1, 2, 3, 4} olup 2.3 = 1

oldu§undan Z5 de 2 kalan s�n�f�n�n tersi 3 dür.

(4) p asal say� olmak üzere Zp'de tersi kendisine e³it kalan s�n��ar� bulal�m.

x ∈ Zp kalan s�n�f�n�n tersi kendisine e³it ise, x.x = x2 ≡ 1(p) dir. Buradan

p | x2 − 1 olup p asal oldu§undan p | x − 1 veya p | x + 1 dir. O halde x− 1 = 0

veya x+ 1 = 0 olup x = 1 veya x = −1 = p− 1 elde edilir.
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(5) m ∈ Zn verilsin. m2 = m ise, m kalan s�n�f�na idempotent denir. 0, 1 ∈ Zn

idempotent elemanlard�r. Z10 da s�f�rdan ve birden farkl� idempotent elemanlar 5

ve 6 d�r.

(6) m ∈ Zn olmak üzere mt = 0 olacak ³ekilde t > 0 tam say�s� mevcut ise,

m kalan s�n�f�na nilpotent denir. 0 ∈ Zn nilpotent elemand�r. Z9 da 0, 3 ve 6

nilpotent elemanlard�r.�

�imdi n > 1 tam say�s� için ϕ(n) de§erini karakterize edelim. Öncelikle a³a§�daki

yard�mc� teoremleri vermemiz gerekmektedir.

Yard�mc� Teorem 1.2.2. m,n, c,m1,m2, ...,mt tam say�lar� verilsin (t ≥ 2). Bu

takdirde ebob(m1m2...mt, n) = 1 olmas� için gerek ve yeter ko³ul her i = 1, 2, ..., t

için ebob(mi, n) = 1 olmas�d�r.

Kan�t. t üzerine tümevar�mla kan�t yap�l�r. Biz burada t = 2 için iddiay� kan�tla-

yal�m.

(⇒) ebob(m1m2, n) = 1 olmak üzere ebob(m1, n) = d olsun. d|m1 oldu§undan

bölünebilme özelli§i gere§ince d | m1m2 olup d, n ve m1m2 tam say�lar�n�n bir

ortak bölenidir. ebob(m1m2, n) = 1 oldu§undan d = 1 olmal�d�r. Benzer ³ekilde

ebob(m2, n) = 1 oldu§u gösterilebilir.

(⇐) �ki asal kalan s�n�f�n�n çarp�m� asal kalan s�n�f� oldu§undan bu yönlü kan�t

aç�kt�r.�

Yard�mc� Teorem 1.2.3. 1 < u, v ∈ Z için ebob(u, v) = 1 ise, ϕ(uv) = ϕ(u)ϕ(v)

dir.

Kan�t. |Z∗
u| = ϕ(u) ve |Z∗

v| = ϕ(v) oldu§undan Z∗
u = {x1, x2, ..., xϕ(u)} ve Z∗

v =

{y1, y2, ..., yϕ(v)} diyebiliriz. �imdi

S = {uyi + vxj ∈ Zuv | i = 1, 2, ... , ϕ(v) ve j = 1, 2, ... , ϕ(u)}

kümesini tan�mlayal�m. x = uyi + vxj , y = uyk + vxt ∈ S olmak üzere x ≡ y(uv)

olmas� için gerek ve yeter ko³ulun yi ≡ yk(v) ve xj ≡ xt(u) olmas� oldu§u aç�kt�r.

Dolay�s�yla S kümesinin elemanlar� tam olarak xj ∈ Z∗
u ve yi ∈ Z∗

v kalan s�n��ar�n�n

farkl� seçimleri ile olu³an uyi + vxj elemanlar�d�r ve bundan dolay� |S| = |Z∗
u||Z∗

v| =
ϕ(u)ϕ(v) dir. �imdi S = Z∗

uv e³itli§ini gösterelim. x ∈ S olsun. Bu takdirde, x =

uyi + vxj olacak ³ekilde yi ∈ Z∗
v ve xj ∈ Z∗

u vard�r. ebob(u, xj) = ebob(u, v) = 1

oldu§undan Yard�mc� Teorem 1.2.2 gere§i ebob(u, vxj) = 1 dir. ebob(x, u) = d ise,

x = uyi + vxj oldu§undan d|vxj olup d pozitif tam say�s� vxj ve u tam say�lar�n�n

bir ortak bölenidir (x = uyi + vxj ∈ S ⊆ Zuv oldu§undan bir k ∈ Z için x = uyi +

vxj + (uv)k olup ebob(x, u) = d oldu§undan d|vxj dir). Böylece ebob(u, vxi) = 1
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olmas� gere§i d = 1 dir. Benzer ³ekilde ebob(x, v) = 1 dir. Tekrar Yard�mc� Teorem

1.2.2 kullan�l�rsa ebob(x, uv) = 1 oldu§u elde edilir ve buradan x ∈ Z∗
uv d�r.

Tersine x ∈ Z∗
uv olsun. Bu takdirde, ebob(x, uv) = 1 ve buradan ebob(x, u) = 1

ve ebob(x, v) = 1 dir. Hipotez gere§i ebob(u, v) = 1 oldu§undan mümkün a, b ∈
Z için ua + vb = 1 e³itli§i yaz�labilir ve e³itli§in her iki taraf� x ile çarp�l�rsa

uax + vbx = x elde edilir. ebob(a, v) = d ise, d|a ve d|v dir ve ua + vb = 1 e³itli§i

gere§i d = 1 dir. ebob(a, v) = ebob(x, v) = 1 oldu§undan Yard�mc� Teorem 1.2.2

gere§i ebob(ax, v) = 1 olup ax = yi ∈ Z∗
v d�r ve böylece ax = yi + vc olacak

³ekilde c ∈ Z vard�r. Benzer ³ekilde bir e ∈ Z için xb = xj + ue e³itli§i yaz�labilir.

uax+ vbx = x e³itli§inde xb = xj + ue ve ax = yi + vc de§erleri yerine yaz�l�rsa

x = uax+ vbx

= u(yi + vc) + v(xj + ue)

= uyi + uvc+ vxj + uve

= uyi + vxj + uv(e+ c)

≡ uyi + vxj(uv)

bulunur. S kümesinin tan�m� gere§i x ∈ S dir. O halde S = Z∗
uv olup ϕ(uv) =

|Z∗
uv| = ϕ(u)ϕ(v) e³itli§i elde edilir.�

Teorem 1.2.1. 1 < n tam say�s�n�n asal çarpanlar�na ayr�l�³� n = pt11 p
t2
2 ...p

tk
k

olsun. Bu takdirde ϕ(n) = ϕ(pt11 )ϕ(pt22 )...ϕ(ptkk ) dir.

Kan�t. k üzerine tümevar�m uygulayal�m. k = 2 olsun. n = pt11 p
t2
2 olup p1 ve p2

farkl� asal say�lar oldu§undan ebob(pt11 , p
t2
2 ) = 1 dir ve Yard�mc� Teorem 1.2.3 gere§i

ϕ(n) = ϕ(pt11 )ϕ(pt22 ) dir.�

Teorem 1.2.2. (Fermat Teoremi) p ∈ P ve m ∈ Z olmak üzere ebob(m, p) = 1

olsun. Bu takdirde mp−1 ≡ 1(p) dir.

Fermat Teoreminin kan�t� a³a§�da kan�tlayaca§�m�z Euler Teoreminin sonucu

olarak verilir.

Teorem 1.2.3. (Euler Teoremi) 1 < n ∈ Z olmak üzere ebob(m, n) = 1 olacak

³ekilde herhangi bir m tam say�s� verilsin. Bu takdirde mϕ(n) ≡ 1(n) dir.

Kan�t. Zn de m asal kalan s�n�f�n� alal�m ve sabitleyelim. Önerme 1.2.3 gere§ince

m terslenebilirdir. Her x ∈ Z∗
n için

f(x) = m.x = mx

ile tan�ml� f : Z∗
n −→ Z∗

n dönü³ümü verilsin. m terslenebilir oldu§undan

Grup Teorisi - I 31



f(x) = f(y)⇐⇒ mx = my ⇐⇒ mx ≡ my(n) ⇐⇒ x = y

olup f , bire-bir fonksiyondur. Z∗
n = {m1,m2, . . . ,mϕ(n)} kümesi sonlu oldu§undan

f örtendir. Buradan

m1.m2...mϕ(n) = f(m1).f(m2)...f(mϕ(n))

= mϕ(n).m1.m2...mϕ(n)

olup mϕ(n) = 1 yani mϕ(n) ≡ 1(n) elde edilir.�

Örnek 1.2.3. (1) 327 nin 5 ile bölümünden elde edilen kalan� bulmak için Fermat

teoreminden yararlan�l�rsa ϕ(5) = 4 oldu§undan

34 ≡ 1(5)

(34)6 ≡ 1(5)

olup

327 = 324+3 = 32433 ≡ 33(5)

≡ 2 (5)

elde edilir.

(2) 1350 tam say�s�n�n 16 ile bölümünden kalan� hesaplayal�m. ebob(13, 16) = 1

oldu§undan Euler teoremi gere§i 13ϕ(16) ≡ 1(16) d�r. Önerme 1.1.7 den ϕ(16) =

ϕ(24) = 24 − 23 = 8 olup 138 ≡ 1(16) d�r. Buradan 1350 = 138.6.132(5) ≡ 132(5) ≡
9(16) elde edilir.

(3) 4141 tam say�s�n�n sondan iki basama§�n� hesaplayal�m. 4141 tam say�s�n�n

sondan iki basama§�n� bulmak için say�n�n 100 ile bölümünden kalan� bulmal�y�z.

ebob(41, 100) = 1 oldu§undan Euler teoremi gere§i 41ϕ(100) ≡ 1(100) dür. Teorem

1.2.1 ve Önerme 1.1.7 kullan�l�rsa

ϕ(100) = ϕ(22.52) = ϕ(22).ϕ(52) = (4− 2)(25− 5) = 40

olup 4140 ≡ 1(100) dür. Buradan 4141 = 4140.41 ≡ 41(100) elde edilir.

(4) Euler Teoreminden ebob(m,n) = 1 olmak üzere mϕ(n) ≡ 1(n) oldu§u bi-

linmektedir. Burada ϕ(n) de§eri mx ≡ 1(n) ko³ulunu sa§layan en küçük do§al say�

olmayabilir. Örnek olarak m = 5 ve n = 12 tam say�lar�n� alal�m. ebob(5, 12) = 1 ve

ϕ(12) = ϕ(4.3) = ϕ(4).ϕ(3) = ϕ(22).2 = 2.2 = 4 olup Euler teoreminden 54 ≡ 1(12)

bulunur. Buna kar³�n 52 ≡ 1(12) dir.

(5) mx ≡ 1(n) ko³ulunu sa§layan en küçük do§al say�n�n t oldu§unu kabul

edelim. Bu takdirde, mu ≡ 1(n) olmas� için gerek ve yeter ko³ulun t | u olmas�d�r.
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mu ≡ 1(n) ise, Z de bölme algoritmas�ndan u = tk + r ve 0 ≤ r < t olacak ³ekilde

k, r ∈ Z mevcuttur. Buradan, mu = mtk+r = mtk.mr ≡ mr ≡ 1(n) olup 0 ≤ r < t

ve mx ≡ 1(n) ko³ulunu sa§layan en küçük do§al say� t oldu§undan r = 0 bulunur.

Tersine, u = tk ve mt ≡ 1(n) oldu§undan mu ≡ 1(n) oldu§u aç�kt�r.

ebob(m,n) = 1 olsun. mx ≡ 1(n) ko³ulunu sa§layan en küçük do§al say� t,

ϕ(n)'in bir bölenidir.

(6) ϕ(10) = ϕ(5) = 4 e³itli§ini yazabiliriz. Genel olarak n tek tam say�s� için

ϕ(2n) = ϕ(n) oldu§unu gösterelim. n tek do§al say� oldu§undan 2 - n olup n'nin

asal parçalan�³�nda 2'nin kuvvetleri mevcut de§ildir. Dolay�s�yla ebob(n, 2) = 1 dir

ve Teorem 1.2.1 gere§i ϕ(2n) = ϕ(2)ϕ(n) = ϕ(n) elde edilir. Benzer yöntemle n

çift tam say�s� için ϕ(2n) = 2ϕ(n) oldu§u gösterilebilir.

(7) n = pt11 p
t2
2 ...p

tu
u olsun. n =

∑
d|n ϕ(d) oldu§unu gösterelim. Teorem 1.1.6 dan

d | n olmas� için gerek ve yeter ko³ul 1 ≤ i ≤ u için 0 ≤ ki ≤ ti olmak üzere d =

pk1
1 p

k2
2 ...p

ku
u ³eklinde olmas�d�r. Teorem 1.2.1 gere§i ϕ(d) = ϕ(pk1

1 )ϕ(pk2
2 )...ϕ(pku

u )

dur. Bu durumda∑
d|n ϕ(d) =

∑u
i=1

∑ti
ki=0 ϕ(p

ki
i )

= [1 + ϕ(p1) + ϕ(p21) + ...+ ϕ(pt11 )]...[1 + ϕ(pu) + ϕ(p2u)...+ ϕ(ptuu )]

= pt11 p
t2
2 ...p

tu
u

= n

elde edilir.

(8) ϕ(n) = 4 olacak ³ekildeki n tam say�lar�n� bulal�m. p | n ise, p−1 | ϕ(n) = 4

olup 4 tam say�s�n�n pozitif bölenleri {1, 2, 4} oldu§undan p− 1 = 1, 2, veya 4 olup

p asal� 2, 3 veya 5 olmal�d�r. Dolay�s�yla n = 2u3v5t ³eklindedir. Di§er taraftan

2u−1|4, 3v−1|4 ve 5t−1 | 4

oldu§undan u ≤ 3, v ≤ 1 ve t ≤ 1 dir. Buradan tüm mümkün n tam say�lar�n�n

kümesi {5, 8, 10, 12} bulunur.
(9) ϕ(n) = c denkleminin sonlu tane çözüme sahip oldu§unu gösterelim. pu | n

ise, pu−1 | c olup c = pu−1a olacak ³ekilde a ∈ Z vard�r. Buradan pc = pua ve

pu ≤ pua < pu+1a
p−1 ≤ 2c elde edilir (her p asal� için 1 < p

p−1 ≤ 2 olup pua < pu+1a
p−1 ≤

2pua = 2c e³itsizli§i sa§lan�r). Dolay�s�yla pu asal kuvvetlerinin say�s� sonlu olur.

Böylece pu tam say�lar�n�n çarp�m� olarak yaz�labilen n say�lar�da sonludur.

(10) (9) da verilen çözümün sonlu olmas� çözümün mevcut oldu§u anlam�na

gelmez (Bo³ küme sonludur). 3 = ϕ(n) olsun. Bu takdirde p | n ise, p − 1 | 3
oldu§undan p−1 = 1 veya p−1 = 3 olmal�d�r. Dolay�s�yla p asal oldu§undan p = 2
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olup n = 2u ³eklindedir. ϕ(n) = 2u−1(2−1) = 3 oldu§undan 2u−1 = 3 çeli³kisi elde

edilir. Sonuç olarak 3 = ϕ(n) olacak ³ekilde n tam say�s� mevcut de§ildir.

(11) (Wilson Teoremi) 1 < n ∈ Z olsun. n tam say�s�n�n asal olmas� için

gerek ve yeter ko³ul (n− 1)! ≡ −1(n) olmas�d�r, gösterelim.

n asal say� ise, için Önerme 1.2.3 gere§i Zn de 0 dan farkl� her kalan s�n�f�n

tersi mevcuttur. Dolay�s�yla Zn de tersi kendisine e³it olan elemanlar 1 ve −1 dir.

Di§er say�lar�n tersi kendilerinden farkl� olup bu kalan s�n��ar iki³er-iki³er grup-

land�r�l�rsa, bu gruplar�n çarp�mlar� 1 dir. O halde 1, 2, . . . , n− 1 kalan s�n��ar�n�n

çarp�m� −1 olur. Buradan

1.2 · · · (n− 1) = (n− 1)! ≡ −1(n)

oldu§u görülür. Tersine, 1 ≤ m < n olmak üzere n = mk olsun. (n − 1)! ≡ −1(n)
ise, n | (n− 1)! + 1 olup m | n oldu§undan m | (n− 1)! + 1 dir. Buradan (n− 1)! ≡
−1(m) yaz�l�r. Ayr�ca m < n oldu§undan m ≤ n − 1 elde edilir. Bu durumda

m | (n− 1)! olup (n− 1)! ≡ 0 ≡ −1(m) dir. Böylece m− 1 = 0 e³itli§inden m = 1

dir.�
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1.2 Al�³t�rmalar

1. m ∈ Z olsun. Bu takdirde m2 ≡ 0 veya 1(3), m3 ≡ 0, 1 veya 6(7) ve m4 ≡
0 veya 1(5) oldu§unu gösteriniz. Ayr�ca m tek tam say� ise, m2 ≡ 1(8) oldu-

§unu kan�tlay�n�z.

2. 2 < n ∈ Z için ϕ(n) do§al say�s�n�n çift oldu§unu kan�tlay�n�z.

3. ebob(m,n) = 1 ise, mϕ(n) + nϕ(m) ≡ 1(mn) oldu§unu gösteriniz.

4. Z14 de n.6 = 0 olacak ³ekilde en küçük n pozitif tam say�s�n� bulunuz.

5. Z24 de 7
n
= 1 olacak ³ekilde en küçük n pozitif tam say�s�n� belirleyiniz.

6. Z20'nin s�f�r bölenlerini, terslenebilir elemanlar�n�, idempotent elemanlar�n�,

nilpotent elemanlar�n� ve mϕ(20) ≡ 1(20) olacak ³ekildeki m ∈ Z20 bulunuz.

7. n > 1 tam say� olsun. A³a§�daki üç ifadenin denk oldu§unu kan�tlay�n�z.

(a) n asal say�d�r.

(b) Z∗
n = Zn\{0} d�r.

(c) Zn s�f�r bölen içermez.

8. n = 16, 147, 854, 1000 tam say�lar� için ϕ(n) de§erini hesaplay�n�z.

9. Z∗
27, Z∗

42 ve Z∗
72 kümelerini bulunuz.

10. 17 ∈ Z23 asal kalan s�n�f�n�n çarpma i³lemine göre tersini bulunuz.

11. p ∈ P olsun. m ∈ Z∗
p kalan s�n�f�n�n çarpma i³lemine göre tersinin mp−2 ∈ Z∗

p

oldu§unu kan�tlay�n�z.

12. p ∈ P ve m, n ∈ Z olsun. (m+ n)p ≡ m+ n (p) oldu§unu gösteriniz.

13. 3 - m olacak ³ekildeki her tek m ∈ Z için m2 ≡ 1(24) oldu§unu gösteriniz.
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1.3 Zn de Bir Bilinmeyenli Do§rusal Denklemler

1 < n ∈ Z olsun. a0, a1, a2, ... , am ∈ Z olmak üzere derecesi m > 0 olan

f(x) = amx
m + am−1x

m−1 + ...+ a1x+ a0

polinomunu alal�m. a ∈ Zn olmak üzere n|f(a) ise x = a, f(x) ≡ 0(n) denkleminin

çözümü (veya f(x) polinomunun modülo n kökü a ∈ Zn) x = a ∈ Zn kalan s�n�f�d�r.

Bu bölümde, bir bilinmeyenli f(x) = a1x + a0 ≡ 0(n) do§rusal denkleminin

çözümlerinin hangi ko³ullar alt�nda mevcut oldu§unu ara³t�raca§�z ve Çin kalan

teoremini kan�tlayaca§�z.

Tan�m 1.3.1. mx ≡ c (n) ³eklindeki denkleme, bir bilinmeyenli do§rusal kong-

rüans denir. {x0 ∈ Z |mx0 ≡ c (n) } kümesine de, do§rusal kongrüans�n çö-

züm kümesi ad� verilir.

mx ≡ c (n) kongrüans�n�n bir çözümü x0 ise, her x ∈ x0 için x ≡ x0 (n) oldu-

§undan x0 ∈ Zn modülo n kalan s�n�f�ndaki tüm tam say�larda bir çözümdür.

Yard�mc� Teorem 1.3.1. ebob(m,n) = 1 ise, mx ≡ c (n) kongrüans�n�n çözümü

vard�r ve m′ ∈ Zn eleman� m ∈ Z∗
n nin tersi olmak üzere çözüm x = c.m′ ∈ Zn tek

kalan s�n�ft�r.

Kan�t. ebob(m,n) = 1 olsun. Bu takdirde m ∈ Z∗
n olup mm′ = 1 olacak ³ekilde

m′ ∈ Zn vard�r. O halde x = c.m′ al�n�rsa, x ≡ cm
′
(n) bir çözümdür. Çözümün

tekli§ini gösterelim. mx1 ≡ c(n) ve mx2 ≡ c (n) ise, mx1 ≡ mx2 (n) olup mx1 =

mx2 dir. E³itli§in her iki taraf� m′ ile çarp�l�r ve gerekli düzenleme yap�l�rsa x1 ≡
x2 (n) elde edilir. �

Önerme 1.3.1. mx ≡ c (n) kongrüans�n�n çözümünün mevcut olmas� için gerek ve

yeter ko³ul ebob(m,n) = d | c olmas�d�r. Bu durumda m′ kalan s�n�f�, n
d modülüne

göre m
d kalan s�n�f�n�n tersi olmak üzere xr ≡ c

dm
′
+ n

d r(n) (0 ≤ r < d) ³eklinde n

modülüne göre d-tane kalan s�n�f çözüm vard�r.

Kan�t. mx ≡ c (n) do§rusal kongürans� verilsin ve d = ebob(m,n) olsun. Buradan

mx ≡ c (n) iken n | mx − c olup mx − ny = c olacak ³ekilde y ∈ Z vard�r.

mx − ny = c denklemi iki bilinmeyenli Diophantus denklemidir. Önerme 1.1.2

gere§ince bu sistemin bir çözümünün olmas� için gerek ve yeter ko³ul d | c olmas�d�r.

�imdi Önerme 1.1.2 de ifade edilen genel çözüm x = x0 +
n
du (u ∈ Z) için x0

çözümünü bulal�m. ebob(m,n) = d ve d | c oldu§undan m
d x ≡

c
d (

n
d ) kongrüans�

yaz�labilir. Sonuç 1.1.2 gere§ince ebob(md ,
n
d ) = 1 olup Yard�mc� teorem 1.1.2 den
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m′ kalan s�n�f�, m
d kalan s�n�f�n�n modülo n

d tersi olmak üzere x0 ≡ c
dm

′
(nd ) tek

çözümdür. Di§er taraftan m
d m

′ ≡ 1(nd ) olup
n
d |

mm
′

d −1 denmm
′ ≡ d(n) elde edilir.

Buradan x0 = cm′

d ∈ Zn al�n�rsa, mx0 ≡ mcm′

d ≡ (mm′

d )c ≡ c(n) bir çözümdür.

Dolay�s�yla x = x0+
n
du (u ∈ Z) genel çözümdür. Bölme algoritmas�ndan u = dk+r

ve 0 ≤ r < d olacak ³ekilde tek türlü k, r ∈ Z vard�r. Bu takdirde, 0 ≤ r < d olmak

üzere

xr = x0 +
n
du

= x0 +
n
d (dk + r)

= x0 + nk + nr
d

≡ c
dm

′
+ n

d r (n)

çözümleri bulunur.�

Örnek 1.3.1. (1) 38x ≡ 16 (112) kongrüans denklemini çözelim. ebob(38, 112) =

2 dir ve buradan 2 | 16 olup Önerme 1.3.1 gere§i sistemin 2-tane modülo 112

kalan s�n�f çözümü vard�r. 38x ≡ 16 (112) ise, 19x ≡ 8(56) yaz�labilir. 19 kalan

s�n�f�n�n modülo 56 da tersi 3 oldu§undan son elde edilen e³itli§in her iki taraf� 3

ile çarp�l�rsa, x0 ≡ 24(56) çözümü bulunur. Genel çözüm r = 0, 1 olmak üzere x ≡
x0 + 56r(112) oldu§undan 112 modülüne göre çözümler 24 ve 80 kalan s�n��ar�d�r.

(2) 6x ≡ 9(21) verilsin. Önerme 1.3.1 gere§i ebob(6, 21) = 3 ve 3 | 9 oldu§undan

sistemin 21 modülüne göre 3-tane çözümü vard�r. Verilen denklem ebob(6, 21) = 3

oldu§undan 2x ≡ 3(7) ³eklinde sadele³tirilebilir. 2 kalan s�n�f�n�n modülo 7 de tersi

4 oldu§undan x0 ≡ 12 ≡ 5(7) çözümü bulunur. Bu takdirde genel çözüm r = 0, 1, 2

olmak üzere x ≡ 5 + 7r(21) olup çözümler 5, 12, 19 kalan s�n��ar�d�r.

(3) 15x ≡ 37(137) denklemini alal�m. Euclid algoritmas� yard�m�yla 15 ile 137

nin ebob'ini hesaplayal�m. 137 = 15.9+2 ve 15 = 2.7+1 oldu§undan ebob(15, 137) =

1 oldu§u görülür. Verilen sistemin Önerme 1.3.1 gere§i bir tek çözümü vard�r.

Modülo 137 de 15 kalan s�n�f�n�n tersini bulal�m. Euclid algoritmas�ndan 1 =

64.15 − 7.137 olup 64.15 ≡ 1(137) elde edilir. O halde 15x ≡ 37(137) sistemi için

x0 ≡ 37.64 ≡ 39(137) bulunur.

(4) 13x ≡ 27(52) sistemi için ebob(13, 52) = 13 ve 13 - 27 oldu§undan Önerme

1.3.1 gere§i çözüm mevcut de§ildir.

(5) 3x ≡ 7(13) kongrüans denklemini çözelim. ebob(3, 13) = 1 oldu§undan

Önerme 1.3.1 den bu kongrüans denkleminin çözümü var ve 13 modülüne göre

tek kalan s�n�ft�r. 3 kalan s�n�f�n�n modülo 13 tersi 9 oldu§undan 9.3x ≡ 7.9(13)

olup x ≡ 11(13) bulunur.

(6) 16x ≡ 24(40) kongrüans denkleminin çözümlerini ara³t�ral�m. ebob(16, 40) =
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8 ve 8 | 24 oldu§undan Önerme 1.3.1 gere§i sistemin 8-tane modülo 40 çözümü

vard�r. 16x ≡ 24(40) ise, ebob(16, 40) = 8 oldu§undan 2x ≡ 3(5) yaz�labilir. Modülo

5'de 2 kalan s�n�f�n�n tersi 3 oldu§undan x0 ≡ 9 ≡ 4(5) olup genel çözüm r =

0, 1, 2, ..., 7 olmak üzere xr = 4 + 5r ∈ Z40 bulunur.

(7) Z11 de 3x+2 = 6 denkleminin çözümlerini bulal�m. 3x+2 = 6 ise, 3.x = 4

olup 3x ≡ 4(11) kongrüans denklemi yaz�labilir. Buradan 3 kalan s�n�f�n�n modülo

11'e göre tersi 4 oldu§undan tek çözüm x = 16 = 5 bulunur.

(8) Z157 kümesinde 31 kalan s�n�f�n�n tersini bulal�m. 31x ≡ 1(157) kongrüans

denklem sistemini çözmeliyiz. Ebob'i bulmak için Euclid algoritmas� uygulan�rsa

157 = 31.5 + 2 ve 31 = 2.15 + 1

olup ebob(157, 31) = 1 = (−15)157 + 76.31 do§rusal toplam yaz�labilir. Buradan

157 | 76.31−1 elde edilir. Sonuç olarak 31 kalan s�n�f�n�n tersi 76 kalan s�n�f�d�r.�

�imdi "3 ile bölümünden kalan 2, 4 ile bölümünden kalan 3 ve 5 ile bölümünden

kalan 4 olan en küçük pozitif n tam say�s� nedir?" sorusunu ele alal�m. Hipotezden,

3 | n − 2, 4 | n − 3 ve 5 | n − 4 olup n ≡ 2(3), n ≡ 3(4) ve n ≡ 4(5) do§rusal

kongrüans denklemlerinin ortak çözümü aran�r. Çin kalan teoreminde bu tür denk-

lem sisteminin çözümlerinin hangi ³artlar alt�nda mevcut oldu§unu kan�tlayaca§�z.

m ≡ c(n) ise, ebob(m,n) = ebob(c, n) oldu§u aç�kt�r.

Teorem 1.3.1. (Çin Kalan Teoremi) n1, n2, . . . , nt iki³er-iki³er aralar�nda asal

olan 1 den büyük tam say�lar ve c1, c2, . . . , ct ∈ Z olmak üzere n = n1n2...nt olsun.

Bu takdirde,

x ≡ c1(n1)

x ≡ c2(n2)

...

x ≡ ct(nt)

sisteminin modülo n bir tek kalan s�n�f� çözümü vard�r.

Kan�t. j = 1, 2, . . . , t içinNj =
∏t

j ̸=i ni olsun (örne§in, j = 1 içinN1 = n2n3...nt ve

j = 2 için N2 = n1n3...nt dir). Bu takdirde her i ∈ {1, 2, ..., t} için ebob(ni, Ni) = 1

oldu§undan Yard�mc� teorem 1.3.1 den aiNi ≡ 1 (ni) olacak ³ekilde ai tam say�lar�

vard�r. x = (c1a1N1)+(c2a2N2)+...+(ctatNt) olsun. Bu takdirde her i ∈ {1, 2, ..., t}
için x ≡ ci(ni) olup çözüm elde edilir. �imdi tekli§ini gösterelim. Her i ∈ {1, 2, ..., t}
için x1 ≡ ci (ni) ve x2 ≡ ci (ni) olacak ³ekilde x1, x2 ∈ Zn olsun. Buradan ni |
x1−x2 olup Yard�mc� teorem 1.1.4 gere§i n | x1−x2 elde edilir. Dolay�s�yla çözüm
tektir.�
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Örnek 1.3.2. (1) 3 ile bölümünden kalan 2, 4 ile bölümünden kalan 3 ve 5 ile

bölümünden kalan 4 olan en küçük pozitif n tam say�s�n� bulal�m. �stenen n say�s�

için

x ≡ 2(3)

x ≡ 3(4)

x ≡ 4(5)

denklem sisteminin en küçük pozitif tam say� çözümüdür. ebob(3, 4) = 1, ebob(3, 5) =

1 ve ebob(4, 5) = 1 oldu§undan Çin kalan teoremi gere§i bir tek modülo 60 = 3.4.5

kalan s�n�f çözümü vard�r. x ≡ 2(3) ise, 3 | x− 2 olup a ∈ Z için x = 2+3a e³itli§i

elde edilir ve bu e³itlik x ≡ 3(4) denkli§inde yerine yaz�l�rsa 2 + 3a ≡ 3(4) olup

3a ≡ 1(4) bulunur. ebob(3, 4) = 1 oldu§undan Önerme 1.3.1 gere§i sistemin bir tek

çözümü vard�r ve 3 kalan s�n�f�n�n modülo 4 tersi 3 oldu§undan 3.3a ≡ 3(4) olup

a ≡ 3(4) elde edilir. Buradan b ∈ Z için a = 3+4b olup x = 2+3a e³itli§inde yerine

yaz�l�rsa x = 2 + 3(3 + 4b) = 11 + 12b elde edilir. Son elde edilen e³itlik x ≡ 4(5)

denkli§inde yerine yaz�l�rsa 11+12b ≡ 4(5) den 12b ≡ 3(5) dir. Buradan 12 ≡ 2(5)

oldu§undan 2b ≡ 3(5) olup her iki 2 nin tersi 3 ile çarp�l�rsa b ≡ 9 ≡ 4(5) bulunur.

Dolay�s�yla bir c ∈ Z için b = 4+5c dir ve x = 11+12b = 11+12(4+5c) = 59+60c

bulunur. Dolay�s�yla istenilen ko³ulu sa§layan en küçük pozitif tam say� 59 dur.

(2) (1) de aranan n say�s�n� en büyük üç basamakl� pozitif tam say� olarak

isteyelim. c ∈ Z olmak üzere genel çözüm n = 59+60c oldu§undan c = 15 al�n�rsa,

n = 959 bulunur.

(3) A³a§�da verilen sistemin çözümlerini Çin kalan teoreminin kan�t�ndaki yön-

temle bulal�m.

x ≡ 2(3)

x ≡ 3(5)

x ≡ 4(7)

c1 = 2, c2 = 3, c3 = 4, n1 = 3, n2 = 5 ve n3 = 7 dir. ebob(3, 7) = 1, ebob(3, 5) = 1

ve ebob(5, 7) = 1 oldu§undan verilen sistemin Çin kalan teoremi gere§i bir tek

modülo 105 kalan s�n�f çözümü vard�r. Teoremin kan�t�nda al�nan N1 = 5.7 =

35, N2 = 3.7 = 21 ve N3 = 3.5 = 15 say�lar� için ebob(35, 3) = ebob(21, 5) =

ebob(15, 7) = 1 oldu§undan Önerme 1.2.3 gere§i s�ras�yla modülo 3, modülo 5 ve

modülo 7 tersleri mevcuttur. N1 = 35 ≡ 2(3) olup N1'in tersi a1 = 2, N2 = 21 ≡
1(5) olup N2'nin tersi a2 = 1 ve N3 = 15 ≡ 1(7) olup N3'ün tersi a3 = 1 dir.
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Buradan

x = (c1a1N1) + (c2a2N2) + (c3a3N3)

= 2.35.2 + 3.21.1 + 4.1.15

= 263

≡ 53(105)

çözümü elde edilir.

(4) n1, n2, . . . , nt iki³er-iki³er aralar�nda asal olan 1 den büyük tam say�lar

olmak üzere n = n1n2...nt olsun. ϕ(n) = ϕ(n1)ϕ(n2)...ϕ(nt) e³itli§i, Çin kalan

teoreminin sonucu olarak da verilebilir.

t üzerine tümevar�m uygulanarak kan�t yap�labilir. Biz sadece t = 2 olmak üzere

n = n1n2 için kan�tlayal�m. 1 ≤ x < n ve ebob(x, n) = 1 olacak ³ekilde x tam say�s�

verilsin. Bu ³ekildeki x tam say�lar�n�n say�s� ϕ(n) dir. Bu takdirde, x ≡ c1 (n1)

ve x ≡ c2 (n2) olacak ³ekilde n1 modülüne göre c1 kalan s�n�f� ve n2 modülüne

göre c2 kalan s�n�f� tek türlü belirlidir. ebob(x, n) = 1 oldu§undan Teorem 1.3.1

gere§i ebob(c1, n1) = 1 ve ebob(c2, n2) = 1 dir. Di§er taraftan 0 ≤ c1 < n1 ve

ebob(c1, n1) = 1 olacak ³ekilde c1 (bunlar�n say�s� ϕ(n1) dir) ve 0 ≤ c2 < n2 ve

ebob(c2, n2) = 1 olacak ³ekilde c2 (bunlar�n say�s� ϕ(n2) dir) tam say�lar� verildi-

§inde, Teorem 1.3.1 gere§ince x ≡ c1 (n1), x ≡ c2 (n2) ve 0 ≤ x < n olacak ³ekilde

tam bir tane x tam say�s� vard�r. Dolay�s�yla ebob(x, n) = 1 olacak ³ekilde x tam

say�lar�n�n say�s� ϕ(n) = ϕ(n1)ϕ(n2) dir.

n = pt11 p
t2
2 ...p

tu
u =

∏u
i=1 p

ti
i olsun. Bu takdirde ϕ(n) =

∏u
i=1 ϕ(p

ti
i ) olup Önerme

1.1.7 gere§ince

ϕ(n) =
∏u

i=1 p
ti
i (1− 1

pi
)

= (
∏u

i=1 p
ti−1
i )(

∏u
i=1(pi − 1))

= (
∏u

i=1 p
ti
i )(
∏u

i=1(1−
1
pi
))

= n
∏u

i=1(1−
1
pi
)

elde edilir.�

Teorem 1.3.2. (Genelle³tirilmi³ Çin Kalan Teoremi) 1 < n1, n2, . . . , nt tam

say�lar ve c1, c2, . . . , ct key� tam say�lar olsun. Bu takdirde,

x ≡ c1(n1)

x ≡ c2(n2)

...

x ≡ ct(nt)
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sisteminin bir çözümünün olmas� için gerek ve yeter ko³ul farkl� i, j ∈ {1, 2, ..., t}
için ebob(ni, nj) | (ci − cj) olmas�d�r.

Bu durumda verilen sistemin modülo ekok(n1, n2, ..., nt) bir tek kalan s�n�f çö-

zümü vard�r.

Kan�t. (⇒) x0 sistemin bir çözümü olsun. Bu durumda farkl� i, j ∈ {1, 2, ..., t} için
x0 ≡ ci(ni) ve x0 ≡ cj(nj) olup belirli bir a ∈ Z için

x0 = ci + nia ≡ cj(nj)

dir. Dolay�s�yla nia ≡ cj − ci(nj) sistemi çözülebilirdir ve Önerme 1.3.1 gere§i

ebob(ni, nj) | (ci − cj) elde edilir.
(⇐) t üzerine tümevar�m uygulayal�m. t = 2 ve d = ebob(n1, n2) olmak üzere

d | (c1 − c2) oldu§unu kabul edelim. x ≡ c1(n1) kongrüans�n� gözönüne alal�m. O

zaman bir a ∈ Z için x = c1 + an1 yaz�labilir. Elde edilen bu son e³itlik x ≡ c2(n2)
denklem sisteminde yerine yaz�l�rsa x = c1 + an1 ≡ c2(n2) olup an1 ≡ c2 − c1(n2)
dir. d|c2 − c1 oldu§undan Önerme 1.3.1 gere§ince an1 ≡ c2 − c1(n2) kongrüans�n�n
çözümü mevcuttur. Böylece Yard�mc� teorem 1.3.1 den

an1

d ≡
c2−c1

d (n2

d )

sisteminin n2

d modülüne göre bir tek çözümü vard�r. Bu çözüm a0 ∈ Zn2
d
ise, u ∈ Z

için a = a0 + un2

d ³eklinde yaz�labilir. Böylece Teorem 1.1.6 (3) kullan�l�rsa

x = c1 + an1

= c1 + (a0 + un2

d )n1

= c1 + a0n1 + un1n2

d

= c1 + a0n1 + u.ekok(n1, n2)

≡ c1 + a0n1 (ekok(n1, n2))

çözümü elde edilir. t > 2 olmak üzere t den küçük do§al say�lar için iddia do§ru ol-

sun. Bu takdirde, ilk t−1 kongrüanstan olu³an sistemin x ≡ c (ekok(n1, n2, ..., nt−1))

olacak ³ekilde çözümü mevcuttur. �imdi

x ≡ c (ekok(n1, n2, ..., nt−1))

x ≡ ct (nt)

sisteminin çözümünü bulal�m. Çözüm için Önerme 1.3.1 gere§ince

ebob(ekok(n1, n2, ..., nt−1), nt)|(c− ct)
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oldu§unu göstermek yeterlidir. d1 = ebob(ekok(n1, n2, ..., nt−1), nt) olsun. Sonuç

1.1.4 gere§i d1 = ekok(ebob(n1, nt), ebob(n2, nt), ..., ebob(nt−1, nt)) dir. �lk t − 1

kogrüans�n çözümü c oldu§undan

c ≡ c1 (n1)

c ≡ c2 (n2)

... ≡ ...

c ≡ ct−1 (nt−1)

olup her i ∈ {1, 2, ..., t−1} için ni|(c− ci) dir. Dolay�s�yla tam say�lardaki bölüne-

bilme özelliklerinden ebob(ni, nt)|(c−ci) yaz�labilir. Hipotez gere§i ebob(ni, nt)|(ci−
ct) oldu§undan ebob(ni, nt)|(c−ct) olup d1|(c−ct) dir. Çin kalan teoreminin kan�t�

yard�m�yla çözümün teklikle belirli oldu§u gösterilebilir.�

Örnek 1.3.3. "Bir taburdaki askerler 2 ³erli grupland�r�ld�§�nda 1 asker, 4 erli

grupland�r�ld�§�nda 3 asker ve 6 ³arl� grupland�r�ld�§�nda 5 asker grup d�³�nda kal-

maktad�r. Bu taburdaki asker say�s� 300 ile 1300 aras�nda oldu§una göre taburda

en fazla kaç asker vard�r" problemini alal�m. Bunun için

x ≡ 1(2)

x ≡ 3(4)

x ≡ 5(6)

sisteminin çözümünü bulmal�y�z. ebob(2, 4) = 2, ebob(2, 6) = 2, ebob(4, 6) = 2 ve

2 | 3− 1, 5− 1, 5− 3 oldu§undan genelle³tirilmi³ Çin kalan teoremi gere§i sistemin

ekok(2, 4, 6) = 12 modülüne göre bir tek çözümü vard�r. Modülo 12 çözümü x0 ise,

genel çözüm x = x0 + 12k (k ∈ Z) oldu§u aç�kt�r. x ≡ 1(2) ise, bir a ∈ Z için

x = 1 + 2a ≡ 3(4) olup 2a ≡ 2(4) bulunur. Buradan a ≡ 1(2) kongrüans denklemi

elde edilir. a = 1 + 2b al�n�rsa x = 1 + 2a = 1 + 2(1 + 2b) = 3 + 4b ≡ 5(6)

d�r. Dolay�s�yla 2b ≡ 1(3) olup b ≡ 2(3) denkli§i bulunur. b = 2 + 3c al�n�rsa,

x = 3 + 4b = 3 + 4(2 + 3c) = 11 + 12c genel çözümü elde edilir. O halde taburdaki

asker say�s� en fazla c = 107 için x = 11 + 12.107 = 1295 olabilir.�
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1.3 Al�³t�rmalar

1. 19 ∈ Z23 asal kalan s�n�f�n�n çarpma i³lemine göre tersini bulunuz.

2. 28x ≡ 15(107) ve 21x ≡ 39(12) kongrüanslar�n�n çözümü varsa, bulunuz.

3. A³a§�da verilen kongrüans sisteminin çözümlerini bulunuz.

x ≡ 3(17)

x ≡ 5(25)

4. x ≡ 1(2)

x ≡ 2(3)

x ≡ 3(5)

x ≡ 5(7)

kongrüans denklem sisteminin çözümünü bulunuz.

5. x ≡ 2(6)

x ≡ 4(8)

kongrüans denklem sisteminin çözümünü bulunuz.

6. x ≡ 4(9)

x ≡ 7(12)

kongrüans denklem sisteminin çözümünü bulunuz.

7. p ∈ P olsun. Fermat teoremini kullanarak xp−1 − 1 ≡ 0(p) kongrüans�n�n

çözümlerini bulunuz.
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Bölüm 2

GRUP TEOR�S�N�N TEMEL

KONULARI

2.1 Grup Tan�m�, Örnekler ve Elemanter Özellikler

�ki matrisin toplam�na kar³�l�k bir matris, iki permütasyonun (mümkün olan) bile³-

kesine kar³�l�k bir permütasyon, iki tam say�n�n toplam�na veya çarp�m�na kar³�l�k

bir tam say� ve bunun gibi bo³tan farkl� bir kümenin elemanlar�ndan olu³an (a, b)

gibi her s�ralanm�³ çiftine kar³�l�k belirli bir kurala göre bu kümenin bir tek elema-

n�n� kar³�l�k getiren sözkonusu dönü³ümler birer fonksiyondur. Böyle fonksiyonlar�n

genel tan�m�n� ve özelliklerini verelim.

G bo³tan farkl� bir küme olmak üzere ∗ : G×G −→ G fonksiyonuna G kümesi

üzerinde ikili i³lem ve (a, b) s�ral� ikilisinin görüntüsü olan a ∗ b eleman�na a ile

b elemanlar�n�n çarp�m� ("∗" ikili i³lemi toplama "+" i³lemi ise, a+ b eleman�na

a ile b elemanlar�n�n toplam�) denir. Bu durumda (G, ∗) ikilisi cebirsel yap�

olarak adland�r�l�r. �imdi verilen bir (G, ∗) cebirsel yap�s�n�n temel özelliklerini

tan�mlayal�m.

G1. Birle³me Özelli§i. Her a, b, c ∈ G için a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c e³itli§i

gerçekleniyor ise, "∗" ikili i³lemiG kümesinde birle³me özelli§ini sa§l�yor denir.

Bir grupta birle³me özelli§i sayesinde sonlu tane eleman� s�ray� bozmadan (kan�t�

verilecektir) "∗" ile istedi§imiz gibi i³lem yapabiliriz.

G2. Birim Eleman Özelli§i. e ∈ G olmak üzere her a ∈ G için e∗a = a∗e = a

ise, "∗" ikili i³lemi G kümesinde birim eleman özelli§ini sa§l�yor denir. e ∈ G
varsa tek türlüdür, gösterelim. e1, e2 ∈ G olmak üzere her a ∈ G için a ∗ e1 =



e1 ∗ a = a ve a ∗ e2 = e2 ∗ a = a olsun. Bu takdirde verilen e³itlikler her a ∈ G
için geçerli oldu§undan özel olarak e2, e1 ∈ G içinde geçerli olup s�ras�yla yerine

yaz�l�rsa e2 ∗ e1 = e1 ∗ e2 = e2 ve e1 ∗ e2 = e2 ∗ e1 = e1 olup e1 = e2 e³itli§i elde

edilir. e eleman�na G'nin "∗" ikili i³lemine göre birim eleman� ad� verilir.

G3. Ters Eleman Özelli§i. e ∈ G birim eleman olmak üzere a ∈ G için

a∗b = b∗a = e olacak ³ekilde b ∈ G varsa, a'ya ters elemana sahiptir denir.G'nin

her eleman� ters elemana sahipse, "∗" ikili i³lemi G'de ters eleman özelli§ini

sa§l�yor denir.

Farkl� cebirsel yap�lardaki ikili i³lemlerin bu özelliklerinin incelenmesini soyut-

la³t�rarak grup teorisi in³a edilmektedir. 19. yüzy�l�n ba³lar�nda A. Cauchy ve E.

Galois, polinomun tüm köklerinin permütasyonlar�n�n etkisini anlamak amac�yla

grup kavram�n� aksiyomatik olarak tan�mlamadan kullanm�³lard�r. 1854'de A. Cay-

ley'in grup için ilk önerilerini verdi§i kabul görmektedir. 1870 y�l�nda, Kronecker

abel gruplar� aksiyomatik olarak tan�mlam�³t�r. Walter Von Dyck ile Hencich We-

ber 1842 ile 1934 y�llar� aras�nda yapt�klar� çal�³malar sonucunda o zamana kadar

grup teorisi üzerinde yap�lan çal�³malar� derleyerek aç�k bir ³ekilde grup tan�m�n�

vermi³lerdir. �imdi geçmi³i aksiyomatik olarak 19. yüzy�l�n ba³lar�na kadar uzanan

grup kavram�n� tan�mlayal�m.

Tan�m 2.1.1. (G, ∗) cebirsel yap� olsun. "∗" ikili i³lemi G kümesinde G1, G2 ve

G3 özelliklerini sa§l�yorsa (G, ∗) ikilisine grup denir.

Bu çal�³mada, giri³te söz edilen ve örneklerini de ço§alt�labilece§imiz bilinen ce-

birsel yap�lardaki ikili i³lemler d�³�nda kalan ve i³lemin sembolik olarak kullan�ld�§�

durumlarda "∗" notasyonu yerine çarpma notasyonu kullan�lacakt�r. Bu durumda

G ile (G, ∗) cebirsel yap�s�, ab ile a ∗ b eleman� kastedilecektir. G grup ve H, G

nin bo³tan farkl� alt kümesi olsun. H kümesi G grubundaki i³leme göre grup ise,

H'ye G grubunun alt grubu denir ve H ≤ G ile gösterilir. G grubunda {e} ve

G grubunun kendisi alt gruplard�r. {e} alt grubuna a³ikar alt grup veya a³ikar

grup denir. G'nin kendisinden farkl� alt gruplar�na öz alt grup ad� verilir. Daha

sonra alt gruplar ayr�nt�l� olarak çal�³�lacakt�r.

Tan�m 2.1.2. G grubunun G2 özelli§ini sa§layan e ∈ G eleman�na grubun bi-
rimi denir.

Teorem 2.1.1. G grup ve a ∈ G olsun. Bu takdirde ab = ba = e olacak ³ekilde bir

tek b ∈ G vard�r.

Kan�t. G grup oldu§undan G3 özelli§i sa§lan�r. ab = ba = e ve ab
′
= b

′
a = e

olacak ³ekilde b, b
′ ∈ G olsun. Buradan
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b = be = b(ab
′
) = (ba)b

′
= eb

′
= b

′

olup b eleman� tek türlüdür. �

Tan�m 2.1.3. G grup ve a ∈ G olsun. G3 özelli§ini sa§layan ve tek türlü olarak

belirli olan b ∈ G eleman�na a eleman�n�n tersi denir ve b = a−1 ile gösterilir. G

grubunun ikili i³lemi "+" ise, a eleman�n�n tersi −a ile gösterilir.

Teorem 2.1.2. G grup olsun. Bu takdirde her a ∈ G için (a−1)−1 = a d�r.

Kan�t. a ∈ G olsun. G grup oldu§undan aa−1 = a−1a = e olacak ³ekilde a−1 ∈ G
vard�r. Benzer ³ekilde a−1 ∈ G oldu§undan a−1(a−1)−1 = (a−1)−1a−1 = e olacak

³ekilde (a−1)−1 ∈ G vard�r. Teorem 2.1.1 den (a−1)−1 = a oldu§u görülür.�

Tan�m 2.1.4. G grup olsun. Her a, b ∈ G için ab = ba ise, G ye de§i³meli grup
veya abel grubu denir.

Bu çal�³mada abel grubu kavram� kullan�lacakt�r ve bu gruplar ileride ayr� bir

bölüm olarak çal�³�lacakt�r. Bölüm 1 den görülece§i üzere Z tam say�lar kümesi,

toplama "+" i³lemine göre birim eleman� 0 ve m tam say�s�n�n tersi −m olan abel

grubudur. Benzer ³ekilde n ∈ Z olmak üzere (nZ,+) ≤ (Q,+) ≤ (R,+) ≤ (C,+)

cebirsel yap�lar� birimi 0 olan abel gruplar�d�r.

Not 2.1.1. A ve B iki küme olsun. A'dan B'ye tan�ml� bire-bir ve örten bir fonksi-

yon mevcut ise, A ve B kümelerine e³güçlüdür denir. A kümesinin e³güçlü oldu§u

tüm kümelerin s�n�f�na A kümesinin kardinal say�s� (veya kardinalitesi) denir
ve |A| ile gösterilir. 0 ≤ n ∈ Z olmak üzere n = 0 iken I0 = ∅ ve n > 0 iken

In = {1, 2, ..., n} sonlu kümesinin kardinal say�s� |In| = n yaz�l�r. Bir A kümesi

In ile e³güçlü ise, A'ya sonlu küme denir ve |A| = |In| oldu§undan A kümesinin

kardinal say�s� |A| = n dir. Dolay�s�yla sonlu elemanl� bir kümenin kardinal sa-

y�s� verilen kümenin eleman say�s�d�r. A kümesi sonlu de§il ise, |A| kardinal say�s�
sonsuzdur.

G grup olsun. |G| kardinal say�s�na G grubunun mertebesi denir.

Örnek 2.1.1. (1) 1 < n ∈ Z olmak üzere (Zn,+) cebirsel yap�s�, birimi 0 ve

m ∈ Zn eleman�n�n tersi −m olan n. mertebeden abel grubudur. Benzer ³ekilde

(Z∗
n, ·) cebirsel yap�s�, birimi 1 ve m ∈ Z∗

n eleman�n�n tersi ma + nb = 1 e³itli§ini

sa§layan a tam say�s� için a ∈ Z∗
n olan ϕ(n). mertebeden abel grubudur.

(2) n × m tipindeki tüm reel katsay�l� matrislerin kümesi Matmn (R) toplama

i³lemine göre sonsuz mertebeli abel grubudur.
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n × n tipindeki determinant� s�f�rdan farkl� reel katsay�l� tüm matrislerin kü-

mesi GL(n,R), matrislerdeki çarpma i³lemine göre de§i³meli olmayan gruptur, fa-

kat matrislerdeki toplama i³lemine göre bir grup de§ildir. GL(n,R) grubuna genel

do§rusal grup ad� verilir. n = 2 için birim eleman I2 =

(
1 0

0 1

)
ve GL(2,R)

kümesindeki key� bir A =

(
a b

c d

)
eleman�n�n tersi A−1 =

(
d

ad−bc
−b

ad−bc
−c

ad−bc
a

ad−bc

)

dir. GL(2,R) kümesindeki B =

(
1 1

0 1

)
ve C =

(
1 0

1 1

)
elemanlar� çarpma

i³lemine göre de§i³me özelli§ine sahip olmad�§�ndan (GL(2,R), ·) grubu de§i³meli

de§ildir. Benzer ³ekilde matrislerdeki çarpma i³lemine göre determinant� 1 olan tüm

n × n tipindeki matrislerin kümesi SL(n,R) abel olmayan grup yap�s�na sahiptir.

SL(n,R) grubuna özel do§rusal grup denir.

(3) Düzlemde orijinden geçen bir do§ru üzerindeki tüm noktalar�n kümesi R2

deki toplama i³lemine göre abel grubudur.

(4) V ve W ayn� cisim üzerinde iki vektör uzay� olmak üzere V 'den W 'ya ta-

n�ml� tüm do§rusal dönü³ümlerin kümesi L(V,W ) olsun. L(V,W ) kümesi, L1, L2 ∈
L(V,W ) key� dönü³ümler olmak üzere her v ∈ V için (L1+L2)(v) = L1(v)+L2(v)

ile tan�ml� + : L(V,W ) × L(V,W ) −→ L(V,W ) dönü³ümüne göre birim eleman�

s�f�r dönü³ümü olan ve L ∈ L(V,W ) eleman�n�n tersi −L olan abel grubudur.

(5) (Q∗, ·) ≤ (R∗, ·) ≤ (C∗, ·) cebirsel yap�lar� birimi 1 olan abel gruplar�d�r.

(6) G = { a ∈ R | − 1 < a < 1 } olsun. G kümesinde "∗" i³lemini a, b ∈ G için

a∗ b = a+b
1+ab ile tan�mlayal�m. Her a, b ∈ G için a+b

1+ab ∈ R dir. −1 < a, b < 1 oldu§u

için −1 < ab < 1 olup 1+ab > 0 d�r. Di§er taraftan 1 > a ve 1− b > 0 oldu§undan

a(1−b) < 1−b olup uygun düzenleme yap�l�rsa a+b < 1+ab dir. Böylece a+b
1+ab < 1

elde edilir. Benzer yöntem ile −1 < a ve 1 + b > 0 oldu§undan −(1 + b) < a(1 + b)

dir ve buradan −1 < a+b
1+ab olup a ∗ b ∈ G bulunur. Her (a, b), (c, d) ∈ G × G için

(a, b) = (c, d) ise, a = c ve b = d oldu§undan a ∗ b = a+b
1+ab = c+d

1+cd = c ∗ d dir.

Dolay�s�yla (G, ∗) ikilisi bir cebirsel yap�d�r. Her a, b, c ∈ G için

(a ∗ b) ∗ c = ( a+b
1+ab ) ∗ c =

a+b
1+ab+c

1+( a+b
1+ab )c

= a+b+c+abc
1+ab+ac+bc = a+abc+b+c

1+bc+ab+ac =
a+ b+c

1+bc

1+a( b+c
1+bc )

= a ∗ (b ∗ c)

oldu§undan ∗, G üzerinde birle³me özelli§ini sa§lar. Ayr�ca 0 ∈ G birim eleman ve

a ∈ G eleman�n�n tersi −a ∈ G dir. Sonuç olarak (G, ∗) abel grubudur.
(7) Q(

√
2) = { a+b

√
2 | a, b ∈ Q } kümesi verilsin. (Q(

√
2),+) ve (Q(

√
2)\{0}, ·)

cebirsel yap�lar� birer abel grubu yap�s�na sahiptir. (Q(
√
2),+) grubunda birim ele-
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man 0 = 0 + 0
√
2 ve 0 ̸= a + b

√
2 ∈ Q(

√
2) eleman�n�n tersi (−a) + (−b)

√
2 dir.

(Q(
√
2)\{0}, ·) grubunda birim eleman 1 = 1 + 0

√
2 ve a + b

√
2 ∈ Q(

√
2)\{0}

eleman�n�n tersi a
a2−2b2 −

b
a2−2b2

√
2 dir.

(8) Herhangi bir bo³tan farkl� küme kullan�larak grup yap�s� kurulabilir. X bo³-

tan farkl� bir küme olmak üzere SX , X deki tüm permütasyonlar�n kümesi olsun.

IX birim fonkiyonu bire-bir ve örten oldu§undan IX ∈ SX olup SX ̸= ∅ d�r. SX

üzerinde i³lem olarak fonksiyonlar�n bile³kesini alal�m. α, β ∈ SX olmak üzere α◦β,
X de bire-bir ve örten fonksiyon oldu§undan α◦β ∈ SX dir. Bile³ke "◦" i³lemi SX

kümesinde birle³me özelli§ine sahiptir ve her α ∈ SX için α ◦ α−1 = α−1 ◦ α = IX

olacak ³ekilde bir tek α−1 ∈ SX vard�r. Sonuç olarak, (SX , ◦) gruptur. Bu gruba X

kümesinin simetrik grubu denir. X, n elemanl� sonlu bir küme olsun. Bu tak-

dirde X ile e³güçlü olacak ³ekilde In = {1, 2, . . . , n} kümesi vard�r. Bu e³güçlülük

yard�m�yla X yerine In de çal�³mak daha basit olacakt�r. Bu durumda SX göste-

rimi yerine Sn gösterimi kullan�l�r. Ayr�ca kolayl�k olmas� aç�s�ndan "◦" bile³ke

i³leminin gösterimi için çarpma notasyonu kullan�l�r.

Sn grubunun eleman say�s�n� karakterize edelim. In = {1, 2, ..., n} ve α ∈ Sn

key� bir permütasyon olsun. Buradan α(1) eleman� 1, 2, ..., n elemanlar�ndan bir

tanesine e³ittir ve n farkl� seçim yap�labilir. Benzer ³ekilde α(2) eleman� için (n−1)
farkl� seçim yap�labilir ve bu ³ekilde devam edilirse α permütasyonu n(n − 1)(n −
2)... · 2 · 1 farkl� yolla seçilebilir. Sonuç olarak |Sn| = n! dir.

n ≥ 1 için Sn simetrik grubunun birim eleman� en ile gösterilir. π ∈ Sn

permütasyonu verilsin. Herbir i ∈ In eleman�n�n π alt�ndaki görüntüsü π(i) ol-

mak üzere π = {(1, π(1)), (2, π(2)), . . . , (n, π(n))} olup bu gösterim yerine π =(
1 2 ··· n

π(1) π(2) ··· π(n)

)
gösterimi kullan�l�r. Örne§in, n = 4 ve π ∈ S4 için π(1) = 2,

π(2) = 4, π(3) = 3 ve π(4) = 1 olmak üzere π permütasyonunun gösterimi

π =
(
1 2 3 4
2 4 3 1

)
dir. Dolay�s�yla en =

(
1 2 ... n
1 2 ... n

)
oldu§u aç�kt�r. Permütasyon gös-

terimini biraz kolayla³t�ral�m.

π ∈ Sn olsun. Her a ∈ In \ {i1, i2, . . . , ik} için π(a) = a ve j = 1, 2, . . . , k − 1

için

i1 −→ π(i1) = i2 −→ ... −→ π(ij−1) = ij −→ π(ij) = ij+1 −→ ... −→ π(ik) = i1

ise (k-tane eleman�n verilen s�raya göre yerini de§i³tiren ve di§er elemanlar� sabit

b�rakan), π permütasyonuna k-döngü (veya dairesel permütasyon) denir ve

π = (i1 i2 . . . ik) = (ij ij+1 . . . ik i1 . . . ij−1)

³eklinde gösterilir. π = (i1 i2 . . . ik) döngüsünün tersinin π−1 = (ik ik−1 . . . i1) dön-

güsü oldu§u aç�kt�r. E§er k-döngü için k = 2 ise (sadece iki eleman�n yerini de-

§i³tirirken di§erlerini sabitleyen döngü), bu 2-döngüye transpozisyon ad� verilir.
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α = (i1i2) ∈ Sn transpozisyonu için αα = (i1i2)(i1i2) = en olup herhangi bir

transpozisyonun tersi kendisidir. Ayr�ca

π = (i1 i2 . . . ik) = (i1ik)(i1ik−1)...(i1i2)

oldu§undan her döngü transpozisyonlar�n çarp�m� olarak yaz�labilir.

S2 = {e2, (12)} oldu§u aç�kt�r. �imdi S3 grubunu in³a edelim. |S3| = 3! = 6 d�r.

e3 =
(
1 2 3
1 2 3

)
= (1)(2)(3) birim elemand�r. α1 ̸= e3 olsun. α1(1) = 1 iken α1(2) = 3,

α1(3) = 2 olmal�d�r. Bu durumda α1 =
(
1 2 3
1 3 2

)
= (23) dür. Benzer yol ile α2 ̸=

e, α1 için α2(2) = 2 iken α2(1) = 3, α2(3) = 1 olmal�d�r. Bu durumda α2 = (13)

dür. α3 ̸= e, α1, α2 olmak üzere α3(3) = 3 iken α3(1) = 2, α3(2) = 1 dir. Böylece

α3 = (12) ³eklinde α3 permütasyonu elde edilir. Yaz�labilecek di§er permütasyonlar

α4 = (123) ve α5 = (132) dir. Sonuç olarak S3 = {e3, (12), (23), (13), (123), (132)}
olup i³lem tablosu a³a§�da ³ekildedir.

. e3 (12) (13) (23) (123) (132)

e3 e3 (12) (13) (23) (123) (132)

(12) (12) e3 (132) (123) (23) (13)

(13) (13) (123) e3 (132) (12) (23)

(23) (23) (132) (123) e3 (13) (12)

(123) (123) (13) (23) (12) (132) e3

(132) (132) (23) (12) (13) e3 (123)

n ≥ 3 olmak üzere α = (12) ve β = (23) permütasyonlar� için αβ = (12)(23) =

(123) ve βα = (23)(12) = (132) oldu§undan αβ ̸= βα olup Sn de§i³meli olmayan

gruptur. Buna kar³�n Sn simetrik grubunda kendi aralar�nda de§i³meli olan baz�

özel elemanlar vard�r. β1, β2, . . . , βr ∈ Sn olsun. a ∈ In key� bir eleman olmak

üzere 1 ≤ i ≤ r olacak ³ekildeki her i için βi(a) ̸= a olmas�, 1 ≤ j ≤ r olan her

j ̸= i için βj(a) = a olmas�n� gerektiriyorsa (bir ba³ka ifadeyle, β1, β2, . . . , βr per-

mütasyonlar�n�n gösteriminde ortak bir rakam yoksa) β1, β2, . . . , βr permütasyon-

lar�na ayr�k denir. �imdi ayr�k permütasyonlar�n de§i³meli oldu§unu gösterelim.

β, π ∈ Sn iki ayr�k permütasyon olsun. a ∈ In için β(a) ̸= a ise, β ve π ayr�k

permütasyonlar oldu§undan π(a) = a d�r. β(a) = b olsun. (βπ)(a) = β(a) = b ve

(πβ)(a) = π(β(a)) = π(b) dir. E§er β(b) = b ise, β(b) = b = β(a) ve β bire-bir ol-

du§undan a = b dir. Buradan β(a) = b = a çeli³kisi elde edilir. Dolay�s�yla β(b) ̸= b

ve π, β ayr�k permütasyonlar oldu§undan π(b) = b dir. Buradan (βπ)(a) = (πβ)(a)

elde edilir. β(a) = a olsun. π(a) = a ise, (βπ)(a) = a = (πβ)(a) d�r. π(a) ̸= a oldu-

§unu kabul edelim. Benzer dü³ünceyle (βπ)(a) = (πβ)(a) elde edilir. Sonuç olarak

πβ = βπ dir.
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(9) G bir grup ve X bo³tan farkl� bir küme olmak üzere F (X,G), X'den G'ye

tan�ml� tüm fonksiyonlar�n kümesi olsun. f, g ∈ F (X,G) key� elemanlar olmak

üzere her x ∈ X için (f.g)(x) = f(x)g(x) ile tan�ml� i³lemine göre F (X,G) grup

yap�s�na sahiptir. G1 özelli§i cebirsel i³lemlerle kolayca görülür. e ∈ G birim ele-

man olmak üzere bu grubun birim eleman� her x ∈ X için I(x) = e ile tan�ml� sabit

fonksiyondur ve f ∈ F (X,G) eleman�n�n tersi, her x ∈ X için f−1(x) = [f(x)]−1

dir.

(10) 1 < n ∈ Z için a, b ∈ Z olmak üzere

"a ≡ b(n)⇐⇒ n|a− b"

ile tan�ml� kongrüans "≡" ba§�nt�s�n�n Z üzerinde denklik ba§�nt�s� oldu§unu bili-

yoruz. "≡" ba§�nt�s�n�n Z daki denklik s�n��ar�n�n kümesi Zn = {0, 1, ..., n− 1}
olup Zn kümesi a+ b = a+ b toplama i³lemine göre abel grubudur.

�imdi bu yöntemi herhangi bir G grubu için genelleyelim. R, G grubu üzerinde

a1Ra2 ve b1Rb2 iken (a1b1)R (a2b2)

ko³ulunu sa§layan denklik ba§�nt�s� olsun. G grubunun R denklik ba§�nt�s�na göre

denklik s�n��ar�n�n kümesini G/R ile gösterelim. a, b ∈ G elemanlar�n�n G gru-

bundaki çarp�m� ab olmak üzere a, b ∈ G/R için ab = ab ile tan�ml� dönü³ümüne

göre G/R kümesinin grup oldu§unu gösterelim.

(a1, b1) = (a2, b2) ise, a1 = a2 ve b1 = b2 olup a1Ra2 ve b1Rb2 dir ve hipotez

gere§i (a1b1)R (a2b2) bulunur. Buradan a1b1 = a2b2 olup verilen dönü³ümün iyi

tan�ml� oldu§u görülür. a, b, c ∈ G/R key� elemanlar olmak üzere

a(bc) = a(bc) = a(bc) = (ab)c = abc = (ab)c

olup G1 özelli§i sa§lan�r. e ∈ G birim eleman olmak üzere e ∈ G/R olup her a ∈
G/R için e. a = ea = a = ae = a. e oldu§undan G2 özelli§i sa§lan�r. G grubunda

a ∈ G eleman�n�n tersi a−1 ∈ G olmak üzere aa−1 = aa−1 = e = a−1a = a−1a

d�r. O halde G3 özelli§i de sa§land�§�ndan G/R kümesi, verilen ikili i³lem alt�nda

grup yap�s�na sahiptir. Özellikle, G abel grubu iken G/R abel grubudur.

(11) n > 0 do§al say�s� için zn = 1 denkleminin kökleri k = 0, 1, ..., n− 1 olmak

üzere ξk = e
2πik
n ³eklinde olup birim çember üzerindedir. Verilen denklemin tüm

kökler kümesi kompleks say�lar kümesindeki çarpma i³lemi alt�nda birim eleman� 1

olan n. mertebeden abel grubudur.

(12) G ve H iki grup olmak üzere G×H kartezyen çarp�m�, (a, h), (b, k) ∈ G×H
key� elemanlar� için (a, h).(b, k) = (ab, hk) ile tan�ml� i³lemine göre birim eleman�

(eG, eH) ve (a, h) ∈ G ×H eleman�n�n tersi (a−1, h−1) olan gruptur (eG eleman�
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G grubunun birimini ve eH eleman� H grubunun birimini göstermektedir). G ve H

gruplar� abel grubu ise, G×H abel grubudur. Bu durumda kartezyen çarp�m grubu

G⊕H notasyonu ile gösterilir.

(13) G = H = Z2 abel grubu için (12) gere§i Z2⊕Z2 = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}
abel grubudur. Z2⊕Z2 grubuna Klein'in 4-lü grubu denir ve K4 ile gösterilir. Daha

sonra bu grubun tek türlü (izomor�zma fark�yla) oldu§unu gösterece§iz.

(14) �ki grup için (12) de yap�lan kartezyen çarp�m grubu herhangi bir indis

kümesine ba§l� olarak tan�mlan�r. I herhangi bir indis kümesi olmak üzere {Gi}i∈I

gruplar�n bir ailesi olsun. Gruplardaki i³lemi genelli§i bozmadan çarpma olarak

alal�m. Her i ∈ I için f(i) = ai ∈ Gi ile tan�ml� f : I −→
⋃

i∈I Gi fonksiyon-

lar�n�n kümesi
∏

i∈I Gi olsun. Seçme aksiyomu gere§i
∏

i∈I Gi ̸= ∅ d�r. Her

i ∈ I için f(i) = ai ∈ Gi oldu§undan f = (ai)i∈I al�nabilir. (ai)i∈I ve (bi)i∈I

elemanlar� için fonksiyonlar�n e³itli§i tan�m� gere§i (ai)i∈I = (bi)i∈I olmas� için

gerek ve yeter ko³ul her i ∈ I için ai = bi olmas�d�r. I say�labilir bir küme ise,

(ai)i∈I = (a1, a2, ..., ai, ...) ³eklinde yaz�l�r. Özellikle I = {1, 2, , ..., n} sonlu kümesi

ise,
∏n

i=1Gi = G1 ×G2 × ...×Gn dir. �imdi
∏

i∈I Gi kümesinin cebirsel yap�s�n�

in³a edelim. (ai)i∈I ve (bi)i∈I key� elemanlar� için

(ai)i∈I .(bi)i∈I = (aibi)i∈I

ile tan�ml� . :
∏

i∈I Gi×
∏

i∈I Gi −→
∏

i∈I Gi i³lemine göre (
∏

i∈I Gi, .) bir cebirsel

yap�d�r. G1 özelli§i cebirsel i³lemlerle kolayca görülür. Her i ∈ I için ei ∈ Gi

birim elemanlar olmak üzere e = (ei)i∈I birim eleman ve (ai)i∈I eleman�n�n tersi

(a−1
i )i∈I d�r. Sonuç olarak, (

∏
i∈I Gi, .) cebirsel yap�s� gruptur. Bu gruba {Gi}i∈I

ailesinin direkt çarp�m� denir. Her i ∈ I için Gi abel grubu ise, direkt çarp�m

grubu da abel grubudur.∏w
i∈I Gi = {(ai)i∈I ∈

∏
i∈I Gi | sonlu say�da ai ̸= ei} ⊆

∏
i∈I Gi alt kü-

mesini alal�m. e = (ei)i∈I eleman�n�n birimlerden farkl� bile³eni olmad�§�ndan

e = (ei)i∈I ∈
∏w

i∈I Gi oldu§u aç�kt�r.
∏w

i∈I Gi kümesi, (
∏

i∈I Gi, .) cebirsel ya-

p�s�ndaki i³leme göre grup yap�s�na sahiptir. Dolay�s�yla
∏w

i∈I Gi ≤
∏

i∈I Gi dir.

Bu gruba {Gi}i∈I ailesinin zay�f direkt çarp�m� denir. Her i ∈ I için Gi abel

grubu ise,
∏w

i∈I Gi =
⊕w

i∈I Gi ile gösterilir. I = {1, 2, , ..., n} ise,∏w
i∈I Gi =

∏n
i=1Gi = G1 ×G2 × ...×Gn

oldu§u aç�kt�r (her bir Gi abel grubu,
⊕w

i∈I Gi =
∏n

i=1Gi = G1 ⊕G2 ⊕ ...⊕Gn ile

gösterilir).

Her i ∈ I için Gi = G ise,
∏w

i∈I G = G(I) ile gösterilir. Örne§in, herhangi bir

indis kümesi I için
⊕w

i∈I Z = Z(I) d�r.�
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Örnek 2.1.2. (1) Z tam say�lar kümesi ve n belirli bir tam say� olsun. Her a, b ∈ Z
için ab = a+b−n ile tan�mlanan ikili i³lemine göre Z nin grup oldu§unu gösterelim.

a, b, c ∈ Z key� elemanlar olmak üzere

(ab)c = (a+ b− n)c = (a+ b− n) + c− n = a+ (b+ c− n)− n = a(b+ c− n)
= a(bc)

dir. a ∈ Z olmak üzere ea = ae = a için ea = e+ a− n = a ve ae = a+ e− n = a

e³itliklerinden e = n elde edilir. a ∈ Z olsun. e = n birim eleman oldu§undan

ab = ba = n ise, ab = a+b−n = n ve ba = b+a−n = n olup b = 2n−a ∈ Z bulunur.

Dolay�s�yla Z kümesi, tan�mlanan ikili i³lem alt�nda grup yap�s�na sahiptir. Ayr�ca

ab = a+ b− n = b+ a− n = ba oldu§undan abel grubudur.

(2) Her a, b ∈ R için a ∗ b = a+ b+ ab ile tan�ml� ∗ : R×R −→ R dönü³ümüne

göre (R, ∗) ikilisinin grup olup olmad�§�n� ara³t�ral�m.

(a, b) = (c, d) ise, a = c ve b = d oldu§undan a∗b = a+b+ab = c+d+cd = c∗d
olup verilen dönü³üm iyi tan�ml�d�r. Dolay�s�yla (R, ∗) cebirsel yap�d�r. a, b, c ∈ R
key� elemanlar olmak üzere

(a ∗ b) ∗ c = (a+ b+ ab) ∗ c = (a+ b+ ab) + c+ (a+ b+ ab)c

= a+ b+ ab+ c+ ac+ bc+ abc = a+ (b+ c+ bc) + a(b+ c+ bc)

= a ∗ (b+ c+ bc) = a ∗ (b ∗ c)

olup birle³me özelli§i sa§lan�r. a ∈ R olmak üzere a ∗ e = e ∗ a = a ise,

a = a ∗ e = a+ e+ ae ve a = e ∗ a = e+ a+ ea

olup buradan e + ea = e(1 + a) = 0 elde edilir. e, a ∈ R oldu§undan e = 0 veya

a = −1 olmal�d�r. Dolay�s�yla her a ∈ R için istendi§inden e = 0 birim elemand�r.

a ∈ R olmak üzere a ∗ b = a+ b+ ab = 0 = b+ a+ ba = b ∗ a ise, b = −a
1+a bulunur.

O halde a ̸= −1 için her eleman�n tersi mevcuttur. Sonuç olarak verilen ikili, grup

yap�s�na sahip de§ildir.

R\{−1} kümesinde grup yap�s� kurulabilir. Verilen i³lemin kapal� olmas� yeter-

lidir. a, b ∈ R\{−1} olmak üzere a ∗ b = a+ b+ ab = −1 olsa, a+ ab = a(1 + b) =

−(1 + b) olup b ̸= −1 oldu§undan a = −1 çeli³kisi elde edilir. Dolay�s�yla R\{−1}
kümesinde verilen i³lem kapal�d�r. O halde (R\{−1}, ∗) ikilisi grup yap�s�na sahip-

tir. Ayr�ca (R\{−1}, ∗) grubunun abel grubu oldu§u aç�kt�r.

(3) G = Z × Q kümesinde (a, b)(c, d) = (a + c, 2cb + d) ile bir çarpma i³lemi

tan�mlan�yor. G kümesinin verilen bu ikili i³leme göre de§i³meli olmayan grup ya-
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p�s�na sahiptir, gösterelim. (a, b), (c, d), (g, h) ∈ G key� elemanlar olmak üzere

[(a, b)(c, d)](g, h) = (a+ c, 2cb+ d)(g, h) = ((a+ c) + g, 2g(2cb+ d) + h)

= (a+ (c+ g), 2g2cb+ 2gd+ h)

= (a+ (c+ g), 2g+cb+ (2gd+ h)) = (a, b)[(c+ g, 2gd+ h)]

= (a, b)[(c, d)(g, h)]

olup birle³me özelli§i sa§lan�r. (a, b) ∈ G olmak üzere bir (e, f) ∈ G eleman� için

(a, b)(e, f) = (a, b) = (e, f)(a, b) ise, (a, b) = (a, b)(e, f) = (a+ e, 2eb+ f) e³itli§in-

den e = f = 0 bulunur. O halde (0, 0)(a, b) = (0+a, 2a0+b) = (a, b) olup (0, 0) ∈ G
birim elemand�r.

(a, b)(c, d) = (0, 0) ise, (a, b)(c, d) = (a + c, 2cb + d) = (0, 0) olup c = −a
ve d = −2−ab = − b

2a ∈ Q bulunur. Sonuç olarak G kümesi, verilen ikili i³lem

alt�nda grup yap�s�na sahiptir. Di§er taraftan (1, 0)(0, 1) = (1, 200 + 1) = (1, 1) ve

(0, 1)(1, 0) = (1, 211 + 0) = (1, 2) oldu§undan bu grup de§i³meli de§ildir.

(4) Z[i] = {a+ib | a, b ∈ Z} kümesinin kompleks say�lardaki toplama ve çarpma

i³lemleri alt�nda grup yap�s�na sahip olup olmad�§�n� ara³t�ral�m. Öncelikle (Z[i], +)

cebirsel yap�s�n� çal�³al�m. a+ ib, c+ id, m+ in ∈ Z[i] olmak üzere

[(a+ ib) + (c+ id)] + (m+ in) = [(a+ c) + i(b+ d)] + (m+ in)

= (a+ c) +m+ i((b+ d) + n)

= a+ (c+m) + i(b+ (d+ n))

= (a+ ib) + [(c+ id) + (m+ in)]

oldu§undan birle³me özelli§i sa§lan�r. 0 + i0 ∈ Z[i] eleman�n�n birim eleman ve

a + ib ∈ Z[i] eleman�n�n tersinin −a + i(−b) ∈ Z[i] oldu§u aç�kt�r. Ayr�ca verilen

i³lem de§i³meli olup (Z[i], +) cebirsel yap�s� abel grubudur.

Benzer i³lemler ile (Z[i], ·) ikilisinin birle³me özelli§ini sa§lad�§� ve birim ele-

man�n�n 1+ i0 oldu§u gösterilebilir. 2 ∈ Z[i] eleman� için 2(a+ ib) = 1 olsa 2a = 1

çeli³kisi elde edilir. Dolay�s�yla verilen (Z[i], ·) cebirsel yap�s� grup olamaz.

(5) G = R × R kümesinde (a, b) ∗ (c, d) = (ac, bc + d) ile bir "∗" ikili i³lemi

tan�mlan�yor. (G, ∗) ikilisinin grup yap�s�na sahip olup olmad�§�n� ara³t�ral�m.

(a, b), (c, d), (g, h) ∈ G olmak üzere

(a, b) ∗ [(c, d) ∗ (g, h)] = (a, b) ∗ (cg, dg + h) = (a(cg), b(cg) + dg + h)

= ((ac)g, (bc+ d)g + h) = [(a, b) ∗ (c, d)] ∗ (g, h)

oldu§undan birle³me özelli§i sa§lan�r. (a, b) ∈ G için
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(a, b) ∗ (e, f) = (e, f) ∗ (a, b) = (a, b)

ise, (a, b) = (a, b) ∗ (e, f) = (ae, be + f) e³itli§inden e = 1 ve f = 0 olup (e, f) =

(1, 0) ∈ G birim elemand�r. (a, b) ∗ (c, d) = (c, d) ∗ (a, b) = (1, 0) olacak ³ekilde

(c, b) ∈ G eleman�n�n mevcut olup olmad�§�n� ara³t�ral�m. Bu takdirde (1, 0) =

(a, b)∗ (c, d) = (ac, bc+d) = (c, d)∗ (a, b) olup a ̸= 0 için c = 1
a ve d = − b

a bulunur.

Dolay�s�yla (G, ∗) grup de§ildir.

Fakat G = (R\{0}) × R al�n�rsa verilen i³lem G kümesinde (ac = 0 iken

a = 0 veya c = 0 olmal�d�r) kapal� olup (G, ∗) ikilisi grup yap�s�na sahiptir. Ay-

r�ca (−1, 1) ∗ (1, 1) = (−1, 2) ve (1, 1) ∗ (−1, 1) = (−1, 0) oldu§undan G de§i³meli

de§ildir.�

Teorem 2.1.3. (Sadele³tirme Özelli§i) G grup olsun. a, b, c ∈ G için ac = bc

(veya ca = cb) ise, a = b dir.

Kan�t. a, b, c ∈ G için ac = bc olsun. c eleman�n�n tersi mevcut oldu§undan ac = bc

e³itli§inin her iki taraf� c−1 ∈ G ile çarp�l�rsa, (ac)c−1 = (bc)c−1 olup a = b elde

edilir.�

G grubunun birim eleman� alt gruplar�n�n da birim eleman�d�r, gösterelim. H ≤
G olsun. eH ∈ H birim eleman olmak üzere eHeH = eH = eHe olup G grubundaki

sadele³tirme özelli§inden eH = e dir. Benzer ³ekilde G grubundaki bir eleman�n

tersinin tek olarak belirli olmas�ndan dolay� a ∈ H eleman�n�n H deki tersi G

grubundaki tersidir.

Teorem 2.1.4. G grup olsun. Her a, b ∈ G için x ve y bilinmeyenlerine göre

ax = b ve ya = b denklemlerinin G grubunda bir tek çözümü vard�r.

Kan�t. a, b ∈ G olmak üzere ax = b denklemi verilsin. x = a−1b ∈ G için ax =

a(a−1b) = (aa−1)b = eb = b olup çözüm vard�r. ax = b denkleminin bir çözümü

c ∈ G ise, c = ec = (a−1a)c = a−1(ac) = a−1b dir. Benzer ³ekilde ya = b denklemi

için y = ba−1 ∈ G tek çözümdür.�

Sonuç 2.1.1. G grubunun i³lem tablosunda herbir eleman her bir sat�r ve her bir

sütunda kesin olarak yaln�z bir defa bulunur.

Kan�t. G grubunun i³lem tablosunda iki defa ayn� sat�rda ortaya ç�kacak ³ekilde

b ∈ G mevcut olsun. Bu takdirde u ̸= v olmak üzere au = b ve av = b olacak

³ekilde a, u, v ∈ G vard�r.
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. . . u . . v . .

. .

. .

a . . b . . b . . .

. .

Buradan ax = b denkleminin iki farkl� çözümü u, v bulunur. Bu ise, Teorem 2.1.4 ile

çeli³ir. Dolay�s�yla kabulümüz yanl�³t�r. b ∈ G bir sat�rda yaln�zca bir defa bulunur.

Benzer ³ekilde sütunlar için de söylenir. �

�imdi cebirsel yap�da bir eleman�n pozitif tam say� kuvvetini (toplamsal ise, ka-

t�n�) tan�mlayal�m. Bunun için verilen cebirsel yap�n�n birle³me özelli§ini sa§lamas�

yeterlidir.

Tan�m 2.1.5. (G, ∗) cebirsel yap�s� G1 özelli§ini sa§l�yor ise, (G, ∗) ikilisine yar�
grup denir.

Tan�m 2.1.6. G yar� grup olmak üzere farkl� olmas� gerekmeyen a1, a2, . . . , an ∈ G
elemanlar�n�n çarp�m� n = 1 iken a1 = a1 ve n > 1 iken

a1a2 . . . an = (a1a2 . . . an−1)an

ile tan�mlan�r.

Tan�m 2.1.5 de a1 = a2 = . . . = an = a ∈ G al�n�rsa a eleman�n�n pozitif tam

say� kuvveti a1 = a ve an = an−1a (n > 1) olarak tan�ml�d�r. G yar� grubunun ikili

i³lemi "+" ise, 1a = a ve na = ((n− 1)a) + a d�r.

Teorem 2.1.5. G yar� grup ve a1, a2, . . . , am+n ∈ G olmak üzere

a1a2 . . . am+n = (a1a2 . . . am)(am+1am+2 . . . am+n)

dir.

Kan�t. n üzerine tümevar�m uygulayal�m. n = 1 ise,

a1a2 . . . am+1 = (a1a2 . . . am)am+1

e³itli§i tan�mdan aç�kt�r. 1 < n için iddian�n do§ru oldu§unu kabul edelim ve n+1

için do§rulu§unu kan�tlayal�m. �imdi

(a1a2 . . . am)(am+1 . . . am+(n+1)) = (a1 . . . am)((am+1 . . . am+n)am+(n+1))

= (a1 . . . am)(am+1 . . . am+n)am+(n+1)

= (a1 . . . amam+1 . . . am+n)am+(n+1)

= a1a2 . . . am+(n+1)
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olup istenen elde edilir. �

Bu Teorem bize bir grupta sonlu say�da eleman�n s�ra korunarak gruptaki i³leme

tabi tutuldu§unda istedi§imiz parantezde birle³me kural�n� uygulama yolunu açar.

G yar� grup ve a ∈ G olsun. m, n pozitif tam say�lar olmak üzere Teorem 2.1.5

den am+n = aman ve (am)n = amn oldu§u aç�kt�r. G yar� grubunun ikili i³lemi

"+" ise, (m+ n)a = ma+ na ve n(ma) = (nm)a d�r.

�imdi herhangi bir eleman�n pozitif tam say� kuvvetini tan�mlad�ktan sonra So-

nuç 2.1.1'yi kullanarak 4. mertebeye kadar olan gruplar�n i³lem tablosunu olu³tura-

l�m. Bu tabloyaCayley tablosu ad� verilir. Daha sonra a³a§�daki gruplar�n yap�s�n�

homomor�zmalar yard�m�yla (Zn,+) gruplar� ile karakterize edece§iz. Öncelikle bu

çal�³mada gruplar�n karakterize edilmesinde referans göstermeden kullanaca§�m�z

a³a§�daki önermeyi kan�tlamam�z gerekmektedir.

Önerme 2.1.1. G grup olsun. Bu takdirde,

(1) G grubunun mertebesi sonlu ve çift ise, a2 = e olacak ³ekilde birimden farkl�

bir a ∈ G vard�r;

(2) her a ∈ G için a2 = e ise, G abel grubudur.

Kan�t. (1) A = { a ∈ G | a ̸= a−1 } ⊆ G kümesini göz önüne alal�m. e /∈ A oldu§u

aç�kt�r. A = ∅ ise, G grubunun her eleman�n�n tersi kendisidir. A ̸= ∅ oldu§unu
kabul edelim. a ∈ A ise, a−1 ∈ A olup A kümesinin eleman say�s� çift pozitif tam

say�d�r. Dolay�s�yla X = {e}∪A kümesinin eleman say�s� tek tam say�d�r ve X ⊆ G
dir. G çift mertebeli oldu§undan bir a ∈ G\X için a2 = aa = e dir.

(2) a, b ∈ G verilsin. Hipotez gere§ince (ab)2 = e dir. (ab)2 = (ab)(ab) = e

e³itli§inden Teorem 2.1.5 gere§i ba = a−1b−1 yaz�l�r. Di§er taraftan a2 = b2 = e

oldu§undan a−1 = a ve b−1 = b olup ba = a−1b−1 = ab elde edilir.�

Örnek 2.1.3. (1) Bir tek elemana sahip G grubunun i³lem tablosu

. e

e e

³eklindedir.

(2) �ki elemanl� G = {e, a} grubunun i³lem tablosu a2 = e (a−1 = a) olmak

üzere

. e a

e e a

a a e
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³eklindedir. G abel grubudur.

(3) G = {e, a, b} üç elemanl� grubunu alal�m. ea = ae = a ve eb = be = b oldu§u

aç�kt�r. ab = a veya ab = b olsa, sadele³tirme özelli§inden b = e veya a = e çeli³kisi

elde edilir. Benzer ³ekilde ba = a veya ba = b olsa, b = e veya a = e çeli³kisi elde

edilir. Dolay�s�yla ab = e = ba d�r. Bu durumda Sonuç 2.1.1 gere§i bir eleman bir

sat�rda veya sütunda yaln�z bir defa bulunabilece§inden a2 = b ve b2 = a olup G

grubunun i³lem tablosu

. e a b

e e a b

a a b e

b b e a

³eklindedir. G nin abel grubu oldu§u i³lem tablosundan görülür.

(4) 4 elemanl� G = {e, a, b, c} grubunu alal�m. G grubunun mertebesi çift oldu-

§undan tersi kendisine e³it olan birim elemandan farkl� bir eleman vard�r. Tersi

kendisine e³it olmayan bir eleman�n oldu§unu kabul edelim ve bu eleman simgesel

olarak a ve tersi b olsun. Buradan ab = ba = e dir. ac = e olsa, ac = ab e³it-

li§inden b = c çeli³kisi elde edilir. ac = a veya ac = c olsa, s�ras�yla c = e ve

a = e çeli³kileri elde edilir. Böylece ac ̸= e, a, c olup ac = ca = b olmal�d�r. �imdi

b2 = bb = b(ac) = (ba)c = ec = c olup bilinenleri tablo halinde a³a§�da yazal�m.

. e a b c

e e a b c

a a c e b

b b e c x

c c b y z

Sonuç 2.1.1 gere§i bir eleman bir sat�rda veya sütunda yaln�z bir defa bulunabilece-

§inden x = a, y = a ve z=e oldu§u aç�kt�r. Dolay�s�yla a2 = c ve a3 = a2a = bc = b

olup tersi kendisine e³it olan tek eleman a2 = c dir. Bu durumda a tersi kendine

e³it olmayan eleman olmak üzere G = {e, a, a2, a3} ³eklindedir. G'nin abel grubu

oldu§u elde edilen son kümeden görülür.

�imdi tüm elemanlar�n tersi kendisine e³it olsun. Bu takdirde a2 = b2 = c2 = e

olup G abel grubudur. Böylece ab ̸= e, a, b oldu§undan ab = c elde edilir. Benzer

³ekilde ba = c, ac = ca = b ve bc = cb = a oldu§u görülebilir. �imdi elde etti§imiz

abel grubunun i³lem tablosunu olu³tural�m.
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. e a b c

e e a b c

a a e c b

b b c e a

c c b a e

�

Verilen bir cebirsel yap� yar� grup olmak zorunda de§ildir.

Örnek 2.1.4. G = {e, a, b, c} kümesinin çarp�m tablosu a³a§�daki ³ekilde veriliyor.

. e a b c

e e a b c

a a b c e

b b a e c

c c e a b

(ab)c = cc = b ve a(bc) = ac = e olup (ab)c ̸= a(bc) d�r. Dolay�s�yla verilen çarpma

i³lemi G kümesi üzerinde G1 özelli§ini sa§lamad�§�ndan (G, ·) cebirsel yap�s� yar�
grup de§ildir.�

Determinant� s�f�rdan farkl� 2 × 2 tipindeki tüm kare matrislerin çarp�msal

grubu GL(2,R) de a =

(
1 1

0 1

)
ve b =

(
8 5

3 2

)
elemanlar�n� alal�m. Bu-

radan (ab)−1 =

(
2 −7
−3 11

)
ve a−1b−1 =

(
5 −13
−3 8

)
olup (ab)−1 ̸= a−1b−1

oldu§u görülür.

Teorem 2.1.6. G grup olsun. Her a, b ∈ G için (ab)−1 = b−1a−1 dir.

Kan�t. a, b ∈ G verilsin. G grup oldu§undan Teorem 2.1.5 gere§i

(ab)(b−1a−1) = ((ab)b−1)a−1 = (a(bb−1))a−1 = (ae)a−1

= aa−1 = e

ve benzer i³lemlerle (b−1a−1)(ab) = e dir. Teorem 2.1.1 gere§i (ab)−1 = b−1a−1

e³itli§i elde edilir.�
G grup olmak üzere a1, a2, . . . , an ∈ G için tümevar�m yöntemi kullan�larak

Teorem 2.1.6, (a1a2 . . . an)−1 = a−1
n a−1

n−1...a
−1
1 ³eklinde genelle³tirilir.

Tan�m 2.1.7. G yar� grup ve a ∈ G olsun. a2 = a ise, a eleman�na idempotent
denir.
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(Z10, ·) yar� grubunun idempotent elemanlar� 0, 1, 5 ve 6 d�r. (2Z, ·) yar� gru-
bunun idempotent eleman� sadece 0 d�r.

Sonuç 2.1.2. G grup ve a ∈ G idempotent eleman olsun. Bu takdirde a = e dir.

Kan�t. a2 = a oldu§undan a2 = aa = ae olup sadele³tirme özelli§inden a = e dir.

�

Tan�m 2.1.8. (G, ∗) cebirsel yap�s� G1 ve G2 özelliklerini sa§l�yor ise, (G, ∗)
ikilisine monoid denir.

Verilen bir cebirsel yap� için a³a§�daki gerektirmeler vard�r.

grup ⇒ monoid ⇒ yar� grup

(N,+) ve (Z, ·) cebirsel yap�lar� grup olmayan monoiddir. (2Z, ·) cebirsel yap�s�
monoid olmayan yar� grup yap�s�na sahiptir.

G monoid ve a ∈ G olsun. Bu takdirde, a0 = e olarak tan�mlan�r. G toplamsal

monoid ise, 0a = e dir. G grup ise, a ∈ G eleman�n�n negatif tam say� kuvveti (top-

lamsal ise, kat�) n < 0 olmak üzere an = (a−1)−n (toplamsal ise, na = (−n)(−a))
olarak tan�mlan�r.

Sonuç 2.1.3. G grup ve H ⊆ G bo³tan farkl� sonlu alt küme olsun. G grubundaki

i³leme göre H kapal� ise, H ≤ G dir.

Kan�t. H kümesi G grubundaki i³leme göre kapal� olsun. H kümesinin elemanlar�

G grubunun eleman� oldu§undan birle³me özelli§i sa§lan�r. h ∈ H key� bir eleman

olsun. �³lemin kapal� olmas�ndan dolay� h eleman�n�n pozitif kuvvetleri

h, h2, h3, ..., hn, ... ∈ H

d�r. H sonlu oldu§undan hn = hm olacak ³ekilde birbirinden farkl� n, m ∈ Z+

vard�r. n > m olsun. Bu takdirde, h−m ∈ G olup hnh−m = hmh−m = e dir ve

buradan i³lemin H kümesinde kapal�l�§�ndan e = hnh−m = hn−m ∈ H elde edilir

(çünkü n − m > 0). Ayr�ca e = hn−m = hn−m−1h olup h−1 = hn−m−1 ∈ H

bulunur. Dolay�s�yla H, G grubunun alt grubudur.�

Örnek 2.1.5. (1) X bo³tan farkl� küme olmak üzere

S = { f | f : X −→ X bir fonksiyon }

olsun. S kümesi üzerinde fonksiyonlar�n "◦" bile³ke i³lemi al�n�rsa, bu i³lem bir-

le³me özelli§ini sa§lar. X = {a, b} ve g(a) = b, g(b) = b, h(a) = b, h(b) = a ola-

cak ³ekilde g, h ∈ S olsun. Bu takdirde, (g ◦ h)(a) = g(h(a)) = b ̸= a = h(g(a)) =
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(h◦g)(a) d�r. Dolay�s�yla (S, ◦) cebirsel yap�s� de§i³meli olmayan yar� grup yap�s�na

sahiptir. f(a) = a ve f(b) = a ile tan�ml� f ∈ S fonksiyonu verilsin. Her x ∈ X
için (f ◦ g)(x) = f(g(x)) = f(b) = a = f(h(x)) = (f ◦ h)(x) dir. Sonuç olarak

f ◦ g = f ◦ h oldu§u halde g ̸= h d�r. (S, ◦) cebirsel yap�s� sadele³tirme özelli§ini

sa§lamaz. Dolay�s�yla (S, ◦) cebirsel yap�s� grup de§ildir.

(2) X iki veya daha fazla elemanl� bir küme olmak üzere X den X'e tan�ml�

bire-bir olmayan fonksiyonlar�n kümesi S olsun. Bu takdirde (S, ◦) cebirsel yap�s�
de§i³meli olmayan ve monoid olmayan yar� grup yap�s�na sahiptir.

(3) X kümesi verilsin. (P (X),∪) cebirsel yap�s�, birim eleman� e = ∅ olan ve

(P (X),∩) cebirsel yap�s� birim eleman� e = X olan monoiddir.

(4) Yar� grup olmayan cebirsel yap� örne§i verelim. V 3-boyutlu reel vektör

uzay�n�n standard taban� {e1, e2, e3} kümesi olmak üzere her u = (u1, u2, u3), v =

(v1, v2, v3) ∈ V için u ∧ v = det

 e1 e2 e3

u1 u2 u3

v1 v2 v3

 ile tan�ml� ∧ : V × V −→ V

vektörel çarp�m� ile birlikte (V,∧) ikilisi cebirsel yap�d�r. u, v, w ∈ V key� elemanlar

olmak üzere

u ∧ (v ∧ w) =< u,w > v− < u, v > w

ve

(u ∧ v) ∧ w =< w, u > v− < w, v > u

oldu§undan u∧ (v∧w) = (u∧v)∧w olmas� için gerek ve yeter ko³ul v∧ (w∧u) = 0

olmas�d�r. Dolay�s�yla (V,∧) cebirsel yap�s�, yar� grup de§ildir.

(5) G grup olsun. G nin abel grubu olmas� için gerek ve yeter ko³ul her a, b ∈ G
için (ab)−1 = a−1b−1 olmas�d�r, gösterelim.

G abel grubu ise, Teorem 2.1.6 dan (ab)−1 = b−1a−1 = a−1b−1 e³itli§i aç�kt�r.

Tersine, key� a, b ∈ G için (ab)(ab)−1 = e ve hipotez gere§ince (ab)−1 = a−1b−1

oldu§undan (ab)(a−1b−1) = e dir. Buradan (ab)(a−1b−1)b = b olup aba−1 = b

e³itli§inden ab = ba elde edilir.�

Teorem 2.1.7. G yar� grubunun grup olmas� için gerek ve yeter ko³ul

(1) her a ∈ G için ea = a olacak ³ekilde e ∈ G mevcut olmas� ve

(2) her a ∈ G için ba = e e³itli§ini sa§layacak ³ekilde b ∈ G mevcut olmas�d�r.

Kan�t. (⇒) Grup tan�m�ndan aç�kt�r.

(⇐) G yar� grubunun (1) ve (2) ko³ullar�n� sa§lad�§�n� kabul edelim. a ∈ G

key� bir eleman olmak üzere (2) den ba = e olacak ³ekilde b ∈ G vard�r. �imdi
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(2) özelli§ini, b ∈ G için kullan�rsa bir c ∈ G için cb = e e³itli§i sa§lan�r. Buradan

a = ea = (cb)a = c(ba) = ce ve ab = (ce)b = c(eb) = cb = e oldu§undan

ab = ba = e elde edilir. Bu takdirde ae = a(ba) = (ab)a = ea = a olup e ∈ G birim

elemand�r.�

Örnek 2.1.6. G = Q\{−1} olsun. Her a, b ∈ G için

a ∗ b = a+ b+ ab

ile tan�ml� ∗ : G × G −→ G i³lemi verilsin. a, b ∈ G için a ̸= −1 ve b ̸= −1
oldu§undan a ∗ b = a + b + ab ̸= −1 dir. Ayr�ca "∗" i³leminin G üzerinde iyi

tan�ml�l�§� aç�k olup (G, ∗) ikilisi cebirsel yap�d�r. (G, ∗) yar� gruptur. 0 ∈ G için

0 ∗ a = 0 + a+ 0a = a

olup Teorem 2.1.7-(1) ko³ulu sa§lan�r. a ̸= −1 oldu§undan a+1 ̸= 0 olup −a
a+1 ̸= −1

dir. ( −a
a+1 )∗a = ( −a

a+1 )+a+a(
−a
a+1 ) = 0 e³itli§inden Teorem 2.1.7-(2) ko³ulu sa§lan�r.

Teorem 2.1.7 gere§ince (G, ∗) gruptur.�

Teorem 2.1.8. G yar� grubunun grup olmas� için gerek ve yeter ko³ul her a, b ∈ G
için x ve y elemanlar�na göre ax = b ve ya = b denklemlerinin bir çözüme sahip

olmalar�d�r.

Kan�t. (⇒) Teorem 2.1.4 den görülür.

(⇐) Verilen denklemlerin G yar� grubunda çözümünün mevcut oldu§unu kabul

edelim. a ∈ G için ya = a denklemini dü³ünelim. Bu takdirde ua = a olacak ³ekilde

u ∈ G vard�r.

b ∈ G key� eleman� verilsin. ax = b denkleminin kabul gere§i G de bir çözümü

vard�r ve bu çözümü sa§layan eleman c ∈ G olsun. Bu takdirde ac = b yaz�l�r.

Böylece ub = u(ac) = (ua)c = ac = b dir. Her b ∈ G için ub = b olup Teorem 2.1.7

(1) sa§lanm�³ olur. ya = u denkleminin bir çözümü d olmak üzere da = u olsun.

Bu takdirde Teorem 2.1.7-(2) sa§lanm�³ olur. Sonuç olarak Teorem 2.1.7 gere§i G

gruptur. �

Teorem 2.1.9. G sonlu yar� grup olsun. G nin grup olmas� için gerek ve yeter

ko³ul G yar� grubunda sadele³tirme özelliklerinin sa§lanmas�d�r.

Kan�t. (⇒) G grup ise, iddia aç�kt�r.

(⇐) G sonlu yar� grubu sadele³tirme özelliklerini sa§las�n. Teorem 2.1.8 ile

a, b ∈ G olmak üzere ax = b ve ya = b denklemlerinin G de çözümünün mevcut

oldu§unu göstermek yeterlidir. Her i = 1, 2, . . . , n için ai ∈ G farkl� olmak üzere

G = {a1, a2, . . . , an} olsun. G yar� grup oldu§undan her i = 1, 2, . . . , n için aai ∈
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G olup {aa1, aa2, . . . , aan} ⊆ G elde edilir. i ̸= j olmak üzere aai = aaj ise,

sadele³tirme özelli§inden dolay� ai = aj elde edilir. Bu ise, bir çeli³kidir. Sonuç

olarak {aa1, aa2, . . . , aan} kümesinin tüm elemanlar� birbirinden farkl�d�r ve G =

{aa1, aa2, . . . , aan} dir. Böylece bir b ∈ G için b = aak olacak ³ekilde ak ∈ G vard�r.

Dahas� ak eleman�, ax = b denkleminin G de bir çözümüdür. Benzer i³lemler ya = b

denklemi için de yap�l�rsa ya = b denkleminin G de bir çözümü vard�r. Dolay�s�yla

G gruptur. �

Önerme 2.1.2. G grup ve a ∈ G olsun. Bu takdirde ak = e ko³ulunu sa§layan k

pozitif tam say�lar�n�n en küçü§ünün n ∈ Z+ olmas� için gerek ve yeter ko³ul {am ∈
G|m ∈ Z} = {e, a, a2, ..., an−1} olmas� ve tam n-tane farkl� eleman içermesidir.

Kan�t. (⇒) n = eke{k ∈ Z+ | ak = e} olsun. Öncelikle {e, a, a2, ..., an−1} kümesi-

nin n farkl� eleman içerdi§ini gösterelim. 1 ≤ u < v < n için au = av olsa, av−u = e

olup v−u < n oldu§undan bu durum n do§al say�s�n�n seçimiyle çeli³ir. Dolay�s�yla

{e, a, a2, ..., an−1} kümesi n farkl� eleman içerir. {e, a, a2, ..., an−1} ⊆ {am ∈ G|m ∈
Z} oldu§u aç�kt�r. Ters kapsamay� göstermek için key� m ∈ Z alal�m. Bölme al-

goritmas�ndan m = nq + r ve 0 ≤ r < n olacak ³ekilde q, r ∈ Z vard�r. Buradan

am = anq+r = (an)qar = ar elde edilir. r = 0, 1, ... n − 1 ve am = ar oldu§undan

istenen ters kapsama elde edilir.

(⇐) {am ∈ G|m ∈ Z} = {e, a, a2, ..., an−1} olsun. an ̸= e oldu§unu kabul

edelim. an ∈ {am ∈ G|m ∈ Z} = {e, a, a2, ..., an−1} oldu§undan 1 ≤ i ≤ (n−1) için
an = ai olup an−i = e dir. Di§er taraftan 1 ≤ i ≤ (n−1) olmas� gere§i 1 ≤ (n−i) <
n olup an−i = e ∈ {a, a2, ..., an−1} çeli³kisi elde edilir. O halde kabulümüz yanl�³t�r

ve böylece an = e dir. {e, a, a2, ..., an−1} kümesi, n farkl� eleman içerdi§inden an = e

ko³ulunu sa§layan en küçük pozitif tam say�n�n n oldu§u aç�kt�r.

Örnek 2.1.7. (1) X sonsuz elemanl� kümesinin tüm alt kümelerinin ailesi olan

P (X) kuvvet kümesi verilsin. Her A,B ∈ P (X) için A△B = (A\B) ∪ (B\A) si-
metrik fark i³lemine göre, (P (X),△) ikilisi cebirsel yap�d�r. Her A,B,C ∈ P (X)

için A△(B△C) = (A△B)△C e³itli§i sa§land�§�ndan P (X) kümesinde, simetrik

fark "△" i³lemine göre birle³me özelli§i sa§lan�r. e = ∅ birim eleman ve A ∈ P (X)

için ters eleman kendisidir. Her A,B ∈ P (X) için A△B = B△A e³itli§i sa§land�-

§�ndan P (X), △ i³lemine göre de§i³me özelli§ine sahiptir. Dolay�s�yla (P (X),△)

cebirsel yap�s� abel grubudur. Her ∅ ̸= A ∈ P (X) için A2 = A△A = ∅ = e oldu§u

aç�kt�r.

(2) (Z,+) abel grubunda k ∈ Z verilsin. k = 0 için 1.0 = 0 oldu§u aç�kt�r.

k ̸= 0 ise, her n ∈ Z+ için nk ̸= 0 oldu§u tam say�larda aritmetik bölümünden

bilinmektedir. �
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Önerme 2.1.2 den görüldü§ü gibi |{am ∈ G|m ∈ Z}| kardinal say�s�n�n sonlu

veya sonsuz olmas� an = e ko³ulunu sa§layan n pozitif tam say�s�n�n mevcut olup

olmamas�na ba§l�d�r. Dolay�s�yla G sonlu grubunda |{am ∈ G|m ∈ Z}| kardinal
say�s� sonlu oldu§undan an = e olacak ³ekilde n ∈ Z+ vard�r.

Tan�m 2.1.9. G grup ve a ∈ G olsun. an = e olacak ³ekilde n pozitif tam say�-

lar�n�n en küçü§üne a ∈ G eleman�n�n mertebesi denir ve |a| = n ile gösterilir.

E§er böyle bir n pozitif tam say�s� mevcut de§il ise, a ∈ G eleman� sonsuz mer-
tebeye sahiptir denir ve |a| = ∞ ile yaz�l�r. G grubunun mertebesi sonlu olan

elemanlar�na burulmal� eleman, sonsuz mertebeye sahip elemanlar�na burul-
mas�z eleman ad� verilir. G grubunun burulmal� elemanlar�n�n kümesi T (G) ile

gösterilir. G grubunda mertebesi 1 olan tek eleman birim oldu§undan e ∈ T (G)

dir. T (G) = G ise, G'ye burulmal� grup denir. T (G) = {e} olan G grubuna

burulmas�z grup denir.

Her sonlu G grubu burulmal�d�r. Örnek 2.1.7 (2)'den (Z,+) burulmas�z abel

grubudur.

Örnek 2.1.8. (1) (Z6,+) abel grubununun 0, 1, 2, 3, 4, 5 ∈ Z6 elemanlar�n�n merte-

beleri s�ras�yla 1, 6, 3, 2, 3, 6 d�r. O halde (Z6, +) burulmal� abel grubudur. Özellikle;

(Zn,+) abel grubunda |1| = n oldu§u aç�kt�r.

(2) G = { (a, b) | a, b ∈ R, a ̸= 0} = R∗ × R kümesi (a, b), (c, d) ∈ G elemanlar�

için (a, b) ∗ (c, d) = (ac, b + d) ile tan�ml� ∗ : G × G −→ G ikili i³lemi verilsin.

(G, ∗) ikilisinin 2. mertebeden bir tek eleman içeren ve 3. mertebeden hiç eleman�

olmayan grup oldu§unu gösterelim.

(a, b), (c, d) ∈ G key� elemanlar� için a ̸= 0, c ̸= 0 d�r. Dolay�s�yla ac ̸= 0 olup

(a, b) ∗ (c, d) = (ac, b + d) ∈ G dir. (a, b) = (a
′
, b

′
) ve (c, d) = (c

′
, d

′
) ko³ullar�n�

sa§layan (a, b),(a
′
, b

′
), (c, d),(c

′
, d

′
) ∈ G key� elemanlar� için a = a

′
, b = b

′
,

c = c
′
, d = d

′
olup (a, b) ∗ (c, d) = (ac, b + d) = (a

′
c
′
, b

′
+ d

′
) = (a

′
, b

′
) ∗ (c′ , d′

)

e³itli§i gere§i "∗" G kümesi üzerinde iyi tan�ml�d�r. Böylece (G, ∗) cebirsel yap�d�r.
(a, b), (c, d), (e, f) ∈ G key� elemanlar olsun.

[(a, b) ∗ (c, d)] ∗ (e, f) = (ac, b+ d) ∗ (e, f)
= ((ac)e, (b+ d) + f)

= (a(ce), b+ (d+ f))

= (a, b) ∗ (ce, d+ f)

= (a, b) ∗ [(c, d) ∗ (e, f)]

olup "∗" ikili i³lemi G üzerinde birle³me özelli§ini sa§lar. (a, b) ∈ G key� eleman�

için (a, b) ∗ (1, 0) = (a.1, b + 0) = (a, b) ve (1, 0) ∗ (a, b) = (1.a, 0 + b) = (a, b)
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olup (G, ∗) ikilisi birim eleman� (1, 0) olan monoiddir. (a, b) ∈ G key� eleman� için

(a, b) ∗ ( 1a ,−b) = (a. 1a , b − b) = (1, 0) ve ( 1a ,−b) ∗ (a, b) = ( 1a .a,−b + b) = (1, 0)

e³itliklerini sa§layan ( 1a ,−b) ∈ G eleman� mevcuttur. Dolay�s�yla G de "∗" ikili

i³lemine göre her eleman�n tersi mevcuttur. Sonuç olarak (G, ∗) cebirsel yap�s�

gruptur.

(a, b) ∈ G key� eleman� için |(a, b)| = 2 ise, (a, b) ∗ (a, b) = (a2, 2b) = (1, 0)

olup a2 = 1 ve 2b = 0 d�r. Buradan a = ±1 ve b = 0 oldu§u görülür. Ancak (1, 0),

G grubunun birim eleman� oldu§undan (a, b) ̸= (1, 0) d�r. O halde (a, b) = (−1, 0)
olmal�d�r.

(a, b) ∈ G eleman� için |(a, b)| = 3 olsun. Bu takdirde (a, b) ∗ (a, b) ∗ (a, b) =

(a3, 3b) = (1, 0) olup (a, b) = (1, 0) bulunur. Ancak (1, 0) eleman� G grubunun birim

eleman�d�r. Bu nedenle G grubunun 3. mertebeden bir eleman� mevcut de§ildir.

(3) G abel grubu olmak üzere a, b ∈ T (G) olsun. ab ∈ T (G) oldu§unu gösterelim.

a, b ∈ T (G) ise, |a| = n ve |b| = m olacak ³ekilde n, m ∈ Z+ vard�r. G abel grubu

oldu§undan (ab)nm = (an)m(bm)n = e olup ab ∈ T (G) elde edilir.

�imdi G grubu de§i³meli de§il iken bu gerçekli§in do§ru olmad�§�n� gösterelim.

De§i³meli olmayan GL(2,R) grubunda a =

(
0 −1
1 0

)
ve b =

(
0 1

−1 −1

)

elemanlar�n� alal�m. |a| = 4 ve |b| = 3 olup a, b ∈ T (GL(2,R)) dir. ab =

(
1 1

0 1

)

ve her n ∈ Z+ için (ab)n =

(
1 n

0 1

)
olup ab matrisinin mertebesi sonlu olamaz.

Dolay�s�yla T (GL(2,R)) kümesi, çarpma alt�nda kapal� de§ildir.

(4) G grup olmak üzere a, b ∈ G için ab = ba−1 ve ba = ab−1 olsun. Bu takdirde

a4 = b4 = e oldu§unu gösterelim. ab = ba−1 oldu§undan a = ba−1b−1 dir ve benzer

³ekilde b = ab−1a−1 dir. ba = ab−1 oldu§undan

ba = (ba−1b−1)b−1 = ba−1b−2

olup a = a−1b−2 e³itli§inden a2 = b−2 elde edilir. �imdi

a4 = a2a2 = a2b−2 = a(ab−1)b−1 = a(ba)b−1 = (ab)(ab−1) = (ba−1)(ab−1)

= b(a−1a)b−1 = e

dir. Benzer ³ekilde b4 = e oldu§u da gösterilebilir.

(5) G = {2r | r = 0, ±1, ...} kümesi Q daki çarpma i³lemine göre abel grubu-

dur. G grubunun birim eleman� e = 1 olup e'den farkl� her eleman Önerme 2.1.2

gere§ince burulmas�zd�r.
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(6) |Sn| = n! oldu§undan Sn burulmal� gruptur. �imdi bir k-döngünün merte-

besinin k oldu§unu gösterelim. α = (i1i2...ik) k-döngüsü için j = 1, 2, . . . , k − 1

olmak üzere

i1 −→ α(i1) = i2 −→ ... −→ α(ij−1) = ij −→ α(ij) = ij+1 −→ ... −→ α(ik) = i1

oldu§undan αk = en dir. k > t > 0 olsun. j + t ≤ k iken αt(ij) = ij+t ̸= ij ve

j + t > k iken αt(ij) = ij+t−k ̸= ij olup |α| = k elde edilir.

S3 = {e3, (12), (23), (13), (123), (132)} grubu al�n�rsa, |(12)| = |(23)| = |(13)| =
2 ve |(123)| = |(132)| = 3 tür.�

Teorem 2.1.10. G grup ve a ∈ G olmak üzere |a| = n olsun. Bu takdirde,

(1) m ∈ Z+ olmak üzere am = e olmas� için gerek ve yeter ko³ul n |m olmas�d�r;

(2) her pozitif t tam say�s� için |at| = n
ebob(t,n) dir. Özellikle, |a| = |at| olmas�

için gerek ve yeter ko³ul ebob(t, n) = 1 olmas�d�r.

Kan�t. (1) m ∈ Z+ olmak üzere am = e olsun. Bölme algoritmas�ndan m = np+ r

ve 0 ≤ r < n olacak ³ekilde p, r ∈ Z mevcuttur. m = np + r e³itli§inde r yaln�z

b�rak�l�rsa r = m − np olup ar = am−np = ama(−n)p = aman(−p) = e e³itli§i

elde edilir. at = e e³itli§ini sa§layan en küçük pozitif tam say� n ve 0 ≤ r < n

oldu§undan r = 0 olmal�d�r. O halde n |m dir. Tersine, n |m oldu§undan m = nk

olup am = ank = (an)k = ek = e elde edilir.

(2) |at| = k olsun. Bu takdirde atk = e olup (1) gere§i n | tk elde edilir. Buradan
tk = nr olacak ³ekilde r ∈ Z vard�r. ebob(t, n) = d olsun. Bu durumda u ve v

tam say�lar� t = du ve n = dv olacak ³ekilde mevcuttur ve ebob(u, v) = 1 dir.

tk = nr e³itli§inde gerekli düzenlemeler yap�l�rsa ku = rv olup v | ku elde edilir.

ebob(u, v) = 1 oldu§undan Yard�mc� teorem 1.1.1 gere§i v | k dir. v = n
d oldu§u için

n
d | k olup (at)

n
d = a

tn
d = anu = eu = e ve |at| = k dan k | nd bulunur. Böylece k | nd

ve n
d | k olup k = n

d e³itli§i elde edilir.

Dolay�s�yla |a| = |at| olmas� için gerek ve yeter ko³ul ebob(t, n) = 1 olmas�d�r.�
G grup ve a ∈ G olsun. a ∈ G eleman� sonsuz mertebeye sahipse, her k ≥ 1

pozitif tam say�s� için ak ∈ G sonsuz mertebeye sahiptir.

Örnek 2.1.9. (1) (Zn,+) abel grubunu alal�m. m kalan s�n�f�n�n mertebesi Teorem

2.1.10 (2) gere§ince |m| = |m.1| = n
ebob(m,n) dir. Böylece (Zn,+) grubunda mer-

tebesi n olan elemanlar�n say�s� ϕ(n) kadard�r. n = 10 al�n�rsa, |1| = |3| = |7| =
|9| = 10 ve |2| = |2.1| = 10

ebob(2,10) = 5 = |4| = |6| = |8| dir.
(2) G abel grubu ve a, b ∈ G olsun. |a| = m ve |b| = n olmak üzere ebob(m,n) =

1 ise, |ab| = mn oldu§unu gösterelim. G abel grubu oldu§undan (ab)mn = amnbmn =

e olup Teorem 2.1.10 (1) gere§ince |ab| | mn dir.
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e = (ab)|ab|n = a|ab|nb|ab|n = a|ab|n

oldu§undan m | |ab| dir. Benzer ³ekilde

e = (ab)|ab|m = a|ab|mb|ab|m = b|ab|m

oldu§undan n | |ab| bulunur. ebob(m,n) = 1 oldu§undan Yard�mc� teorem 1.1.4

gere§ince mn | |ab| dir. Böylece |ab| = mn elde edilir.

(3) G abel grubu ve a ∈ G olsun. ebob(m,n) = 1 olmak üzere |a| = mn ise,

a = yz ve |y| = m, |z| = n olacak ³ekilde y, z ∈ G mevcut oldu§unu gösterelim.

ebob(m,n) = 1 ise, ms + nt = 1 olacak ³ekilde s, t ∈ Z vard�r. Buradan a =

ams+nt = (ams)(ant) yaz�labilir. �imdi y = ant ve z = ams olarak alal�m. |y| = k1

ve |z| = k2 olsun. Böylece

ym = (ant)m = (amn)t = e ve zn = (ams)n = (amn)s = e

olup Teorem 2.1.10 (1) gere§ince k1 | m ve k2 | n bulunur. Di§er taraftan G nin

abel grubu oldu§u göz önünde bulundurulursa

(yz)k1k2 = ak1k2 = yk1k2zk1k2 = e

olup mn | k1k2 elde edilir. Ayr�ca k1 | m ve k2 | n oldu§undan k1 = m ve k2 = n

olmal�d�r.

(4) G grup ve a, b ∈ G olsun. |ab| = |ba| oldu§unu gösterelim. k > 0 olmak

üzere

(ab)k = (ab)(ab)...(ab)

= a(ba)(ba)...(ba)b

= a(ba)k−1b

e³itli§inden a−1(ab)kb−1 = (ba)k−1 elde edilir. |ab| = n ve |ba| = m olsun. Bu

durumda a−1(ab)nb−1 = (ba)n−1 olup |ab| = n oldu§undan Teorem 2.1.6 gere§ince

a−1b−1 = (ba)−1 = (ba)n−1 dir. Son e³itli§in her iki taraf� ba ile çarp�l�rsa (ba)n =

e olup Teorem 2.1.10 (1) den m | n dir. Benzer ³ekilde n | m oldu§u gösterilebilir.

Bu durumda n ve m birer pozitif tam say� oldu§undan n = m dir. Ayn� yöntem ile

|a| = |a−1| oldu§u gösterilebilir.

(5) Z3 ⊕ Z3 = {(0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 0), (1, 1), (1, 2), (2, 0), (2, 1), (2, 2)} grubu

birimden farkl� her eleman�n�n mertebesi 3 olan 9 elemanl� burulmal� gruptur.�

G grup olmak üzere a ∈ G eleman�yla ayn� mertebeye sahip baz� elemanlar�

karakterize edelim. x ∈ G olsun. a ile b = x−1ax eleman�n�n ayn� mertebeye sahip
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oldu§unu gösterelim. n ∈ Z+ için

bn = (x−1ax)(x−1ax)...(x−1ax)

= (x−1a)(xx−1)a(xx−1)a...(xx−1)ax

= x−1aeae...ax

= x−1aa..ax

= x−1anx

olup an = e iken bn = e ve tersine olarak bn = e iken an = e dir. Dolay�s�yla

a ile x ∈ G olmak üzere x−1ax eleman�n�n mertebesi e³ittir. G grubunda x−1ax

eleman�na a ile e³lenik denir. Dolay�s�yla a ve b elemanlar�n�n e³lenik olmas� için

gerek ve yeter ko³ul b = x−1ax olacak ³ekilde x ∈ G mevcut olmas�d�r. G abel

grubu ise, her x ∈ G için b = x−1ax = x−1xa = a olup herhangi bir a ∈ G e³leni§i

sadece kendisidir.

a ∈ G eleman� ile e³lenik olan tüm elemanlar a ile ayn� mertebeye sahiptir.

Fakat ayn� mertebeye sahip iki eleman e³lenik olmak zorunda de§ildir. Örne§in,

a = (1, 0), b = (0, 1) ∈ Z2⊕Z2 mertebesi 2 dir, fakat Z2⊕Z2 abel grubunda e³lenik

de§ildir.

G grubunda "a ∼ b ⇐⇒ a ile b e³leniktir" ile tan�ml� "∼" ba§�nt�s� denklik

ba§�nt�s�d�r. a eleman�n�n denklik s�n�f�na a'n�n e³lenik s�n�f� denir ve

CL(a) = {x−1ax |x ∈ G}

ile gösterilir. e birim eleman�n�n e³lenik s�n�f� kendisidir. G abel grubu ise, her

eleman�n e³lenik s�n�f�n�n kendisi oldu§u aç�kt�r. Her x ∈ G için a = x−1ax ise, yani

CL(a) = {x−1ax |x ∈ G} = {a} ise, a'ya merkez eleman denir. G grubunun tüm

merkez elemanlar�n�n kümesi Z(G) ile gösterilir. Z(G)'ye G grubununmerkezi ad�

verilir. e birim eleman�n�n e³lenik s�n�f� {e} oldu§undan e ∈ Z(G) dir. G = Z(G)

olmas� için gerek ve yeter ko³ul G nin abel grubu olmas�d�r.

a ∈ G eleman�n�n e³leni§i yaln�zca kendisi olacak ³ekildeki G grubunun eleman-

lar�n�n kümesini

CG(a) = {x ∈ G | a = x−1ax}

ile gösterelim. e, a ∈ CG(a) olup CG(a) ̸= ∅ d�r. a ∈ Z(G) olmas� için gerek ve yeter

ko³ulun CG(a) = G olmas� oldu§u aç�kt�r. Bu yüzden CG(a) kümesine a eleman�n�n

merkezle³tiricisi denir.

Örnek 2.1.10. (1) S3 = {e3, (12), (23), (13), (123), (132)} grubunun merkezini,

her bir eleman�n�n e³lenik s�n�f�n� ve merkezle³tiricisini bulal�m. e3 birim eleman�-

n�n e³lenik s�n�f�n�n {e3} oldu§unu biliyoruz. a = (12) eleman�n�n e³lenik s�n�f�n�
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elemanter olarak belirleyelim.

(12)−1(12)(12) = (12)

(13)−1(12)(13) = (23)

(23)−1(12)(23) = (13)

(123)−1(12)(123) = (13)

(132)−1(12)(132) = (23)

oldu§undan a = (12) eleman�n�n e³lenik s�n�f�

CL((12)) = {x−1(12)x | x ∈ S3}
= {(12), (23), (13)}

dir. �ki denklik s�n�f�n�n ya e³it yada ayr�k olmas� gerçe§inden (23) ve (13) eleman-

lar�n�nda e³lenik s�n�f� CL((12)) = {(12), (23), (13)} kümesidir. (123) eleman�n�n

e³lenik s�n�f�n�n CL((123)) = {(123), (132)} kümesi oldu§u benzer i³lemlerle göste-

rilebilir. Dolay�s�yla S3'ün elemanlar�n�n e³lenik s�n��ar�

{e3}, {(12), (23), (13)} ve {(123), (132)}

dir. Buradan görüldü§ü gibi S3 grubunda birim elemandan ba³ka merkez eleman

mevcut de§ildir ve böylece Z(S3) = {e3} oldu§u aç�kt�r. �imdi s�ras� ile her eleman�n

merkezle³tiricisini bulal�m.

CG(e3) = S3

CG((12)) = {e3, (12)}
CG((13)) = {e3, (13)}
CG((23)) = {e3, (23)}
CG((123)) = {e3, (123)}
CG((132)) = {e3, (132)}

dir.

(2) GL(2, R) genel do§rusal grubunun merkezini bulal�m. a =

(
x y

z w

)
key�

bir merkez eleman olsun. b =

(
1 1

0 1

)
için ab =

(
x x+ y

z z + w

)
= ba =(

x+ z y + w

z w

)
oldu§undan z = 0 ve x = w dur. Di§er taraftan c =

(
1 0

1 1

)

için benzer tart�³ma ile ac = ca e³itli§inden y = 0 olup a =

(
x 0

0 x

)
matrisi elde
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edilir. Dolay�s�yla Z(GL(2, R)) = {

(
x 0

0 x

)
|x ∈ R\{0}} dir.

Benzer yöntem ile GL(n, R) grubunun merkezinin s�f�rdan farkl� tüm skaler

matrisler oldu§u gösterilebilir.

(3) Düzlemde merkezi orijine sabitlenmi³ ve kö³eleri s�ras�yla 1, 2, 3, 4 olarak

numaraland�r�lm�³ a³a§�daki kareyi dü³ünelim.

12

3 4

α

β

I4 = {1, 2, 3, 4} olmak üzere S4 simetrik grubunda s�ral� kö³elerin s�ras�n�n

korundu§u (kö³eler kendi aralar�nda s�ray� koruyarak de§i³irken ³ekil de§i³miyor,

örne§in α(1) = 2 iken α(3) = 4 olmal�d�r veya α(2) = 3 iken α(4) = 4 olamaz)

permütasyonlara karenin simetrisi denir. Karenin düzlemde tüm simetrilerinin

kümesi G olsun. Bu takdirde, G ⊆ S4 ve e4 ∈ G oldu§u aç�kt�r. Karenin iki si-

metrisinin bile³kesi de karenin simetrisi oldu§undan sonlu G kümesi S4 deki i³-

leme göre kapal�d�r. Dolay�s�yla Sonuç 2.1.3 gere§i G karenin simetrilerinin gru-

budur. �imdi G'nin elemanlar�n� belirleyelim. Düzlemde dönmelerin uzakl�klar� ve

aç�lar� korudu§u bilinmektedir. Merkezi orijinde sabit tutarak kareyi saatin tersi

yönünde 90 derece döndürelim ve bu dönü³üme α diyelim. Bu takdirde α = (1234)

olup kare yine 90 derece daha döndürülürse α2 = (13)(24) dir. Derece koruna-

rak döndürme i³lemine devam edilirse α3 = (1432) ve α4 = e4 bulunur. �imdi

karenin s�ras�yla y = 0, x = 0, y = −x ve y = x do§rular�na göre yans�-

malar�n� (do§ruya göre simetri) alal�m. Bu dönü³ümler s�ras�yla δ = (14)(23),

γ = (12)(34), π = (13) ve β = (24) olup βα = (24)(1234) = α3β = (14)(32) = δ,

αβ = (1234)(24) = βα3 = (12)(34) = γ ve βα2 = (24)(13)(24) = α2β = π dir.

Böylece D4 = {e4, α, α2, α3, β, αβ, α2β, α3β} ⊆ G elde edilir. Sonuç 2.1.3 gere§i

grup olan D4'ün i³lem tablosu a³a§�daki ³ekildedir.
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. e4 α α2 α3 β αβ α2β α3β

e4 e4 α α2 α3 β αβ α2β α3β

α α α2 α3 e4 αβ α2β α3β β

α2 α2 α3 e4 α α2β α3β β αβ

α3 α3 e4 α α2 α3β β αβ α2β

β β α3β α2β αβ e4 α3 α2 α

αβ αβ β α3β α2β α e4 α3 α2

α2β α3β βα β α3β α2 α e4 α3

α3β α3β α2β αβ β α3 α2 e4 α

�³lem tablosundan görüldü§ü gibi D4 de§i³meli olmayan 8. mertebeden gruptur ve

bu gruba 4. mertebeden Dihedral grup denir (bir sonraki bölümde n.mertebeden

Dihedral gruplar�n tan�m� verildikten sonra mertebesi 8 olan bu gruba neden 4. mer-

tebeden Dihedral grup denildi§i anla³�lacakt�r). Son olarak G = D4 oldu§unu göste-

relim. f ∈ G key� bir simetri olsun. Bu takdirde f(1) ∈ {1, 2, 3, 4} olup α simetrisi-

nin tan�m�ndan dolay� f(1) = αr(1) olacak ³ekilde bir tek r ∈ {0, 1, 2, 3} tam say�s�

vard�r. Buradan 1 = (α−rf)(1) elde edilir. �imdi (α−rf)(2) eleman�n� belirleyelim.

Karede 1 ile s�ral� kö³eler 2 ve 4 oldu§undan α−rf simetrisi alt�nda da bu kö³eler

s�ral� olup 1 = (α−rf)(1) oldu§undan (α−rf)(2) = 2 veya (α−rf)(2) = 4 olmal�d�r.

(α−rf)(2) = 2 ise, 3 numaral� kö³e için (α−rf)(3) kö³esi (α−rf)(2) = 2 ile s�ral�

olaca§�ndan (α−rf)(3) = 3 olmal�d�r (1 = (α−rf)(1) oldu§undan (α−rf)(3) = 1

olamaz). Buradan (α−rf)(4) = 4 olup α−rf = e4 e³itli§inden f = αr ∈ D4 bulu-

nur.

(α−rf)(2) = 4 olsun. β = (24) oldu§undan (βα−rf)(2) = 2 olup βα−rf simet-

risi 1 ve 2 kö³elerini sabitler. Dolay�s�yla βα−rf simetrisi tüm noktalar� sabitler

ve buradan βα−rf = e4 elde edilir. β = β−1 oldu§undan e³itli§in her iki taraf�

s�ras�yla β ve αr ile çarp�l�rsa f = αrβ ∈ D4 bulunur. Sonuç olarak G = D4 dür.

D4 grubunun e³lenik s�n��ar� {e4}, {α, α3}, {α2}, {αβ, α3β} ve {β, α2β} d�r.
Buradan merkez elemanlar e4 ve α2 olup Z(D4) = {e4, α2} bulunur. Merkezle³ti-

riciler de benzer elemanter i³lemlerle bulunabilir.

(4) Bir ÂBC e³kenar üçgeninin simetrilerinin grubunun S3 oldu§unu göstere-

lim. Düzlemde merkezi orijine sabitlenmi³ ve kö³eleri s�ras�yla 1, 2, 3 olarak nu-

maraland�r�lm�³ ÂBC e³kenar üçgenini alal�m. I3 = {1, 2, 3} olmak üzere e³kenar

üçgenin simetrileri S3 grubunda kapsan�r. Merkezi sabit tutarak üçgenin saatin tersi

yönünde 120 derece döndürelim ve bu döngüye α diyelim. Bu takdirde α = (123)

olup tekrar bir daha 120 derece döndürülürse α2 = (132) dir. Son olarak üçgene bir

kez daha ayn� derece ile döngü uygulan�rsa α3 = e3 elde edilir. �imdi A kö³esine
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ait kenarortaya göre yans�ma β olsun. β = (23) olup benzer ³ekilde B kö³esine

ait kenarortaya göre yans�ma π = (13), C kö³esine ait kenarortaya göre yans�ma

δ = (12) dir. Dolay�s�yla e³kenar üçgenin tüm simetrilerinin kümesi S3 grubudur.

(5) G grup olsun. a ∈ G eleman� G grubunda mertebesi n olan tek eleman ise a ∈
Z(G) dir, gösterelim. e ̸= b ∈ G key� eleman�n� alal�m. |a| = |bab−1| oldu§undan
hipotez gere§ince a = bab−1 yaz�l�r. Dolay�s�yla a eleman�n�n tüm e³lenikleri kendisi

olup a merkez elemand�r.

(6) G grup ve x, a ∈ G olsun. k ∈ Z+ olmak üzere x−1ax = ak iken her n ∈ N
için x−naxn = ak

n

oldu§unu gösterelim. n üzerine tümevar�m uygulayal�m.

n = 2 için x−2ax2 = x−1(x−1ax)x dir ve böylece x−1ax = ak e³itli§i yerine

yaz�l�rsa

x−2ax2 = x−1(x−1ax)x

= x−1akx

= x−1a (xx−1)a(xx−1)a...(xx−1)︸ ︷︷ ︸
(k−1)−tane

ax

= (x−1ax)(x−1ax)...(x−1ax)︸ ︷︷ ︸
k−tane

= (x−1ax)k

= (ak)k

= ak
2

dir.

n > 1 olmak üzere n den küçük tüm do§al say�lar için iddian�n do§ru oldu§unu

kabul edelim. x−naxn = x−1(x−n+1axn−1)x olup tümevar�m kabulümüz gere§i

x−n+1axn−1 = ak
n−1

al�n�rsa

x−naxn = x−1(x−n+1axn−1)x

= x−1ak
n−1

x

= (x−1ax)k
n−1

= (ak)k
n−1

= ak
n

elde edilir.

(7) G grup olmak üzere a, b ∈ G olsun. a−1b2a = ba iken a = b dir, gösterelim.

a−1b2a = ba ise, a(a−1b2a)a−1 = a(ba)a−1 olup birle³me özelli§i sa§land�§�ndan

gerekli düzenlemeler yap�l�rsa b2 = bb = ab e³itli§i elde edilir. Sadele³tirme özelli§i

gere§i a = b oldu§u görülür.
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(8) Z3 = {0, 1, 2} ve Z4 = {0, 1, 2, 3} olmak üzere Z3 ⊕ Z4 ⊕ Z4 grubu, birim

eleman� e = (0, 0, 0) ve mertebesi 48 olan direkt toplamd�r.�
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2.1 Al�³t�rmalar

1. x bilinmeyeni 0 ve 1 den farkl� olmak üzere f1(x) = x, f2(x) = 1
1−x , f3(x) =

x−1
x kurallar� ile tan�ml� f1, f2, f3 fonksiyonlar� aras�nda "◦" bile³ke ikili

i³lemi,

1 ≤ i, j ≤ 3 için fi, fj herhangi iki fonksiyon olmak üzere (fi ◦ fj)(x) =

fi(fj(x)) ³eklinde tan�mlans�n. Bu takdirdeG = {f1, f2, f3} kümesinin verilen

ikili i³leme göre grup olup olmad�§�n� ara³t�r�n�z.

2. G = { a+
√
2b | a, b ∈ Q, a · b ̸= 0} ³eklinde verilen kümenin çarpma i³lemine

göre grup oldu§unu gösteriniz.

3. a, b, c, d; ad− bc = 1 e³itli§ini sa§layan tam say�lar ve x de herhangi bir reel

say� olmak üzere x → f(x) = ax+b
cx+d ³eklinde tan�mlanan tüm f : R −→ R

dönü³ümlerinin kümesi G ile gösterilsin.

� Her f ∈ G dönü³ümünün reel say�lar kümesini, reel say�lar kümesine

bire-bir ve örten olarak resmetti§ini gösteriniz.

� G nin dönü³ümlerin çarp�m� kural�na göre bir grup olup olmad�§�n� ara³-

t�r�n�z.

4. G grup olsun. Her a, b ∈ G için (ab)2 = a2b2 ise, G nin abel grubu oldu§unu

gösteriniz.

5. G abel grubu olsun. Bu takdirde her a, b ∈ G ve her k ∈ Z için (ab)k = akbk

oldu§unu kan�tlay�n�z.

6. G grup olsun. Her a, b ∈ G için a−1b2a = ba ise, a = b oldu§unu gösteriniz.

7. G grup ve a, b ∈ G olsun. xax = b denkleminin G grubunda bir çözümünün

olmas� için gerek ve yeter ko³ul c = ab eleman�n�n gruptaki bir eleman�n

karesi formunda olmas�d�r. Gösteriniz.

8. G grup ve a, b, ∈ G olmak üzere a3b = ba3 olsun. a5 = e ise, ab = ba oldu§unu

gösteriniz.

9. A³a§�da verilen matematiksel sistemlerden hangilerinin (yar�) grup oldukla-

r�n� belirleyiniz.

� a, b ∈ N için a ∗ b = a, (N, ∗)

� a, b ∈ Z için a ∗ b = a− b, (Z, ∗)
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� a, b ∈ R için a ∗ b = |a|b, (R, ∗)

� a, b ∈ R için a ∗ b = a+ b+ 1, (R, ∗)

� a, b ∈ R için a ∗ b = a+ b− ab, (R, ∗)

� a, b ∈ Q için a ∗ b = ab
2 , (Q, ∗)

10. G grup ve a ∈ G için |a| = n olsun. ebob(p, n) = 1 olacak ³ekilde 1 ≤ p < n

için |ap| = n oldu§unu gösteriniz.

11. G grup olmak üzere a ∈ G olsun. Her x ∈ G için fa(x) = axa−1 ile tan�ml�

fa : G −→ G dönü³ümünün SG grubunun eleman� oldu§unu gösteriniz. Ayr�ca

(fa)
−1 dönü³ümünü karakterize ediniz.

12. G = Z× Z kümesinde

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, (−1)cb+ d)

ile "∗" ikili i³lemi tan�mlan�yor. G kümesinin verilen bu ikili i³leme göre grup

yap�s�na sahip oldu§unu gösteriniz.

13. Q(i
√
5) = {a + i

√
5b| a, b ∈ Q} kümesinin kompleks say�lardaki toplama ve

çarpma i³lemlerine göre grup olup olmad�§�n� ara³t�r�n�z.

14. R∗ kümesinde

a ∗ b = |a|b

ile bir "∗" i³lemi tan�mlan�yor. R\{0} kümesinin verilen bu i³leme göre grup

olup olmad�§�n� ara³t�r�n�z.

15. R kümesinde

a ∗ b = |a− b|

ile bir "∗" i³lemi tan�mlan�yor. R kümesinin verilen bu i³leme göre grup olup

olmad�§�n� ara³t�r�n�z.

16. R kümesinde

a ∗ b = min{a, b}

ile bir "∗" i³lemi tan�mlan�yor. R kümesinin verilen bu i³leme göre grup olup

olmad�§�n� ara³t�r�n�z.
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17. Negatif olmayan reel say�lar�n kümesi R≥0 üzerinde

a ∗ b =
√
a2 + b2

ile bir "∗" i³lemi tan�mlan�yor. R≥0 kümesinin verilen bu i³leme göre grup

olup olmad�§�n� ara³t�r�n�z.

18. G = {(a, b, c) | a, b, c ∈ Zp, p ∈ P} kümesinde

(a, b, c) ∗ (f, g, h) = (a+ f, b+ g, c+ h− bf)

ile "∗" ikili i³lemi tan�mlan�yor. G kümesinin bu i³leme göre p3 mertebeli

de§i³meli olmayan grup oldu§unu gösteriniz.

19. G = {(a, b) | a ∈ Zp ve b ∈ Zp2 , p ∈ P} kümesinde

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d+ bcp)

ile "∗" ikili i³lemi tan�mlan�yor. G kümesinin bu i³leme göre p3 mertebeli

de§i³meli olmayan grup oldu§unu gösteriniz.

20. G grup olmak üzere a, b ∈ G olsun. a−1b2a = b3 ve a2 = e iken b5 = e

oldu§unu gösteriniz.
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2.2 Simetri Gruplar� ve Dihedral Gruplar

Bu bölümde, R2 nin uzakl�§� koruyan fonksiyonlar�n� (izometrilerini) karakterize

edece§iz ve R2 nin bo³tan farkl� bir alt kümesinin simetri grubunu tan�taca§�z.

Özellikle, n > 2 olmak üzere düzgün n-genin simetri grubu olan Dihedral grubu

in³a edece§iz. Sonlu grup teorisinde Dihedral gruplar önemli bir yer tutmaktad�r.

�lk olarak R2 nin uzakl�§� koruyan fonksiyonlar�n� verelim. f : R2 −→ R2 bir

fonksiyon olsun. Standart norma göre her A, B ∈ R2 için

d(f(A), f(B)) = ∥f(A)− f(B)∥ = ∥A−B∥ = d(A, B)

ise, f fonksiyonuna izometri denir. f : R2 −→ R2 izometri olmak üzere A, B ∈ R2

için f(A) = f(B) ise,

0 = ∥f(A)− f(A)∥ = ∥f(A)− f(B)∥ = ∥A−B∥

oldu§undan A = B olup f bire-bir fonksiyondur. �imdi R2 üzerinde tan�ml� öte-

leme, orijin merkezli döngü ve x-eksenine göre yans�ma fonksiyonlar�n�n birer izo-

metri oldu§unu gösterelim ve R2 nin herhangi bir izometrisinin verilen bu üç izo-

metrinin bile³kesi olarak yaz�labildi§ini kan�tlayal�m.

Yard�mc� Teorem 2.2.1. (a, b) ∈ R2 verilsin. Her (x, y) ∈ R2 için

υa,b(x, y) = (x+ a, y + b)

ile tan�ml� υa, b : R2 −→ R2 öteleme fonksiyonu, R2 kümesinin permütasyonu ve

izometrisidir. Özellikle, fonksiyonlar�n bile³kesine göre (υa,b)
−1 = υ−a,−b dir.

Kan�t. (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2 olmak üzere (x1, y1) = (x2, y2) ise, x1 = x2 ve

y1 = y2 olup x1 + a = x2 + a ve y1 + b = y2 + b e³itlikleri sa§lan�r. Böylece son

e³itliklerden

υa,b(x1, y1) = (x1 + a, y1 + b)

= (x2 + a, y2 + b)

= υa,b(x2, y2)

olup υa, b : R2 −→ R2 dönü³ümü bir fonksiyondur. (c, d) ∈ R2 key� bir eleman

olsun. (a, b) ∈ R2 oldu§undan (x, y) = (c− a, d− b) ∈ R2 al�n�rsa,

υa,b(x, y) = ((c− a) + a, (d− b) + b) = (c, d)

olup υa,b örtendir. (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2 olmak üzere υa,b(x1, y1) = υa,b(x2, y2)

olsun. Bu takdirde
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υa,b(x1, y1) = (x1 + a, y1 + b) = υa,b(x2, y2) = (x2 + a, y2 + b)

olup (x1, y1) = (x2, y2) dir. Dolay�s�yla υa, b : R2 −→ R2 dönü³ümü bire-bir ve

örten fonksiyondur (bir ba³ka deyi³le, R2 nin bir permütasyonu olup υa,b ∈ SR2 dir).

Düzlemde A(x1, y1) ve B(x2, y2) noktalar� verilsin. A ve B noktalar� aras�ndaki

uzakl�§� d(A, B) ile gösterelim. Bu takdirde,

d(υa, b(A), υa, b(B)) = d((x1 + a, y1 + b), (x2 + a, y2 + b))

=
√
[(x1 + a)− (x2 + a)]2 + [(y1 + b)− (y2 + b)]2

=
√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2

= d(A, B)

olup verilen dönü³üm bir izometridir.

(x, y) ∈ R2 için

(υa, bυ−a,−b)(x, y) = υa, b(υ−a,−b(x, y))

= υa, b(x− a, y − b)
= ((x− a) + a, (y − b) + b)

= (x, y) = IR2(x, y)

ve benzer i³lemler ile (υ−a,−bυa, b)(x, y) = IR2(x, y) old§undan Teorem 2.1.1 gere§i

(υa, b)
−1 = υ−a,−b dir.

Örnek 2.2.1. Tüm υa, b : R2 −→ R2 ötelemelerinin kümesi T = {υa, b | (a, b) ∈
R2} olsun. Fonksiyonlar�n bile³kesi i³lemini alal�m. (a, b), (c, d) ∈ R2 olmak üzere

her (x, y) ∈ R2 için

(υa, bυc, d)(x, y) = υa, b(υc, d(x, y)) = υa, b(x+ c, y + d)

= ((x+ c) + a, (y + d) + b) = (x+ (a+ c), y + (b+ d))

= υa+c, b+d(x, y)

oldu§undan (T, ◦) ikilisi bir cebirsel yap�d�r. T kümesinin bile³ke "◦" i³lemine

göre G1 özelli§ini sa§lad�§� gösterilebilir. (T, ◦) cebirsel yap�s�n�n birim eleman�

υ0,0 d�r. Yard�mc� teorem 2.2.1 gere§i υa, b ∈ T eleman�n�n tersi υ−a,−b dir. Her

(a, b), (c, d) ∈ R2 için υa, bυc, d = υc, dυa, b e³itli§i sa§land�§�ndan (T, ◦) cebirsel ya-
p�s� abel grubudur. Özellikle, T kümesinin her eleman� R2 nin bir permütasyonu

oldu§undan T ≤ SR2 alt gruptur.�

Yard�mc� Teorem 2.2.2. α aç�s� verilsin. R2 nin orijin etraf�nda α aç�s� ka-

dar saat yönünün tersine döndürülmesiyle tan�ml� Rα : R2 −→ R2 döngüsü, her
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(x, y) ∈ R2 için

Rα(x, y) = (xcos(α) + ysin(α), −xsin(α) + ycos(α))

ile tan�ml� fonksiyonudur ve izometridir. Özellikle, Rα ∈ SR2 ve (Rα)
−1 = R−α

d�r.

Kan�t. Analitik geometri derslerinden R2 nin orijin etraf�nda α aç�s� kadar döndü-

rülmesiyle tan�ml� Rα : R2 −→ R2 döngüsünün, her (x, y) ∈ R2 için

Rα(x, y) = (xcos(α) + ysin(α), −xsin(α) + ycos(α))

³eklinde oldu§unu biliyoruz. Rα(x1, y1) = Rα(x2, y2) ise,

x1cos(α) + y1sin(α) = x2cos(α) + y2sin(α)

ve

−x1sin(α) + y1cos(α) = −x2sin(α) + y2cos(α)

e³itlikleri yaz�labilir. x1cos(α) + y1sin(α) = x2cos(α) + y2sin(α) e³itli§inin her iki

taraf� cos(α) ile çarp�l�rsa,

x1cos
2(α) + y1sin(α)cos(α) = x2cos

2(α) + y2sin(α)cos(α)

e³itli§i ve −x1sin(α) + y1cos(α) = −x2sin(α) + y2cos(α) e³itli§inin her iki taraf�

−sin(α) ile çarp�l�rsa,

x1sin
2(α)− y1cos(α)sin(α) = x2sin

2(α)− y2cos(α)sin(α)

e³itli§i elde edilir. Son elde edilen e³itlikleri taraf tarafa toplayal�m. Buradan

x1(cos
2(α) + sin2(α)) = x2(cos

2(α) + sin2(α))

olup cos2(α) + sin2(α) = 1 oldu§undan x1 = x2 e³itli§i elde edilir. Benzer i³lemler

ile y1 = y2 e³itli§i gösterilebilir. Böylece Rα(x1, y1) = Rα(x2, y2) iken (x1, y1) =

(x2, y2) olup Rα fonksiyonu bire-birdir.

(a, b) ∈ R2 key� bir eleman olsun. xcos(α) + ysin(α) = a ve −xsin(α) +
ycos(α) = b denklemlerinin çözümünün mevcut oldu§unu gösterelim. xcos(α) +

ysin(α) = a e³itli§inin her iki taraf� cos(α) ile−xsin(α)+ycos(α) = b e³itli§inin her

iki taraf� −sin(α) ile çarp�l�p taraf tarafa toplama yap�l�rsa, x = acos(α)− bsin(α)
elde edilir. Benzer yöntem ile y = asin(α) + bcos(α) oldu§u görülebilir. Böylece

X =

(
x

y

)
, ∆ =

(
cos(α) −sin(α)
sin(α) cos(α)

)
ve B =

(
a

b

)
al�n�rsa, det(∆) = 1

olup ∆−1X = B denklem sisteminin bir tek X0 çözümü mevcuttur. Dolay�s�yla Rα

örten fonsiyondur.
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Rα permütasyonunun izometri oldu§unu gösterelim. A(x1, y1) ve B(x2, y2) her-

hangi iki nokta olsun. A−B = (x1 − x2, y1 − y2) = (x, y) ve

Rα(A) − Rα(B) = (xcos(α) + ysin(α), −xsin(α) + ycos(α)) oldu§undan gerekli

düzenleme yap�l�rsa,

∥Rα(A)−Rα(B)∥ =
√
x2(cos2(α) + sin2(α)) + y2(cos2(α) + sin2(α))

=
√
x2 + y2

=
√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2

= ∥A−B∥

olup Rα bir izometridir.

Rα bire-bir ve örten fonksiyon oldu§undan ters fonksiyonu vard�r. �imdi (Rα)
−1 =

R−α oldu§unu gösterelim.

RαR−α(x, y) = Rα(xcos(−α) + ysin(−α),−xsin(−α) + ycos(−α))
= ((xcos(α)− ysin(α))cos(α) + (xsin(α) + ycos(α))sin(α),

−(xcos(α)− ysin(α))sin(α) + (xsin(α) + ycos(α))cos(α))

= xcos2(α)− ysin(α)cos(α) + xsin2(α) + ycos(α)sin(α),

−xsin(α)cos(α) + ysin2(α) + xsin(α)cos(α) + ycos2(α)

= (x, y) = IR2(x, y)

e³itli§i gere§i RαR−α = IR2 dir. Benzer i³lemler ile R−αRα = IR2 olup Teorem

2.1.1 gere§i (Rα)
−1 = R−α dir.

Örnek 2.2.2. Orijin etraf�nda tan�ml� tüm döngülerin kümesini D ile gösterelim.

Rα, Rβ ∈ D key� elemanlar olmak üzere her (x, y) ∈ R2 için

(RαRβ)(x, y) = Rα+β(x, y) = (RβRα)(x, y)

olup (D, ◦) cebirsel yap�d�r. Birim eleman α = 0 aç�s� için R0 ve Yard�mc� teorem

2.2.2 den herhangi bir α aç�s� için R−1
α = R−α d�r. Sonuç olarak düzlemdeki ori-

jin etraf�nda döngülerin kümesi D, fonksiyonlar�n bile³kesine göre abel grubudur.

Özellikle, D kümesinin her eleman� R2 nin bir permütasyonu oldu§undan D ≤ SR2

alt gruptur.�

Yard�mc� Teorem 2.2.3. Her (x, y) ∈ R2 için

y0(x, y) =

{
(x, 0) y = 0 ise

(x, −y) y ̸= 0 ise
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ile tan�ml� y0 : R2 −→ R2 yans�ma fonksiyonu, permütasyondur ve izometridir.

Özellikle, y−1
0 = y0 d�r.

Kan�t. y0 : R2 −→ R2 fonksiyonunun bire-bir ve örten oldu§u aç�kt�r. y0 permü-

tasyonunun izometri oldu§unu gösterelim. y ̸= 0 durumu için kan�t yapal�m (y = 0

durumu için kan�t a³ikard�r). A(x1, y1) ve B(x2, y2) herhangi iki nokta olmak üzere

A−B = (x1 − x2, y1 − y2) dir.
y0(A)− y0(B) = (x1, −y1)− (x2, −y2) = (x1 − x2, y2 − y1) oldu§undan

∥y0(A)− y0(B)∥ =
√

(x1 − x2)2 + (y2 − y1)2

=
√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2

= ∥A−B∥

dir ve böylece y0 : R2 −→ R2 yans�ma fonksiyonu bir izometridir. Son olarak y0
permütasyonunun tersinin kendisi oldu§unu kan�tlayal�m. (x, y) ∈ R2 herhangi bir

eleman olmak üzere

(y20)(x, y) = y0(x, −y) = (x, −(−y)) = (x, y)

oldu§undan Teorem 2.1.1 gere§i y−1
0 = y0 d�r.

Her (x, y) ∈ R2 için

x0(x, y) =

{
(0, y) x = 0 ise

(−x, y) x ̸= 0 ise

ile tan�ml� x0 : R2 −→ R2 yans�ma fonksiyonunun, permütasyon, izometri ve x−1
0 =

x0 oldu§u Yard�mc� teorem 2.2.3 ün kan�t�na benzer ³ekilde gösterilebilir.

R2 kümesinin tüm izometrilerinin kümesini Izom(R2) ile gösterelim.

IR2 : R2 −→ R2 birim dönü³ümü izometri oldu§undan IR2 ∈ Izom(R2) ̸= ∅ d�r.
f, g ∈ Izom(R2) ise, her A, B ∈ R2 için

∥(gf)(A)− (gf)(B)∥ = ∥g(f(A))− g(f(B))∥ = ∥f(A)− f(B)∥ = ∥A−B∥

oldu§undan gf ∈ Izom(R2) dir. O halde (Izom(R2), ◦) cebirsel yap�d�r. Fonksi-

yonlar�n bile³ke i³lemi birle³me özelli§ini sa§lad�§�ndan (Izom(R2), ◦) yar� gruptur.
Ayr�ca her f ∈ Izom(R2) için fIR2 = IR2f = f oldu§undan (Izom(R2), ◦) mono-

iddir.

Teorem 2.2.1. f ∈ Izom(R2) izometrisi, bir yans�man�n, bir dönmenin ve bir

ötelemenin bile³kesidir. Özellikle, f permütasyondur ve Izom(R2) ≤ SR2 dir.
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Kan�t. f ∈ Izom(R2) olmak üzere A = (0, 0), B = (1, 0) ve C = (0, 1) olsun.

Kan�t� ad�mlar izleyerek yapal�m.

1. ad�m: f(0, 0) = (a, b) ise, (υ−a,−bf)(A) = (υ−a,−bf)(0, 0) = (0, 0) = A d�r.

2. ad�m: B
′
= (υ−a,−bf)(B) olsun. Bu takdirde,

1 = ∥A−B∥
= ∥(υ−a,−bf)(A)− (υ−a,−bf)(B)∥
= ∥A−B′∥

dir. A = (0, 0) orijin oldu§undan B
′
noktas� birim çember üzerindedir ve bun-

dan dolay� belirli bir α aç�s� için B
′
= (cos(α), sin(α)) ³eklinde yaz�labilir. �imdi

R−α(B
′
) = R−α(cos(α), sin(α)) = (1, 0) = B dir. Benzer ³ekilde R−α(A) = A

d�r.

3. ad�m: (R−αυ−a,−bf)(C) = C
′
olsun.

1 = ∥A− C∥
= ∥(R−αυ−a,−bf)(A)− (R−αυ−a,−bf)(C)∥
= ∥A− C ′∥

ve

√
2 = ∥B − C∥

= ∥(R−αυ−a,−bf)(B)− (R−αυ−a,−bf)(C)∥
= ∥B − C ′∥

dür. Dolay�s�yla C
′
= (0, 1) veya C

′
= (0, −1) olmal�d�r.

C
′
= (0, 1) olsun. IR2 : R2 −→ R2 birim dönü³ümü için

g := IR2R−αυ−a,−b = R−αυ−a,−b ∈ Izom(R2)

izometrisini alal�m. (gf)(A) = (fg)(A) = A, (gf)(B) = (fg)(B) = B ve (gf)(C) =

(fg)(C) = C oldu§undan gf = fg = IR2 olup

f = g−1 = (R−αυ−a,−b)
−1 = υa,bRα

dir.

C
′
= (0, −1) olsun. g := y0R−αυ−a,−b ∈ Izom(R2) izometrisini alal�m. (gf)(A) =

(fg)(A) = A, (gf)(B) = (fg)(B) = B ve (gf)(C) = (fg)(C) = C oldu§undan

gf = fg = IR2 olup

f = g−1 = (y0R−αυ−a,−b)
−1 = υa,bRαy0
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dir. f fonksiyonunun tersi mevcut oldu§undan örten oldu§u aç�kt�r. Dolay�s�yla

f ∈ SR2 olup Izom(R2) ≤ SR2 alt gruptur.

R2 kümesinin bo³tan farkl� herhangi bir alt kümesine geometrik ³ekil ad�
verilir. E bir geometrik ³ekil ve f ∈ Izom(R2) olsun. f(E) = E ise, (yani, f |E :

E −→ E permütasyon ise) f izometrisine E geometrik ³eklinin simetrisi denir.
E geometrik ³eklinin tüm simetrilerinin kümesi I(E) ile gösterilir. IR2(E) = E

oldu§undan IR2 ∈ I(E) ̸= ∅ d�r. (I(E), ◦) ≤ (Izom(R2), ◦) alt grup oldu§u aç�kt�r.

I(E) ≤ Izom(R2) alt grubuna E geometrik ³eklinin simetri grubu denir.

�imdi n > 2 olmak üzere bir düzgün n-genin simetri grubunu in³a edelim. Düz-

lemde düzgün n-geni ∆n ile gösterelim (yani, düzgün n-gen üzerindeki noktalar�n

kümesi). ∆n bir ve yaln�z bir çevrel çembere sahiptir ve bu çevrel çemberin merkezi

düzgün n-genin merkezi olarak adland�r�l�r. I(∆n) simetri grubunu in³a etmeden

önce a³a§�daki yard�mc� teoremleri verelim.

Yard�mc� Teorem 2.2.4. f ∈ I(∆n) ve ∆n n�n merkezi A(a, b) olsun. Bu tak-

dirde, f(A) = A d�r.

Kan�t. X(x, y) ∈ ∆n herhangi bir nokta olmak üzere ∥AX∥ = ∥X − A∥ = r,

f(A) = A
′
ve f(X) = X

′
olsun. f izometri oldu§undan

∥A′
X

′∥ = ∥X ′ −A′∥ = ∥f(X)− f(A)∥ = ∥X −A∥ = ∥AX∥ = r

dir. MerkeziA
′
ve yar�çap� r olan çemberi C ile gösterelim. f(∆n) = ∆n oldu§undan

C çemberi, ∆n düzgün n-geninin çevrel çemberidir. Çevrel çemberin tekli§inden

dolay� f(A) = A
′
= A olup istenilen elde edilir.

Yard�mc� teorem 2.2.4 gere§i birim dönü³ümden ba³ka düzlemdeki hiçbir öte-

leme ∆n n�n simetrisi olamaz.

Yard�mc� Teorem 2.2.5. f ∈ I(∆n) olmak üzere ∆n n�n herhangi bir kö³esi K

olsun. Bu takdirde, f(K) noktas� da ∆n n�n bir kö³esidir. Bir ba³ka ifadeyle, f

simetrisi bir kö³eyi bir kö³eye dönü³türür.

Kan�t. ∆n n�n herhangi bir kö³esi K ve merkezi A olsun. Yard�mc� teorem 2.2.4

gere§i f(A) = A d�r. r çevrel çemberin yar�çap� olmak üzere

∥A−K∥ = ∥f(A)− f(K)∥ = ∥A− f(K)∥ = r

oldu§undan f(K) noktas�, çevrel çemberin üzerindedir. ∆n n�n çevrel çemberi üze-

rindeki noktalar� kö³eler oldu§undan f(K) noktas�, ∆n n�n bir kö³esidir.
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Genelli§i bozmadan ∆n düzgün n-geninin çevrel çemberini orijin merkezli birim

çember olarak alabiliriz. I(∆n) = Dn ile gösterilir ve Dn simetri grubuna n. mer-
tebeden Dihedral grup ad� verilir.∆n n�n kö³elerini s�ras�yla 1, 2, ..., n ile numa-

raland�ral�m. 1 ≤ k ≤ n olmak üzere k. kö³e ile orijinden geçen do§ru dk olsun. d2
do§rusunun e§im aç�s� α = 2π

n olup her bir dk do§rusunun e§im aç�s� αk = (k−1)α

d�r (∆n düzgün n-gen oldu§undan aç�lar e³ittir). r := Rα döngüsünü alal�m. Bu

takdirde, her k = 1, 2, ..., n için r(∆n) = ∆n olup r ∈ Dn dir. Her k = 1, 2, ..., n

için Rαk
= rk oldu§u aç�kt�r ve Sonuç 2.1.3 gere§i {e, r, r2, ..., rn−1} ≤ Dn alt

gruptur. ∆n düzgün n-geninin orijin etraf�nda döngülerinin kümesi R(∆n) olsun.

{e, r, r2, ..., rn−1} ⊆ R(∆n) oldu§u aç�kt�r. {e, r, r2, ..., rn−1} = R(∆n) oldu§unu

gösterelim.

f ∈ R(∆n) herhangi bir döngü olsun. 1 ≤ i ≤ j ≤ n olmak üzere Yard�mc�

teorem 2.2.5 gere§i f(i) = j olmal�d�r. di do§rusunun e§im aç�s� αi = (i−1)α ve dj
do§rusunun e§im aç�s� αj = (j − 1)α oldu§undan f döngüsünün aç�s� ω = (j − i)α
olup f = Rω = Rjα−iα = Rαj+1

(Rαi+1
)−1 ∈ {e, r, r2, ..., rn−1} d�r. Dolay�s�yla

R(∆n) = {e, r, r2, ..., rn−1} e³itli§i elde edilir ve |r| = n oldu§u görülür.

Di§er taraftan r(1) = 2, r(2) = 3, ..., r(n) = 1 oldu§undan r simetrisi, {1, 2, ..., n}
kümesi üzerinde a = (123...n) permütasyonunu tan�mlar. Tersine; a = (123...n)

permütasyonu, α = 2π
n aç�s�yla belirli tek türlü olarak r döngü fonksiyonunu ta-

n�mlar. Bundan dolay� r simetrisini kö³elerin de§i³imi üzerinden de§erlendirmek

yeterlidir. Böylece r yerine a = (123...n) permütasyonu al�nabilir.

s := y0 yans�ma izometrisini alal�m. s(∆n) = ∆n oldu§undan s ∈ Dn dir. s

simetrisi, y = 0 do§rusuna göre yans�ma fonksiyonu oldu§undan üzerindeki nokta-

lar� yine kendisine götürür ve bundan dolay� s(1) = 1 olup s /∈ {e, r, r2, ..., rn−1}
d�r. s simetrisi de kö³eler üzerinden de§erlendirilebilir. Gerçekten; n çift tamsay�

ise, (n2 + 1)-inci kö³enin yeri (−1, 0) olup s simetrisi b =
( 2 3 ... n

2

n n−1 ... n
2 +2

)
per-

mütasyonunu tan�mlar (n = 6 ise, b =
(
2 3
6 5

)
). n tek tam say� ise, y0 simetrisi

b =
( 2 3 ... n+1

2

n n−1 ... n+1
2 +1

)
permütasyonunu tan�mlar (n = 7 ise, b =

(
2 3 4
7 6 5

)
). Tersine;

verilen b permütasyonuna kar³�l�k s simetrisi tek türlü olarak belirlenir (1 numaral�

kö³enin düzlemdeki yeri (1, 0) d�r. 2 numaral� kö³enin yeri (x, y) ise, n numaral�

kö³enin yeri (x, −y) olup 2 ile n numaral� kö³elerin orta noktas� (x, 0) d�r. Dola-

y�s�yla (1, 0) ve (x, 0) noktalar�ndan geçen do§ru y = 0 olup b permütasyonu y0

simetrisini tek türlü olarak belirler). Dolay�s�yla s simetrisini de b permütasyonu

üzerinden çal�³mak yeterlidir.

Dn grup oldu§undan sr, sr2, ..., srn−1 birbirinden farkl� elemanlar olup r,

r2, ..., rn−1, sr, sr2, ..., srn−1 ∈ Dn dir. O halde |Dn| ≥ 2n oldu§u aç�kt�r.

|Dn| = 2n oldu§unu gösterelim. f ∈ Dn key� bir eleman olsun. Yard�mc� teorem
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2.2.5 gere§i f kö³eleri kö³elere götürür ve bundan dolay� f(1), n farkl� de§er alabilir.

1 ≤ i ≤ n olmak üzere f(1) = i olsun. f izometri oldu§undan f(2) kö³esi ile f(1)

kö³esi aras�ndaki uzakl�k 1 ile 2 numaral� kö³eler aras�ndaki uzakl�§a e³it olmal�d�r.

Dolay�s�yla f(2) = i+ 1 veya f(2) = i− 1 dir (burada i = 1 ise, n modülüne göre

(i−1)-inci kö³e n dir). f(2) = i+1 ise, f izometrisi kö³eleri kö³elere götürdü§ünden

f(3) = i+2 olmal�d�r. Benzer yöntem ile f(2) = i−1 ise, f(3) = i−2 dir. Bu ³ekilde

devam edilirse, di§er kö³eler içinde bir tek durum söz konusudur. O halde f(1), n

farkl� de§er ve f(2) iki farkl� de§er al�rken di§er kö³elerin f alt�ndaki görüntüsü tek

olarak belirlidir. Dolay�s�yla f simetrisi, en fazla 2n farkl� ³ekilde seçilebilir olup

|Dn| = 2n dir. Böylece

Dn = {e, r, r2, ..., rn−1, sr, sr2, ..., srn−1}

elde edilir. Ayr�ca 0 ≤ i ≤ n olmak üzere tümevar�m ile sri = r−is oldu§u gösteri-

lebilir.
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2.2 Al�³t�rmalar

1. C çember olsun. I(C) simetri grubunu bulunuz.

2. α aç�s� verilsin. Eksenlerin orijin etraf�nda α aç�s� kadar döndürülmesiyle elde

edilen Rα : R2 −→ R2 fonksiyonun kural�n�n her (x, y) ∈ R2 için

Rα(x, y) = (xcos(α) + ysin(α), −xsin(α) + ycos(α))

oldu§unu kan�tlay�n�z.

3. E§im aç�s� α olan bir d do§rusunun orijine olan uzakl�§� r olsun. d do§rusu

üzerindeki bir noktay� kendisine ve d do§rusu üzerinde bulunmayan herhangi

bir noktay� d do§rusuna göre simetri§ine götüren yd : R2 −→ R2 yans�ma

fonksiyonunun kural�n�n her (x, y) ∈ R2 için β = 3π
2 + α olmak üzere

yd(x, y) = (xcos(2α)+ysin(2α)+2rcos(β), −xsin(2α)+ycos(2α)+2rsin(β))

oldu§unu kan�tlay�n�z.

4. Z(D3) ve Z(D4) merkezlerini bulunuz.

5. D3 ve D4 Dihedral gruplar�n�n alt gruplar�n� bulunuz.
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2.3 Simetrik Gruplar�n Elemanter Özellikleri

Bu bölümde, 0 < n ∈ N olmak üzere Sn simetrik grubunun elemanter özellikleri

üzerinde çal�³aca§�z ve grup teorisinde önemli bir yere sahip olan An ≤ Sn alterne

alt grubunu tan�taca§�z. Özellikle, Sn grubunun e³lenik s�n��ar�n� belirleyece§iz ve

bir α ∈ Sn permütasyonunun e³lenik s�n�f�n�n eleman say�s�n� karakterize edece§iz.

Teorem 2.3.1. π = (i1 i2 . . . ik) ∈ Sn bir k-döngü olsun. Bu takdirde, her α ∈ Sn

için απα−1 = (α(i1)α(i2) . . . α(ik)) d�r.

Kan�t. α ∈ Sn permütasyonu için In = {α(1), α(2), . . . , α(n)} ³eklinde yaz�labilir.
Buradan 1 ≤ r < k olacak ³ekildeki her r için

(απα−1)(α(ir)) = α(π((α−1α)(ir))) = (απ)(ir) = α(π(ir)) = α(ir+1)

ve

(απα−1)(α(ik)) = α(π((α−1α)(ik))) = (απ)(ik) = α(π(ik)) = α(i1)

dir. 1 ≤ r ≤ k iken x ̸= α(ir) ise, α bire-bir ve örten oldu§undan α−1(x) ̸= ir olup

(απα−1)(x) = α(π(α−1(x))) = α(α−1(x)) = (αα−1)(x) = en(x) = x

dir. Bundan dolay� απα−1 = (α(i1)α(i2) . . . α(ik)) e³itli§i elde edilir. �

Sonuç 2.3.1. π = (i1 i2 . . . ik) ve β = (j1j2...js) permütasyonlar� Sn grubunda iki

döngü olsun. π ile β permütasyonlar�n�n e³lenik olmas� için gerek ve yeter ko³ul

k = s olmas�d�r.

Kan�t. π ve β e³lenik ise, mertebeleri e³it olup s = |β| = |π| = k d�r. Tersine,

α =
(

1...j1 j2 ··· jk...n
a1...i1 i2 ··· ik...an

)
∈ Sn permütasyonu için Teorem 2.3.1'den

α−1πα = (α−1(i1)α
−1(i2)...α

−1(ik)) = (j1j2...jk) = β

olup π ile β döngüleri e³leniktir.�

Uygulama 2.3.1. �imdi Sn de k ≤ n olmak üzere k-döngülerin say�s�n� (veya veri-

len bir k-döngünün e³lenik s�n�f�n�n eleman say�s�n�) belirleyelim. In = {1, 2, ..., n}

kümesinde k-tane eleman seçimi (
n

k
) = n!

k!(n−k)! kadar yap�l�r. Bu seçimlerden bir

tanesi {i1, i2, ..., ik} ise, bu elemanlar�n farkl� (dairesel permütasyonlar�n say�s�)

k-döngü say�s� (k − 1)! olup Sn simetrik grubunda k-döngü say�s�

(k − 1)!(
n

k
) = (k − 1)! n!

k!(n−k)! =
n!

k(n−k)!
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bulunur.�

Örnek 2.3.1. (1) S4 simetrik grubunda π = (123) ve β = (234) 3-döngüleri Sonuç

2.3.1 gere§ince e³leniktir. Sonuç 2.3.1'in kan�t�ndaki yöntem kullan�l�rsa

α(2) = 1, α(3) = 2, α(4) = 3

olacak ³ekildeki α permütasyonu için α−1πα = β olup π ile β permütasyonlar�n�n

e³lenik oldu§u görülür. Ayr�ca S4 de 3-döngülerin say�s� veya (123) permütasyonu-

nun e³lenik s�n�f�n�n eleman say�s� Uygulama 2.3.1 gere§ince 4!
3(4−3)! = 8 bulunur.

(2) S3 simetrik grubunda 2-döngülerin say�s� ve 3-döngülerin say�s� s�ras� ile

Uygulama 2.3.1 gere§ince 3!
2(3−2)! = 3 ve 3!

3(3−3)! = 2 dir.

(3) n ≥ 7 olmak üzere α = (1257) ve β = (246) ise, Teorem 2.3.1 gere§ince

αβα−1 = (α(2)α(4)α(6)) = (546) d�r.

(4) n ≥ 8 olmak üzere α = (1357) ve β = (2368) olsun. γ(1357)γ−1 = (2368)

olacak ³ekildeki γ ∈ S8 eleman�n� bulal�m. Teorem 2.3.1 gere§i

γ(1357)γ−1 = (γ(1)γ(3)γ(5)γ(7)) = (2368)

oldu§undan γ =
(
1 2 3 4 5 6 7 8
2 1 3 4 6 5 8 7

)
= (12)(56)(78) elde edilir.�

A bo³tan farkl� bir küme olmak üzere SA grubunda al�nan key� bir permütasyon

yard�m�yla A kümesinin ayr�³�m� elde edilebilir. α ∈ SA verilsin. "a, b ∈ A olmak

üzere a ∼ b olmas� için gerek ve yeter ko³ul b = αk(a) olacak ³ekilde k ∈ N vard�r"

ile tan�ml� "∼" ba§�nt�s� A kümesi üzerinde denklik ba§�nt�s�d�r. α permütasyonuna

göre elde edilen a ∈ A eleman�n�n denklik s�n�f�na α'n�n yörüngesi ad� verilir.

S8 grubunda α = (136)(28)(457) permütasyonunun yörüngeleri {1, 3 = α(1), 6 =

α2(1)}, {2, 8 = α(2)} ve {4, 5 = α(4), 7 = α2(4)} olup bu kümeler I8'in ayr�³�m�d�r.

Teorem 2.3.2. n ≥ 2 olsun. Bu takdirde,

(1) Sn de her permütasyon ayr�k döngülerin çarp�m� ³eklinde tek türlü olarak

yaz�l�r;

(2) π ∈ Sn permütasyonunun mertebesi ayr�ld�§� ayr�k döngülerin mertebelerinin

en küçük ortak kat�d�r.

Kan�t. (1) n üzerine tümevar�m uygulayal�m. n = 2 için S2 = {e2, (12)} oldu-

§undan iddia aç�kt�r. n > 2 olmak üzere 2 ≤ k < n olacak ³ekilde tüm Sk per-

mütasyon gruplar� için iddian�n do§ru oldu§unu kabul edelim. π ∈ Sn birimden

farkl� permütasyon olsun. π permütasyonunun yörüngeleri ayr�kt�r. Her i ∈ Z+ için

πi(1) ∈ In olup {π(1), π2(1), . . . , πi(1), . . .} ⊆ In dir. In sonlu küme oldu§undan
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πk(1) = πm(1) olacak ³ekildem ve k tamsay�lar� vard�r. k > m olsun. j = k−m > 0

al�n�rsa πj(1) = 1 elde edilir. i tam say�s�, πi(1) = 1 olan en küçük pozitif tam say�

olsun. Bu takdirde A = {1, π(1), π2(1), . . . , πi−1(1)} kümesinin tüm elemanlar� bir-

birinden farkl� olup

τ = (1π(1)π2(1) . . . πi−1(1))

i-döngüsü tan�mlanabilir. B = In\A olmak üzere B = ∅ ise, A ⊆ In oldu§undan

A = In olup π = τ = (1π(1)π2(1) . . . πn−1(1)) n-döngüdür. B ̸= ∅ olsun. α = π|B
olmak üzere α = en ise, π = τ olup i-döngüdür. α birim permütasyondan farkl�

olsun. Tümevar�m kabulüne göre

πi(a) =

αi(a) a ∈ B ise

a a /∈ B ise

ile tan�ml� 1 ≤ i ≤ r için αi ler ayr�k olmak üzere α = α1α2 . . . αr ³eklinde yaz�-

labilir. Böylece π1, π2, . . . , πr ve τ ayr�k döngüler olup π = π1π2 . . . πrτ dir. Sonuç

olarak π ayr�k döngülerin çarp�m� olarak yaz�labilir.

Yaz�l�³�n tekli§ini göstermek için π permütasyonu π = π1π2 . . . πr = β1β2 . . . βs

olacak ³ekilde ayr�k döngülerin iki çarp�m� olarak yaz�labilsin. πi = (i1i2 . . . il)

olsun. Buradan π(i1) ̸= i1 elde edilir. Bu ise, i1 eleman�n�n bir βl taraf�ndan et-

kilenmesini sa§lar. Döngülerin ayr�k olmas�ndan dolay� 1 ≤ j ≤ s için öyle bir

βj permütasyonu vard�r ki; βj nin bir eleman� olarak i1 ortaya ç�kar. Bu takdirde

βj = (i1c2 . . . cm) ³eklinde yaz�labilir. �imdi

i2 = πi(i1) = π(i1) = βj(i1) = c2

i3 = πi(i2) = π(i2) = π(c2) = βj(c2) = c3

.. = ...

il = πi(il−1) = π(il−1) = π(cl−1) = βj(cl−1) = cl

tablosunu göz önüne alal�m. l < m ise,

i1 = πi(il) = π(il) = π(cl) = βj(cl) = cl+1

çeli³kisi elde edilir. Böylece l = m dir. Buradan 1 ≤ j ≤ s için πi = βj dir. Benzer

³ekilde 1 ≤ t ≤ r ve 1 ≤ k ≤ m için βk = πt elde edilir.

(2) |π| = r olsun. (1) gere§ince 1 ≤ i ≤ k için πi permütasyonlar� ti-döngü

olmak üzere π = π1π2...πk olacak ³ekilde ayr�k döngülerin çarp�m� olarak yaz�labilir.

ekok(t1, t2, ..., tk) = m olsun. Ayr�k döngüler de§i³meli oldu§undan

πm = πm
1 π

m
2 ...π

m
k = en
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elde edilir. Böylece Teorem 2.1.10 (1) gere§ince r|m dir. Di§er taraftan, |π| = r

oldu§undan her 1 ≤ i ≤ k için πr
i = en olup Teorem 2.1.10 (1) gere§ince ti|r dir.

Dolay�s�yla ekok(t1, t2, ..., tk) = m oldu§undan m|r olup r = m dir.�

Örnek 2.3.2. (1) S8 simetrik grubunda σ =
(
1 2 3 4 5 6 7 8
2 3 8 5 6 4 7 1

)
permütasyonunu ayr�k

döngülerin çarp�m� olarak yazal�m ve mertebesini hesaplayal�m. σ(1) = 2, σ2(1) =

3, σ3(1) = 8, σ4(1) = 1 olup

α = (σ(1)σ2(1)σ3(1)σ4(1)) = (2381) = (1238)

4-döngüdür. σ(4) = 5, σ2(4) = 6, σ3(4) = 4 oldu§undan

β = (σ(4)σ2(4)σ3(4)) = (456)

olup β 3-döngüdür. σ = (1238)(456)(7) = αβ dir. Ayr�ca Teorem 2.3.2 (2) gere§ince

|σ| = ekok(|α|, |β|) = 12 bulunur.

(2) n = 7 için Sn simetrik grubunda π =
(
1 2 3 4 5 6 7
6 3 5 2 4 7 1

)
permütasyonunu alal�m.

π(1) = 6, π2(1) = 7 ve π3(1) = 1 olup α1 = (167) 3-döngüsü elde edilir. π(2) = 3,

π2(2) = 5, π3(2) = 4 ve π4(2) = 2 olup α2 = (2354) 4-döngüsü elde edilir. Sonuç

olarak α1 ile α2 ayr�k döngüler olup π = α1α2 dir.�

Sonuç 2.3.2. n ≥ 2 olmak üzere Sn grubunda her permütasyon tranpozisyonlar�n

çarp�m� olarak yaz�l�r.

Kan�t. Bir döngü transpozisyonlar�n çarp�m� olarak yaz�labildi§inden Teorem 2.3.2

(1) gere§ince Sn grubunda her permütasyon tranpozisyonlar�n çarp�m� olarak ya-

z�l�r. �

Örnek 2.3.3. (1) S9 simetrik grubunda α =
(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 8 5 1 3 9 6 4 7

)
permütasyonu veril-

sin. α = (1284)(35)(697) olup Teorem 2.3.2 (2) gere§ince |α| = ekok(4, 2, 3) = 12

dir. Ayr�ca α = (14)(18)(12)(35)(67)(69) ³eklinde transpozisyonlar�n çarp�m�d�r.

(2) S5 simetrik grubunda α = (54)(12)(15)(24) permütasyonu verilsin. α =

(54)(12)(15)(24) oldu§undan α = (14)(25) ayr�k döngülerin çarp�m� ³eklinde yaz�-

labilir ve buradan |α| = 2 oldu§u görülür.�

Önerme 2.3.1. Sn grubunda e³lenik s�n��ar�n say�s� n do§al say�s�n�n ayr�³�mlar�

kadard�r.

Kan�t. α ∈ Sn olsun. Ayr�k döngülerin de§i³meli olmas�ndan dolay� genelli§i boz-

madan 1 ≤ r1 ≤ r2 ≤ ... ≤ rk ≤ n seçimi yap�larak Teorem 2.3.2 (1) gere§ince

ayr�k (1 ≤ j ≤ k) rj-döngülerinin

α = (i
(1)
1 i

(1)
2 ...i

(1)
r1 )(i

(2)
1 i

(2)
2 ...i

(2)
r2 )...(i

(k)
1 i

(k)
2 ...i

(k)
rk )
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çarp�m� ³eklinde tek türlü yaz�labilir. α bire-bir ve örten oldu§undan

r1 + r2 + ...+ rk = n

dir ve bu yaz�l�³ n do§al say�s�n�n bir ayr�³�m�d�r. Ayr�ca n do§al say�s�n�n her

ayr�³�m�na kar³�l�k bir permütasyon yaz�labilece§i aç�kt�r. �imdi α ve β permütas-

yonlar�n�n e³lenik olmas� için gerek ve yeter ko³ul bu iki permütasyonun n'nin ayn�

ayr�³�m�na sahip olmas�d�r, gösterelim. α ve β e³lenik ise, β = γ−1αγ olacak ³ekilde

γ ∈ Sn vard�r. Buradan

β = [γ−1(i
(1)
1 ...i

(1)
r1 )γ][γ−1(i

(2)
1 ...i

(2)
r2 )γ]...[γ−1(i

(k)
1 ...i

(k)
rk )γ]

olup Teorem 2.3.1 gere§i

β = (γ−1(i
(1)
1 )...γ−1(i

(1)
r1 ))(γ−1(i

(2)
1 )...γ−1(i

(2)
r2 ))...(γ−1(i

(k)
1 )...γ−1(i

(k)
rk ))

olacak ³ekilde ayr�k döngülerin çarp�m� ³eklinde yaz�l�r. Dolay�s�yla Teorem 2.3.2 (1)

den β permütasyonu α ile n'nin ayn� ayr�³�m�na sahiptir. Tersine, β permütasyonu

α ile β = (j
(1)
1 j

(1)
2 ...j

(1)
r1 )(j

(2)
1 j

(2)
2 ...j

(2)
r2 )...(j

(k)
1 j

(k)
2 ...j

(k)
rk ) olacak ³ekilde n'nin ayn�

ayr�³�m�na sahip olsun.

γ =
( 1...j

(1)
1 j

(1)
2 ··· j(1)r1

j
(2)
1 j

(2)
2 ··· j(2)r2

...j
(k)
1 j

(k)
2 ··· j(k)

rk
...n

a1...i
(1)
1 i

(1)
2 ··· i(1)r1

i
(2)
1 i

(2)
2 ··· i(2)r2

...i
(k)
1 i

(k)
2 ··· i(k)

rk
...an

)
permütasyonu için β = γ−1αγ olup istenilen elde edilir. Dolay�s�yla n do§al say�s�-

n�n her ayr�³�m�na kar³�l�k bir e³lenik s�n�f� denk gelir. Bundan dolay� Sn de e³lenik

s�n��ar say�s� n'nin ayr�³�mlar� kadard�r.�

Uygulama 2.3.2. Teorem 2.3.2 (1) den her permütasyonun ayr�k döngülerin çar-

p�m� olarak tek türlü yaz�ld�§�n� ve Sn de bir k-döngünün (k − 1)!(
n

k
) = n!

k(n−k)!

farkl� ³ekilde seçilebilece§ini (veya e³lenik s�n�f�n�n eleman say�s�) biliyoruz. Bu bil-

giler yard�m�yla herhangi α ∈ Sn permütasyonunun kaç farkl� ³ekilde seçilebilece§ini

(veya e³lenik s�n�f�n�n eleman say�s�n�) hesaplayal�m. α'n�n ayr�k döngülerin çar-

p�m� ³eklinde yaz�l�³�nda n1 tane k1-döngü, n2 tane k2-döngü ve bu ³ekilde devam

edilirse nr tane kr-döngü mevcut olsun. α permütasyonu n'nin bir ayr�³�m�na denk

geldi§inden n1k1 + n2k2 + ...+ nrkr = n oldu§u aç�kt�r. Genelli§i bozmadan

n1 ≤ n2 ≤ ... ≤ nr

seçimi yap�labilir. Öncelikle n1 tane k1-döngünün seçimini bulal�m. Bu k1-döngüler

kendi aralar�nda n1! kadar yaz�l�r ve ayr�k döngüler de§i³meli oldu§undan bunlar

birbirine e³ittir. Biz bunlardan sadece birini istedi§imizden seçimlerimizi n1!'e böl-

meliyiz. O halde eleman seçimi
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n!
k1(n−k1)!

. (n−k1)!
k1(n−2k1)!

... (n−(n1−1))!
k1(n−n1k1)!

. 1
n1!

= n!
k
n1
1 n1!(n−n1k1)!

bulunur. Bu takdirde In = {1, 2, ..., n} kümesinin (n−n1k1) tane eleman� kalm�³t�r.

Bu küme üzerinden n2 tane k2-döngünün seçimi yukar�daki benzer yöntemle

(n−n1k1)!

k
n2
2 n2!(n−(n1k1+n2k2))!

farkl� yolla yap�labilir. Bu ³ekilde devam edilirse i = 1, 2, ..., r olmak üzere ni tane

ki-döngünün seçimi

(n−(n1k1+n2k2+...+ni−1ki−1))!

k
ni
i ni!(n−(n1k1+n2k2+...+niki))!

dir. Böylece n1k1 + n2k2 + ...+ nrkr = n oldu§undan α permütasyonu

n!
k
n1
1 n1!(n−n1k1)!

. (n−n1k1)!

k
n2
2 n2!(n−(n1k1+n2k2))!

... (nrkr)!
knr
r nr!

= n!
(k

n1
1 n1!)(k

n2
2 n2!)...(k

nr
r nr!)

farkl� ³ekilde yaz�labilir.�

Örnek 2.3.4. Önerme 2.3.1 ve Uygulama 2.3.2 yard�m�yla a³a§�daki verilen simet-

rik gruplar�n e³lenik s�n��ar�n� ve bu e³lenik s�n��ar�n eleman say�lar�n� bulal�m.

(1) S3 simetrik grubunun e³lenik s�n�ar�n� ve e³lenik s�n��ar�n�n eleman say�-

s�n� bulal�m. 3 say�s�n�n her ayr�³�m�na kar³�l�k bir e³lenik s�n�f� denk geldi§inden

3 = 1 + 1 + 1 ayr�³�m�na kar³�l�k α = (1)(2)(3) = e3 permütasyonu denk gelir ve

e3'ün e³lenik s�n�f� 3'ün bu ayr�³�m�n� temsil eder. 3 = 2 + 1 ayr�³�m�na kar³�l�k

α = (12)(3) = (12) permütasyonu yaz�l�rsa verilen bu ayr�³�m (12)'nin e³lenik s�-

n�f� ile temsil edilebilir ve bu e³lenik s�n�f�n�n eleman say�s� 3 dür. 3 = 3 ayr�³�m�

için α = (123) permütasyonunun temsil etti§i e³lenik s�n�f� denk gelir ve bu e³lenik

s�n�f�n�n eleman say�s� 2 dir. O halde S3 simetrik grubunun e³lenik s�n�ar� {e3},
{(12), (23), (13)} ve {(123), (132)} dir.

(2) S4 grubu verilsin. 4 = 1+1+1+1 ayr�³�m�na {e4} e³lenik s�n�f�n�n kar³�l�k

geldi§i aç�kt�r. 4 = 2 + 1 + 1 ayr�³�m�na kar³�l�k α = (12) permütasyonunun temsil

etti§i e³lenik s�n�f� denk gelir ve bu e³lenik s�n�f�n�n eleman say�s� 4!
2(4−2)! = 6 d�r.

4 = 2 + 2 ayr�³�m�na α = (12)(34) permütasyonunun temsil etti§i e³lenik s�n�f�

kar³�l�k gelir ve eleman say�s� 4!
222! = 3 dür. 4 = 3 + 1 ayr�³�m� için eleman say�s�

4!
3(4−3)! = 8 olan α = (123) permütasyonunun temsil etti§i e³lenik s�n�f� kar³�l�k

gelir. Son olarak 4 = 4 için eleman say�s� 4!
4 = 6 olan α = (1234)'n�n temsil etti§i

e³lenik s�n�f� kar³�l�k gelir. Dolay�s�yla S4'ün e³lenik s�n��ar�

4 = 1 + 1 + 1 + 1←→ {e4}
4 = 2 + 1 + 1 ←→ {(12), (13), (14), (23), (24), (34)}
4 = 2 + 2 ←→ {(12)(34), (13)(24), (14)(23)}
4 = 3 + 1 ←→ {(123), (124), (132), (142), (234), (243), (134), (143)}
4 = 4 ←→ {(1234), (1324), (1243), (1342), (1423), (1432)} dir.
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(3) S4 grubunda mertebesi 2 olan kaç tane eleman oldu§unu hesaplayal�m. k-

döngülerin mertebesi k oldu§undan 6 tane mertebesi 2 olan 2-döngü vard�r. (12)(34)

³eklindeki elemanlar�nda mertebesi 2 olup bu tipte 3 tane eleman vard�r. Dolay�s�yla

S4 de mertebesi 2 olan 9 tane eleman vard�r.

(4) S5 de mertebesi 6 olan elemanlar�n say�s�n� bulal�m. Bu grupta 6-döngü

mevcut de§ildir. Buna kar³�n 5 = 2 + 3 ayr�³�m�na kar³�l�k gelen e³lenik s�n�f�n�n

elemanlar�n�n mertebesi Teorem 2.3.2 (2) gere§ince 6 d�r. O halde 5!
2.3 = 20 tane

eleman�n mertebesi 6 d�r.

(5) S8 grubunda mertebesi 4 olan elemanlar�n say�s�n� bulal�m. S8 de

8 = 4 + 1 + 1 + 1 + 1

ayr�³�m�na kar³�l�k gelen 4-döngülerin say�s� 8!
4.4! = 420 dir. Teorem 2.3.2 (2)'den

8 = 4 + 4, 8 = 4 + 2 + 2 ve 8 = 4 + 2 + 1 + 1 ayr�³�mlar�na kar³�l�k ge-

len e³lenik s�n��ar�n�n elemanlar�n�nda mertebesi 4 olup bunlar�n say�s� s�ras�yla
8!

422! = 1260, 8!
4(222!) = 1260 ve 8!

4.2.2! = 2520 dir. Dolay�s�yla toplam 5460 tane

eleman 4. mertebedendir.�

χ =
∏

1≤i<j≤n(ai − aj)
= (a1 − a2) . . . (a1 − an)(a2 − a3) . . . (a2 − an) . . . (an−1 − an)

formal çarp�m�n� tan�mlayal�m. n = 4 ise,

χ = (a1 − a2)(a1 − a3)(a1 − a4)(a2 − a3)(a2 − a4)(a3 − a4)

dir. π ∈ Sn de herhangi bir permütasyon olmak üzere

π(χ) =
∏

1≤i<j≤n(aπ(i) − aπ(j))

olarak tan�mlan�r.

Yard�mc� Teorem 2.3.1. n ≥ 2 için i < j olmak üzere σ = (ij) ∈ Sn olsun. Bu

takdirde σ(χ) = −χ dir.

Kan�t. χ de (ai − aj) faktörünün e³lenmi³ faktörü (aσ(i) − aσ(j)) dir. Bu takdirde

(aσ(i) − aσ(j)) = (aj − ai) = −(ai − aj) dir. k ve l ikisi birden hem i hemde j

ye e³it olmayacak ³ekilde (ak − al) faktörünü dü³ünelim. Buradan ak − al faktörü
de§i³mez. Di§er taraftan k veya l den biri i veya j den birisine e³it ve 1 ≤ t ≤ n

olsun. E§er t < i < j ise, χ çarp�m�nda (at − aj) ve (at − ai) faktörlerinin σ(χ) ile
e³lenmi³ faktörleri (aσ(t) − aσ(i)) ve (aσ(t) − aσ(j)) olmak üzere
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(aσ(t) − aσ(i))(aσ(t) − aσ(j)) = (at − aj)(at − ai) = (at − ai)(at − aj)

dir. Böylece (at−ai)(at−aj) çarp�m� de§i³meden kal�r. i < t < j ise, χ çarp�m�nda

(ai − at) ve (at − aj) faktörlerinin σ(χ) ile e³lenmi³ faktörleri (aσ(i) − aσ(t)) ve

(aσ(t) − aσ(j)) olmak üzere

(aσ(i) − aσ(t))(aσ(t) − aσ(j)) = (aj − at)(at − ai) = (ai − at)(at − aj)

dir. Sonuç olarak (ai − at)(at − aj) çarp�m� de§i³mez. Son olarak 1 < i < j < t

için benzer i³lemler yap�l�rsa (ai − aj) faktörü d�³�nda tüm faktörlerin σ alt�nda

de§i³medi§i görülür. Dolay�s�yla σ(χ) = −χ dir. �

Teorem 2.3.3. n ≥ 2 ve π ∈ Sn olsun. 1 ≤ i ≤ r ve 1 ≤ j ≤ s için σi, τj ∈ Sn

transpozisyonlar olmak üzere π = σ1σ2 · · ·σr = τ1τ2 · · · τs oldu§unu kabul edelim.

Bu takdirde hem r hem de s ya tektir ya da çifttir.

Kan�t. Yard�mc� Teorem 2.3.1 den her 1 ≤ i ≤ r ve her 1 ≤ j ≤ s için σi(χ) = −χ
ve τj(χ) = −χ dir. (σ1σ2σ3 · · ·σr)(χ) = (−1)rχ ve (τ1τ2τ3 · · · τs)(χ) = (−1)sχ dir.

Böylece (−1)r = (−1)s dir. Buradan hem r hem de s tam say�lar� ya çift ya da tek

tam say�d�r. �

n ≥ 2 için π ∈ Sn permütasyonu çift say�da transpozisyonun çarp�m� olarak

yaz�labiliyorsa çift permütasyon, tek say�da transpozisyonun çarp�m� olarak ya-

z�labiliyorsa tek permütasyon olarak adland�r�l�r.

n ≥ 2 olmak üzere π ∈ Sn permütasyonu k-döngü olsun. k tek ise, π çift

permütasyon; k çift ise, π tek permütasyondur.

n ≥ 2 için Sn grubunda tüm çift permütasyonlar�n kümesi An olsun. en =

(12)(12) ∈ An olup An ̸= ∅ d�r.

Teorem 2.3.4. n ≥ 2 için An ≤ Sn ve |An| = n!
2 dir. Burada An alt grubuna

alterne grup denir.

Kan�t. π1, π2 ∈ An key� çift permütasyonlar� verilsin. Bu takdirde, k1 ve k2 çift

tam say�lar olmak üzere π1 permütasyonu k1-tane transpozisyonun ve π2 permütas-

yonu k2-tane transpozisyonun çarp�m� olup π1π2 permütasyonu (k1+k2)-tane trans-

pozisyonun çarp�m� olarak yaz�l�r. k1 + k2 toplam� çift oldu§undan π1π2 ∈ An olup

Sonuç 2.1.3 gere§ince An ≤ Sn dir. Sn grubundaki tek permütasyonlar�n kümesi B

olsun. Teorem 2.3.3 gere§ince An∩B = ∅ ve Sn = An∪B olup |Sn| = n! = |An|+|B|
dir. Her π ∈ An için Ψ(π) = (12)π ile tan�ml� Ψ : An −→ B dönü³ümü bire-bir

ve örten fonksiyondur. Dolay�s�yla |An| = |B| olup n! = |An| + |B| oldu§undan
|An| = n!

2 oldu§u görülür. �
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Teorem 2.3.5. n ≥ 3 için An grubunun her eleman� 3-döngülerin çarp�m�d�r.

Kan�t. π ∈ An eleman� için r çift tam say� olmak üzere π = σ1σ2 · · ·σr ³eklinde σi
transpozisyonlar�n�n çarp�m� ³eklinde yaz�labilir. σi = (aibi) olmak üzere

(aibi) = (1ai)(1bi)(1ai)

oldu§undan

π = (1a1)(1b1)(1a1)(1a2)(1b2)(1a2) · · · (1ar)(1br)(1ar)

olacak ³ekilde çift say�da transpozisyonlar�n çarp�m� olarak yaz�l�r. (1ai)(1bi) =

(1biai) oldu§u için π 3-döngülerin çarp�m�d�r. �

Örnek 2.3.5. (1) S3 simetrik grubunun alterne alt grubu A3 = {e3, (123), (132)}
dir.

(2) S4 simetrik grubu verilsin. E³lenik s�n��ar kullan�l�rsa tüm çift permütasyon-

lar�n grubu A4 = {e4, (12)(34), (13)(24), (14)(23), (123), (132), (124), (142), (134),
(143), (234), (243)} elde edilir.

(3) A6 alterne grubunun mertebesi 5 olan elemanlar�n� bulal�m. 5 asal say� ol-

du§undan S6 da 6 = 5+1 ayr�³�m�na kar³�l�k gelen e³lenik s�n�f�n�n elemanlar�ndan

ba³ka 6 n�n di§er ayr�³�mlar�na kar³�l�k gelen e³lenik s�n��ar�nda mertebesi 5 olan

eleman yoktur. Bu sebeple mertebesi 5 olan elemanlar yaln�zca 5-döngüler olup is-

tenilen say� 6!
5.1! = 144 dür.

(4) S4 grubunda α = (12)(34) eleman�n�n merkezle³tiricisi

CS4
(α) = {β ∈ S4 |α = β−1αβ}

kümesini belirleyelim. β ∈ S4 birimden ve α dan farkl� olsun. Bu takdirde Teorem

2.3.1 gere§i α = βαβ−1 = (β(1)β(2))(β(3)β(4)) = (12)(34) olup ayr�k döngülerin

de§i³meli olmas�ndan dolay� β(1) = 3, β(2) = 4, β(3) = 1, β(4) = 2 oldu§undan

β = (13)(24) bulunur. Dolay�s�yla CS4(α) = {e4, α, (13)(24)} elde edilir.

(5) S5 de α = (124)(35) eleman�n�n merkezle³tiricisini bulal�m. β ∈ CS5(α) ise,

α = βαβ−1 olur. Teorem 2.1.10 gere§ince α = (124)(35) = (β(1)β(2)β(4))(β(3)β(5))

olup β(1) = 1, 2, 4, β(2) = 1, 2, 4, β(4) = 1, 2, 4, β(3) = 3, 5 ve β(5) = 3, 5 se-

çimleri yap�labilir. Buradan β1 = e5, β2 = (124), β3 = (142), β4 = (35), β5 =

(142)(35) olur ve böylece CS5
(α) = {e5, α, (124), (142), (35), (142)(35)} elde edi-

lir.

(6) n ≥ 3 olmak üzere Z(Sn) = {en} dir, gösterelim. α ∈ Z(Sn) olmas� için

gerek ve yeter ko³ul α'n�n temsil etti§i e³lenik s�n�f�n�n eleman say�s�n�n 1 ve bu

eleman�n α olmas� gerekir. Sn de sadece n = 1 + 1 + ... + 1 ayr�³�m�na kar³�l�k
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gelen e³lenik s�n�f�n�n eleman say�s� 1 olup bu s�n�f� en birim permütasyonu temsil

etmektedir. Dolay�s�yla α = en olup Z(Sn) = {en} elde edilir.

(7) S7 de mertebesi en fazla olan elemanlar�n say�s�n� belirleyelim. 7 = 4 + 3

ayr�³�m�na kar³�l�k gelen e³lenik s�n�f�n�n temsilcisi α = (1234)(567) olsun. Teorem

2.3.2 (2) gere§ince |α| = ekok((1234), (567)) = ekok(4, 3) = 12 dir ve merte-

besi 12 olan elemanlar�n say�s� Uygulama 2.3.2'den 7!
4.1!.3.1! = 420 dir. 7'nin di§er

ayr�³�mlar� dü³ünüldü§ünde mertebesi en fazla olan elemanlar�n kümesi α permü-

tasyonunun temsil etti§i e³lenik s�n�f�d�r.�
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2.3 Al�³t�rmalar

1. S7 simetrik grubunda (147), (14762) ve (1234)(567) elemanlar�n�n mertebele-

rini bulunuz. Transpozisyonlar�n çarp�m� olarak yaz�n�z. Bu permütasyonlar�n

temsil etti§i e³lenik s�n��ar�n�n eleman say�s�n� belirleyiniz.

2. S8 simetrik grubunda σ =
(
1 2 3 4 5 6
3 5 4 1 6 2

)
ve β =

(
1 2 3 4 5 6
3 2 1 5 4 6

)
permütasyonla-

r�n� ayr�k döngülerin ve transpozisyonlar�n çarp�m� olarak yaz�n�z. Ayr�ca bu

grupta (124)(357), (124)(356), (124)(35) ve (124)(3578) elemanlar�n�n merte-

belerini bulunuz. Bu elemanlardan hangileri A8 alterne grubunun eleman�d�r,

ara³t�r�n�z.

3. Sn de (123 · · ·n)−1 = (nn− 1 · · · 21) oldu§unu gösteriniz.

4. σ = (123456) ise, σ−1 permütasyonunu transpozisyonlar�n çarp�m� ³eklinde

yaz�n�z.

5. S5 de (123)(45) permütasyonunun mertebesini bulunuz.

6. p asal say� ise, αp = en e³itli§ini sa§layan α ∈ Sn permütasyonlar�n say�s�n�

bulunuz.

7. (123)(134), (1234) ve (12)(34) permütasyonlar�n�n mertebelerini bulunuz.

8. S5 de mertebesi 4 olan elemanlar� bulunuz.

9. S4 de α = (123)(24) permütasyonu ile de§i³meli olan elemanlar� bulunuz.

10. S6 da σ = (134562), τ = (1243)(56), µ = (15)(34) permütasyonlar�n�n temsil

etti§i e³lenik s�n��ar�n�n eleman say�s�n� belirleyiniz. Ayr�ca στ , στ2, σ2µ,

τσ−2 ve στσ−1 permütasyonlar�n� hesaplay�n�z.

11. A5 alterne grubunda 24 tane mertebesi 5, 20 tane mertebesi 3 ve 15 tane

mertebesi 2 olan eleman oldu§unu gösteriniz.
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2.4 Alt Gruplar ve Lagrange Teoremi

Bu bölümde; alt gruplar�n temel özelliklerini, normal alt gruplar�n karakterizas-

yonlar�n�, grubun bir alt kümesini kapsayan en küçük alt grubu, devirli gruplar�

ve sonlu grup teorisinde önemli bir yere sahip olan Lagrange teoremini verece§iz.

Ayr�ca alt grup kavram�n�n kolay anla³�labilir ve kal�c� olmas� için çok say�da örnek

çözece§iz.

Teorem 2.4.1. G grup ve ∅ ̸= H ⊆ G olsun. H ≤ G olmas� için gerek ve yeter

ko³ul her a, b ∈ H için ab−1 ∈ H olmas�d�r.

Kan�t. (⇒) H ≤ G oldu§undan her a, b ∈ H için ab ∈ H ve b−1 ∈ H d�r. Burada

b yerine b−1 al�n�rsa, ab−1 ∈ H oldu§u görülür.

(⇐) H ̸= ∅ oldu§undan bir a ∈ H vard�r ve hipotez gere§i aa−1 = e ∈ H

d�r. Buradan her b ∈ H için b−1 = eb−1 ∈ H olup H kümesinin elemanlar�n�n G

grubundaki tersi H kümesinin eleman�d�r. Böylece her a, b ∈ H için a, b−1 ∈ H

olup ab = a(b−1)−1 ∈ H d�r. Sonuç olarak gruptaki i³lem H da kapal�d�r. Her

a, b, c ∈ H ⊆ G için (ab)c = a(bc) oldu§u aç�kt�r. Dolay�s�yla H ≤ G dir. �

Bu çal�³mada Teorem 2.4.1 referans gösterilmeden kullan�lacakt�r.

Örnek 2.4.1. (1) (Z, +) abel grubunun alt gruplar�n� bulal�m. Öncelikle

nZ = {nm |m ∈ Z} ≤ Z

oldu§unu gösterelim. a, b ∈ nZ ise, a = nk ve b = nt olacak ³ekilde k, t ∈ Z vard�r

ve buradan a− b = nk − nt = n(k − t) ∈ nZ elde edilir. Dolay�s�yla nZ ≤ Z dir.

H ≤ Z olsun. H = 0 ise, H = 0Z oldu§u aç�kt�r. H ̸= 0 olsun. Bu takdirde 0 ̸=
h ∈ H vard�r ve H grup oldu§undan −h ∈ H d�r. h > 0 veya −h > 0 oldu§undan H

birtak�m pozitif tam say�lar� içerir. �yi s�ral�l�ktan H grubunda bulunan tüm pozitif

tam say�lar�n kümesinin en küçük eleman� vard�r, bu eleman n olsun. Her m ∈ Z
için nm = mn ve H grup oldu§undan nZ ⊆ H d�r. h ∈ H ise, h = nk + r ve

0 ≤ r < n olacak ³ekilde k, r ∈ Z vard�r. r = h − nk ∈ H olup n tam say�s�n�n

seçiminden r = 0 d�r. Buradan h = nk ∈ nZ olup H ⊆ nZ dir. Sonuç olarak

H = nZ elde edilir.

Ayr�ca mZ ≤ nZ olmas� için gerek ve yeter ko³ul n|m olmas�d�r.

(2) G grup ve a ∈ G olsun. CG(a) merkezle³tiricisi alt gruptur, gösterelim.

x, y ∈ CG(a) key� elemanlar olsun. Bu takdirde x−1ax = a ve yay−1 = a olup
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Teorem 2.1.6 uygulan�rsa

(xy−1)−1a(xy−1) = (yx−1)a(xy−1)

= y(x−1ax)y−1

= yay−1 = a

e³itli§inden xy−1 ∈ CG(a) elde edilir. Böylece CG(a) ≤ G olur.

(3) Birim çember üzerindeki tüm karma³�k say�lar�n olu³turdu§u

H = { a+ ib | a2 + b2 = 1 }

kümesi (C∗, .) abel grubunun alt grubudur, gösterelim. a = 1, b = 0 için 1 = a+ib ∈
H olup H ̸= ∅ dir. a+ ib ve c+ id ∈ H key� elemanlar� için

e+ if = (c+ id)−1 = 1
c+id = c−id

(c+id)(c−id)

= c−id
c2+d2 = c

c2+d2 + i −d
c2+d2 = c

1 −
id
1

= c− id

olup (a+ ib)(c+ id)−1 = (a+ ib)(c− id) = (ac+ bd) + i(bc− ad) bulunur.

(ac+ bd)2 + (bc− ad)2 = a2c2 + 2acbd+ b2d2 + b2c2 − 2acbd+ a2d2

= c2(a2 + b2) + d2(a2 + b2)

= c2 + d2 = 1

oldu§undan H ≤ C∗ d�r.

(4) G abel grubu olmak üzere n ≥ 1 tam say�s� verilsin.

G[n] = { a ∈ G | an = e }

kümesi G grubunun alt grubudur, gösterelim. en = e oldu§undan e ∈ G[n] olup

G[n] ̸= ∅ d�r. a1, a2 ∈ G[n] key� elemanlar� için an1 = an2 = e dir. G abel grubu

oldu§undan (a1a
−1
2 )n = an1 (a

−1
2 )n = an1 (a

n
2 )

−1 = e olup a1a
−1
2 ∈ G[n] ≤ G bulunur.

(5) G grup ve p ∈ P olmak üzere Tp(G) = {a ∈ G | ∃n ≥ 0 için |a| = pn}
kümesi verilsin (G grubundaki mertebesi p asal�n�n bir kuvveti olan elemanlar�n

kümesi). S3 simetrik grubunda mertebesi 2 asal�n�n bir kuvveti olan elemanlar�n

kümesi T2(S3) = {e3, (12), (23), (13)} olup (12)(23) = (123) ∈ S3 permütasyonu

T2(S3) kümesinin eleman� olmad�§�ndan T2(S3) kümesi S3 simetrik grubunun alt

grubu olamaz. Buna kar³�n T3(S3) = A3 ≤ S3 dür.

E§er G abel grubu ise, Tp(G) kümesinin G nin alt grubudur, gösterelim. n = 0

olmak üzere e = ep
0

oldu§undan e ∈ Tp(G) ̸= ∅ d�r. a, b ∈ Tp(G) key� elemanlar�

için |a| = pn ve |b| = pm olacak ³ekilde negatif olmayan n, m ∈ Z vard�r. Z tam
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s�ral� oldu§undan n > m seçimi yap�labilir. Teorem 2.1.10 (1) gere§i bp
n

= e olup

(b−1)p
n

= e dir. Buradan (ab−1)p
n

= ap
n

(b−1)p
n

= e oldu§undan ab−1 ∈ Tp(G)

elde edilir. Dolay�s�yla Tp(G) ≤ G dir. Ayr�ca Tp(G) ≤ T (G) oldu§u aç�kt�r. G

burulmal� ise, Tp(G) alt grubuna G grubunun p-bile³eni ad� verilir.
Her p ∈ P için Tp(Z) = {0} oldu§u aç�kt�r. Ayr�ca T2(Z10) = {0, 5}, T3(Z10) =

{0} ve T5(Z10) = {0, 2, 4, 6, 8} d�r.
(6) p ∈ P olmak üzere Q(p) = { m

pn | m ∈ Z ve n ∈ N} kümesi (Q, +) abel

grubunun alt grubudur, gösterelim. Her m ∈ Z için n = 0 al�n�rsa, m = m
p0 ∈ Q(p)

olup Z ⊆ Q(p) dir. x = m1

pn1
ve y = m2

pn2
key� elemanlar olmak üzere x − y =

m1p
n2−m2p

n1

pn1+n2
∈ Q(p) olup istenilen elde edilir.

(7) T = {

(
1 a

0 1

)
| a ∈ R} kümesi GL(2,R) grubunun abel alt grubudur,

gösterelim.

(
1 1

0 1

)
∈ T olup T ̸= ∅ d�r. T ⊆ GL(2,R) oldu§u aç�kt�r.

(
1 a

0 1

)

ve

(
1 b

0 1

)
∈ T key� elemanlar� için

(
1 a

0 1

)(
1 b

0 1

)
=

(
1 b+ a

0 1

)
∈

Tdir.

(
1 a

0 1

)
∈ T için

(
1 a

0 1

)(
x y

z t

)
=

(
1 0

0 1

)
ko³ulunu sa§layan(

x y

z t

)
∈ T eleman�, x+ az = 1, y + at = 0, z = 0, t = 1 e³itlikleri yard�m�yla

hesaplan�rsa x = 1, y = −a, z = 0, t = 1 bulunur. Böylece

(
1 a

0 1

)−1

=(
x y

z t

)
=

(
1 −a
0 1

)
∈ T dir. Dolay�s�yla T ≤ GL(2,R) dir. Ayr�ca

(
1 a

0 1

)(
1 b

0 1

)
=

(
1 b+ a

0 1

)
=

(
1 a+ b

0 1

)
=

(
1 b

0 1

)(
1 a

0 1

)
olup istenilen elde edilir.

(8) {Gi}i∈I gruplar�n ailesi olmak üzere her i ∈ I için Hi ≤ Gi alt gruplar�

verilsin. Bu takdirde
∏w

i∈I Hi ≤
∏w

i∈I Gi ve
∏

i∈I Hi ≤
∏

i∈I Gi dir. Fakat H ≤∏w
i∈I Gi (veya H ≤

∏
i∈I Gi) ise, Hi ≤ Gi olmak üzere H =

∏w
i∈I Hi (veya H =∏

i∈I Hi) ³eklinde olmayabilir (Bkz: Örnek 2.3.4 (14)).

(9) G abel grubu ve n ∈ Z olsun. Gn = {an | a ∈ G} ≤ G dir, gösterelim.

en = e ∈ Gn ̸= ∅ d�r. x, y ∈ Gn verilsin. Bu takdirde x = an ve y = bn ola-

cak ³ekilde a, b ∈ G vard�r. G abel grubu oldu§undan gerekli düzenleme yap�l�rsa

xy−1 = an(bn)−1 = (ab−1)n ∈ Gn olup Gn ≤ G dir. Gn = G ise (yani a ∈ G

için xn = a sisteminin çözümü varsa), G grubuna n-bölünebilir grup denir. Her
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n ∈ Z için G grubu n-bölünebilirse (yani her n ∈ Z ve a ∈ G için xn = a sistemi-

nin çözümü varsa), G'ye bölünebilir grup denir. G nin bölünebilir olmas� için

gerek ve yeter ko³ul G'nin her p ∈ P için p-bölünebilir olmas�d�r. G toplamsal ise,

nG = {na | a ∈ G} olup G nin bölünebilirli§i her n ∈ Z için nG = G olarak veri-

lir. (Q, +), (R, +), (R+, .), (C, +) ve (C∗, .) gruplar� bölünebilirdir fakat (Z,+),

(Q∗, .) ve (R∗, .) bölünebilir de§ildir. Ayr�ca a³ikar olmayan bölünebilir grup sonsuz

mertebeye sahiptir. Bölünebilir gruplar ayr� bir bölüm olarak çal�³�lacakt�r.

(10) G abel grubu ve H ≤ G alt grup olsun. K = {a ∈ G | a2 = aa ∈ H}
kümesi G grubunun alt grubudur, gösterelim. e2 = ee = e ∈ H oldu§undan e ∈
K d�r. a, b ∈ K olsun. K kümesinin tan�m� gere§i a2, b2 ∈ H d�r. (ab−1)2 =

(ab−1)(ab−1) olup G abel grubu oldu§undan (ab−1)2 = a2(b−1)2 dir. Ayr�ca b2 ∈
H oldu§undan Teorem 2.1.6 gere§i b−2 = (b−1)2 = b−1b−1 = (b2)−1 ∈ H olup

(ab−1)2 = a2(b−1)2 ∈ H d�r. Dolay�s�yla ab−1 ∈ K elde edilir.�

Önerme 2.4.1. {Hi}i∈I , bir G grubunun alt gruplar�n�n ailesi ise
⋂

i∈I Hi ≤ G

dir.

Kan�t. Her i ∈ I için Hi ≤ G oldu§undan e ∈ Hi olup e ∈
⋂

i∈I Hi ̸= ∅ d�r.

a, b ∈
⋂

i∈I Hi verilsin. Bu takdirde her i ∈ I için a, b ∈ Hi dir ve buradan ab−1 ∈ Hi

dir. Her i ∈ I için ab−1 ∈ Hi oldu§undan ab−1 ∈
⋂

i∈I Hi elde edilir. �

Örnek 2.4.2. (1) G grubunun tüm alt gruplar�n�n kesi³iminin {e} oldu§u aç�kt�r.

(2)
⋂

p∈P pZ = 0 dir, gösterelim. (Z, +) abel grubunun alt gruplar� belirli oldu-

§undan
⋂

p∈P pZ = nZ olacak ³ekilde n ∈ Z vard�r. O halde her p ∈ P için nZ ⊆ pZ
olup n ∈ pZ dir. Buradan p | n elde edilir. n ̸= 0 ise, aritmeti§in temel teoremi

gere§i n = p1p2...pr olacak ³ekilde p1, p2, ..., pr ∈ P tek türlü olarak mevcuttur.

q ∈ P\{p1, p2, ..., pr} için q | n oldu§undan en az bir pi ∈ {p1, p2, ..., pr} için

q | pi çeli³kisi elde edilir. Dolay�s�yla n = 0 olup
⋂

p∈P pZ = 0 d�r.

(3) G grubu için Z(G) =
⋂

a∈G CG(a) ≤ G dir, gösterelim. x ∈ Z(G) ise,

her a ∈ G için x−1ax = a olup x ∈ CG(a) d�r ve buradan x ∈
⋂

a∈G CG(a) elde

edilir. Tersine; x ∈
⋂

a∈G CG(a) olsun. Bu takdirde her a ∈ G için x ∈ CG(a) olup

x−1ax = a bulunur. Dolay�s�yla x ∈ Z(G) dir. Sonuç olarak Z(G) =
⋂

a∈G CG(a)

e³itli§i elde edilir. Her a ∈ G için CG(a) ≤ G ve Z(G) =
⋂

a∈G CG(a) oldu§undan

Önerme 2.4.1 gere§ince Z(G) ≤ G oldu§u görülür. �

G grubunda key� al�nan alt gruplar�n arakesitinin bir alt grup oldu§unu Önerme

2.4.1 den biliyoruz. Buna kar³�n iki alt grubun birle³imiG'nin alt grubu olmayabilir.

Örne§in, 2Z ve 3Z alt gruplar�n�n birle³imi Z abel grubunun alt grubu de§ildir.

Fakat bu birle³imi kapsayan en küçük alt grup yap�s�ndan söz edilebilir.
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Tan�m 2.4.1. G grup ve X ⊆ G olsun. G grubunda X'i kapsayan tüm alt gruplar�n

arakesitine X alt kümesiyle üretilen alt grup denir ve ⟨X⟩ ile gösterilir. Burada
X kümesine ⟨X⟩ grubunun üreteç kümesi ad� verilir. X = ∅ ise, G de bo³ kümeyi

tüm alt gruplar kapsad�§�ndan ⟨X⟩ = {e} oldu§u aç�kt�r.

Teorem 2.4.2. G grup ve ∅ ̸= X ⊆ G olsun. Bu takdirde

⟨X⟩ = {xe11 x
e2
2 · · ·xenn |xi ∈ X, ei = ∓1, 1 ≤ i ≤ n, n ∈ Z+}

d�r.

Kan�t. A = {xe11 x
e2
2 · · ·xenn |xi ∈ X, ei = ∓1, 1 ≤ i ≤ n, n ∈ Z+} olsun. X ̸= ∅

oldu§u için A ̸= ∅ d�r. x = xe11 x
e2
2 · · ·xenn , y = yd1

1 y
d2
2 · · · ydm

m ∈ A key� elemanlar�

için Teorem 2.1.6 uygulan�rsa xy−1 = xe11 x
e2
2 · · ·xenn y−dm

m y
−dm−1

m−1 · · · y−d1
1 ∈ A olup

A ≤ G elde edilir.

A = ⟨X⟩ oldu§unu gösterelim. a ∈ A key� eleman� için a = xe11 x
e2
2 · · ·xenn olacak

³ekilde xi ∈ X ve ei = ∓1 mevcuttur. ⟨X⟩ grup oldu§undan a = xe11 x
e2
2 · · ·xenn ∈

⟨X⟩ olup A ⊆ ⟨X⟩ elde edilir. Her x ∈ X için x = x1 ∈ A olup X ⊆ A d�r ve

buradan ⟨X⟩ ⊆ A dir. Böylece A = ⟨X⟩ e³itli§i elde edilir. �

Verilen G grubunun tüm alt gruplar�n�n ailesi Lat(G) olsun. Lat(G) ailesi, kap-

sama "⊆" ba§�nt�s�na göre k�smi s�ral�d�r. H, K ∈ Lat(G) key� elemanlar olmak

üzere sup{H, K} = ⟨H ∪ K⟩ ve inf{H, K} = H ∩ K al�n�rsa (Lat(G), ⊆) s�ral�
kümesi kafes yap�s�na sahiptir.

G grup olmak üzere X ve Y , G nin bo³tan farkl� alt kümeleri olsun.

XY = {xy | x ∈ X ve y ∈ Y }

kümesine X ile Y kümelerinin çarp�m� denir. G toplamsal grup ise,

X + Y = {x+ y| x ∈ X ve y ∈ Y }

kümesine verilen kümelerin toplam� ad� verilir. �imdi G grubunda bu kümeler

yerine H ve K alt gruplar�n� alal�m. Her h ∈ H ve her k ∈ K için h = he ∈ HK ve

k = ek ∈ HK oldu§undan H, K ⊆ HK d�r. HK alt gruplar�n çarp�m� genellikle alt

grup olmayabilir. A³a§�daki teoremde HK çarp�m�n�n grup yap�s�na sahip olmas�

ko³ulunu H ∪K taraf�ndan üretilen grup ile karakterize edelim.

Teorem 2.4.3. H ve K, G grubunun alt gruplar� olsun. Bu takdirde a³a§�daki

ifadeler denktir.

(1) HK kümesi G'nin alt grubudur;

(2) HK = KH d�r;
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(3) ⟨H ∪K⟩ = HK d�r.

Kan�t. (1)⇒ (2) HK ≤ G olsun. Herhangi bir x ∈ KH alal�m. Bu takdirde, h ∈ H
ve k ∈ K olmak üzere x = kh ³eklinde yaz�labilir. h = he ∈ HK ve k = ek ∈ HK
olup HK ≤ G oldu§undan (ek)(he) ∈ HK olup x = kh = (ek)(he) ∈ HK d�r.

Böylece KH ⊆ HK kapsamas� elde edilir. Di§er taraftan x = hk ∈ HK olsun.

HK ≤ G oldu§undan (hk)−1 ∈ HK olup h1k1 = (hk)−1 olacak ³ekilde h1 ∈ H
ve k1 ∈ K vard�r. Buradan hk = (h1k1)

−1 = k−1
1 h−1

1 ∈ KH dir ve buradan

HK ⊆ KH kapsamas� elde edilir. Dolay�s�yla HK = KH d�r.

(2) ⇒ (3) H, K ⊆ H ∪ K ⊆ ⟨H ∪ K⟩ oldu§undan HK ⊆ ⟨H ∪ K⟩ d�r.
x ∈ ⟨H ∪K⟩ ise, Teorem 2.4.2 gere§i x = xe11 x

e2
2 ...x

er
r olacak ³ekilde (1 ≤ i ≤ r)

xi ∈ H ∪K ve ei = ∓1 vard�r. HK = KH oldu§undan x = xe11 x
e2
2 ...x

er
r e³itli§inde

gerekli düzenlemeler yap�l�rsa x = hk olacak ³ekilde h ∈ H ve k ∈ K bulunur.

Dolay�s�yla x ∈ HK olup istenilen e³itlik elde edilir.

(3)⇒ (1) ⟨H ∪K⟩ = HK oldu§undan istenilen aç�kt�r.�

HK = KH e³itli§i h ∈ H ve k ∈ K olmak üzere hk = kh e³itli§ini gerektirmez.

Buna kar³�n G abel grubu ise, her h ∈ H ve k ∈ K için hk = kh oldu§undan

HK = KH olup Teorem 2.4.3 gere§i HK ≤ G dir.

Örnek 2.4.3. (1) (Z, +) abel grubunda H = 2Z ve K = 3Z alt gruplar�n� alal�m.

(Z, +) abel grubu oldu§undan H +K = K +H e³itli§i mevcut olup Teorem 2.4.3

gere§ince H +K = 2Z+3Z ≤ Z dir ve ⟨2Z∪ 3Z⟩ = 2Z+3Z = Z elde edilir. Genel

olarak; nZ, mZ ≤ Z alt gruplar olmak üzere ebob(n, m) = d mevcut oldu§undan

mümkün x, y ∈ Z için nx+my = d olup nZ+mZ = dZ dir.

(2) (Modüler Kural) G grup olmak üzere H, K, L ≤ G alt gruplar ve H ≤ L
ise, (HK) ∩ L = H(K ∩ L) e³itli§i vard�r (burada HK ve H(K ∩ L) alt grup

olmayabilir). a ∈ (HK) ∩ L ise, a = hk olacak ³ekilde h ∈ H ve k ∈ K vard�r.

H ≤ L oldu§undan h ∈ L olup a = hk e³itli§inden h−1a = k ∈ K ∩ L dir ve

buradan a ∈ H(K ∩ L) elde edilir. a ∈ H(K ∩ L) ise, h ∈ H ve k ∈ K ∩ L olmak

üzere a = hk olup H ≤ L oldu§undan a = hk ∈ L dir ve böylece a ∈ (HK) ∩ L
bulunur. Dolay�s�yla (HK)∩L = H(K ∩L) elde edilir. Özellikle, G toplamsal grup

iken (H +K) ∩ L = H + (K ∩ L) dir.
(3) G grup ve {Hi}i∈I G nin alt gruplar�n�n bir ailesi olsun. Her i, j ∈ I için

a ∈ Hi ve b ∈ Hj key� elemanlar olmak üzere ab ∈ Hk olacak ³ekilde k ∈ I indisinin
mevcut oldu§unu kabul edelim (bu özelli§i sa§layan {Hi}i∈I ailesine yönlü aile ad�

verilir). Bu durumda H =
⋃

i∈I Hi ≤ G dir, gösterelim. Her i ∈ I için Hi ≤ G

oldu§undan e ∈ Hi olup e ∈ H ̸= ∅ d�r. a, b ∈ H =
⋃

i∈I Hi olsun. Bu durumda

mümkün i1, i2 ∈ I indisleri için a ∈ Hi1 ve b ∈ Hi2 olup hipotez gere§i ab ∈ Hk
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olacak ³ekilde k ∈ I vard�r. Dolay�s�yla Hi1 , Hi2 ⊆ Hi1Hi2 ⊆ Hk olup a, b ∈ Hk ≤
G oldu§undan ab−1 ∈ Hk ⊆

⋃
i∈I Hi = H olup istenilen elde edilir.

(4) G grup olsun. G grubunun alt gruplar�n�n

H1 ≤ H2 ≤ ... ≤ Hi ≤ ...

artan zinciri olacak ³ekilde {Hi}i∈I alt gruplar�n�n ailesi verilsin. Bu takdirde bir

önceki örne§in sonucu olarak
⋃

i∈I Hi ≤ G dir.

(5) G grup, c ∈ G ve X ⊆ Z(G) olmak üzere G = ⟨X, c⟩ olsun. G abel grubudur,

gösterelim.

G = ⟨X, c⟩ = {xu1
1 cv1xu2

2 cv2 ....xuk

k cvk | xi ∈ X ve k ∈ Z+, ui, vi = ∓1}

³eklinde olup X ⊆ Z(G) oldu§undan X kümesinin elemanlar� (1 ≤ i ≤ k) cvi ∈ G
elemanlar�yla de§i³melidir ve buradan gerekli düzenleme yap�l�rsa

G = ⟨X, c⟩ = {cnxu1
1 xu2

2 ....xuk

k | xi ∈ X ve k ∈ Z+, ui = ∓1, n ∈ N}

³eklinde karakterize edilir. a, b ∈ G key� elemanlar� için G = ⟨X, c⟩ oldu§undan
a = cnxu1

1 xu2
2 ....xuk

k ve b = cmyt11 y
t2
2 ....y

tr
r olacak ³ekilde n, m ∈ N, k, r ∈ Z+,

ui, tj ∈ {−1, +1} ve xi, yj ∈ X vard�r. Buradan tekrar X ⊆ Z(G) hipotezi ve

cn+m = cm+n e³itli§i uygulan�rsa

ab = (cnxu1
1 xu2

2 ....xuk

k )(cmyt11 y
t2
2 ....y

tr
r ) = (cmyt11 y

t2
2 ....y

tr
r )(cnxu1

1 xu2
2 ....xuk

k ) = ba

olup G abel grubudur.

(6) (Z18, +) abel grubunda H = {0, 6, 12} ve K = {0, 9} alt gruplar�n� kapsa-
yan en küçük alt grubu bulal�m. Bir kümeyi kapsayan en küçük alt grup, grupta veri-

len kümeyi kapsayan alt gruplar�n arakesiti oldu§undan H ve K alt gruplar�n� kap-

sayan en küçük alt grup ⟨H∪K⟩ d�r. Di§er taraftan abel gruplarda ⟨H∪K⟩ = H+K

olup istenen alt grup H + K = {h + k | h ∈ H ve k ∈ K} = {0, 3, 6, 9, 12, 15}
dir.�

G grup ve a1, a2, ..., an ∈ G olsun. X = {a1, a2, ..., an} kümesi al�n�rsa, ⟨X⟩ =
⟨{a1, a2, ..., an}⟩ = ⟨a1, a2, ..., an⟩ ≤ G ile gösterilir. X = {a} ise, ⟨X⟩ = ⟨a⟩ =
{an | n ∈ Z } ≤ G ³eklindedir. G toplamsal grup ise, ⟨a⟩ = {na|n ∈ Z } dir. Ayr�ca
Önerme 2.1.2 gere§ince |⟨a⟩| = |a| oldu§u aç�kt�r.

G grup olsun.X = G al�n�rsa, ⟨X⟩ = G olup G grubu bir üreteç kümesine sahip-

tir (sadece varl�§�n� söylüyoruz). G = ⟨a1, a2, ..., an⟩ olacak ³ekilde a1, a2, ..., an ∈
G mevcutsa G ye sonlu üretilmi³ grup ve G = ⟨a⟩ olacak ³ekilde a ∈ G varsa G

grubuna devirli grup ad� verilir. Bir sonlu G grubunun devirli olmas� için gerek

ve yeter ko³ul |G| = |a| olacak ³ekilde a ∈ G mevcut olmas�d�r.
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G devirli grup olsun.G abel grubudur, gösterelim.G devirli oldu§undanG = ⟨a⟩
olacak ³ekilde a ∈ G vard�r. x, y ∈ G için x = an ve y = am olacak ³ekilde n ve m

tam say�lar� mevcut olup

xy = anam = an+m = am+n = aman = yx

e³itli§i gere§i G abel grubudur.

Teorem 2.4.4. G = ⟨a⟩ devirli grup olsun.

(1) G grubunun mertebesi n ise, G = ⟨a⟩ = {e, a, . . . , an−1} dir. Özellikle,

G = ⟨ak⟩ olmas� için gerek ve yeter ko³ul ebob(k, n) = 1 olmas�d�r;

(2) G sonsuz mertebeli grup ise, G = ⟨a⟩ = ⟨a−1⟩ = { am | m ∈ Z } dir;
(3) G grubunun her alt grubu devirlidir.

Kan�t. Önerme 2.1.2 den |a| = |G| olup |G| = n ise, G = ⟨a⟩ = {e, a, . . . , an−1} ve
G grubu sonsuz mertebeye sahip ise, G = ⟨a⟩ = { am | m ∈ Z } oldu§u görülür.

�imdi G grubunun üreteçlerini (1) ve (2) için bulal�m.

(1) Teorem 2.1.10 (2) gere§ince k ∈ Z+ olmak üzere |a| = |ak| olmas� için gerek

ve yeter ko³ul ebob(k, n) = 1 olmas�d�r. Dolay�s�yla G = ⟨ak⟩ olmas� için gerek ve

yeter ko³ul ebob(k, n) = 1 olmas�d�r.

(2) G = ⟨ak⟩ olsun. a ∈ G = ⟨ak⟩ oldu§undan a = akt olacak ³ekilde t ∈ Z
vard�r. Buradan akt−1 = e olup a ∈ G sonsuz mertebeye sahip oldu§undan kt = 1

dir. O halde k = 1 veya k = −1 elde edilir.

(3) H ≤ G olsun. H = {e} ise, H = ⟨e⟩ olup H devirlidir. H ̸= {e} olsun. Bu
takdirde b ̸= e olacak ³ekilde b ∈ H vard�r. b ∈ H ≤ G oldu§undan bir m ∈ Z
için b = am dir. b ̸= e iken m ̸= 0 d�r. H alt grup oldu§u için a−m = b−1 ∈ H

d�r. Bu takdirde ya m yada −m pozitiftir. Dolay�s�yla H grubu a eleman�n�n bir

tak�m pozitif kuvvetlerini içerir. �yi s�ral�l�ktan t pozitif tam say�s�, bu pozitif tam

say�lar�n en küçü§ü olsun. �imdiH = ⟨at⟩ oldu§unu gösterelim. at ∈ H oldu§undan

⟨at⟩ ⊆ H oldu§u aç�kt�r. h ∈ H key� bir eleman olsun. Bu takdirde h = ak olacak

³ekilde k ∈ Z vard�r. t ile k ya bölme algoritmas� uygulan�rsa k = tq + r ve

0 ≤ r < t olacak ³ekilde q, r ∈ Z mevcuttur. at, ak ∈ H ve H grup oldu§u için

ar = ak−tq ∈ H elde edilir. r > 0 olsa, bu t nin minimalli§i ile çeli³ir. O halde r = 0

olup k = tq ⇒ h = ak = (at)q ∈ ⟨at⟩ dir. H ⊆ ⟨at⟩ olup ⟨at⟩ = H bulunur.�

G devirli grup olsun. G grubunun mertebesi n ise, Teorem 2.4.4 (1) gere§i

üreteçlerinin say�s� ϕ(n) dir. G sonsuz mertebeye sahip ise, üreteçlerinin say�s�n�n

2 ve her alt grubunun sonsuz mertebeye sahip oldu§u Teorem 2.4.4 (2) − (3)'den

görülür.
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Örnek 2.4.4. (1) (Z, +) grubunun her alt grubunun n ∈ Z olmak üzere nZ ³eklinde

oldu§unu biliyoruz. nZ = ⟨n⟩ oldu§undan (Z, +) grubunun her alt grubu devirlidir

ve s�f�rdan farkl� her alt grubu sonsuz mertebeye sahiptir.

(2) 1 < n ∈ Z için (Zn, +) grubunda |1| = n oldu§undan Zn = ⟨1⟩ olup (Zn, +)

grubu devirlidir. Ayr�ca Teorem 2.4.4 (1) gere§ince

Zn = ⟨m1⟩ ⇐⇒ ebob(m, n) = 1

oldu§undan Z∗
n kümesinin her bir eleman� (Zn, +) grubunun üretecidir.

(3) Z2 ⊕ Z2 Klein'in 4-lü grubu devirli olmayan abel grubudur. Her (a, b) ∈
Z2 ⊕ Z2 için 2(a, b) = (0, 0) oldu§undan Z2 ⊕ Z2 grubunda mertebesi 4 olan ele-

man mevcut de§ildir. Dolay�s�yla Z2 ⊕ Z2 grubu devirli olamaz. Ayr�ca Z2 ⊕ Z2 =

⟨(1, 0), (0, 1)⟩ dir.
(4) |G| = n ise G grubu sonlu üretilmi³tir, gösterelim. |G| = n oldu§undan

X = G al�n�rsa ⟨X⟩ = G olup istenilen elde edilir.

(5) (Q, +) abel grubu sonlu üretilmemi³tir, gösterelim. Öncelikle Q = ⟨X⟩ iken
Y = X\{x1, x2, ..., xn} olmak üzere Q = ⟨Y ⟩ oldu§unu gösterelim. Kan�t� n = 1

için yapmak yeterlidir. 1 ≤ n için ifadenin do§rulu§u tümevar�mla gösterilebilir.

Y = X\{x1} olsun. x1

2 ∈ Q = ⟨X⟩ için x1

2 = z1x1 +
∑

x1 ̸=xi
zixi olacak ³e-

kilde zi ∈ Z ve xi ∈ X vard�r. Buradan x1 = (2z1)x1 +
∑

x1 ̸=xi
(2zi)xi olup

m = 1 − 2z1 ∈ Z al�n�rsa m ̸= 0 d�r ve böylece mx1 =
∑

x1 ̸=xi
(2zi)xi e³itli§i

elde edilir. Benzer yöntem ile z
′

i ∈ Z ve x
′

i ∈ X için x1

m = z
′

1x1 +
∑

x1 ̸=x
′
i
z

′

ix
′

i ya-

z�labilir. Son elde edilen e³itli§in her iki taraf� m tam say�s� ile çarp�l�rsa x1 =

z
′

1(mx1) +
∑

x1 ̸=x
′
i
z

′

i(mx
′

i) olup mx1 =
∑

x1 ̸=xi
(2zi)xi ifadesi yerine yaz�l�rsa

x1 =
∑

x1 ̸=xi
z

′

1(2zi)xi +
∑

x1 ̸=x
′
i
z

′

i(mx
′

i) ∈ ⟨Y ⟩ elde edilir. Dolay�s�yla x1 ∈ X

eleman� Y = X\{x1} kümesinin üretti§i grubun eleman�d�r. O halde Q = ⟨X⟩ ve
x1 ∈ ⟨Y ⟩ oldu§undan Q = ⟨Y ⟩ bulunur.

�imdi Q = ⟨x1, x2, ..., xn⟩ sonlu üretilmi³ olsun. X = {x1, x2, ..., xn} olmak

üzere Y = X\{x1} al�n�rsa, Q = ⟨Y ⟩ = ⟨x2, ..., xn⟩ elde edilir. Bu yöntem kulla-

n�larak tümevar�mla Q = ⟨X⟩ = ⟨∅⟩ = {0} çeli³kisi elde edilir. Dolay�s�yla (Q, +)

abel grubu sonlu üretilmemi³tir.

(6) Bir sonlu G grubunun devirli olmas� için gerek ve yeter ko³ul |G| = |a|
olacak ³ekilde a ∈ G mevcut olmas� oldu§unu biliyoruz. Bu durum sonsuz mertebeli

gruplar için do§ru olmak zorunda de§ildir. (Q, +) abel grubunun birimden farkl�

her eleman�n�n mertebesi sonsuzdur, fakat Q devirli de§ildir (bir önceki örnekten

Q'nun sonlu üretilmemi³ oldu§u bilinmektedir).

(7) 3 ≤ n ∈ Z olsun. An alterne grubu tüm 3-döngülerin kümesi taraf�ndan

üretilir, gösterelim. Sn simetrik grubunda tüm 3-döngülerin kümesi X olsun. 3-

106



döngüler çift permütasyon oldu§u için X ⊆ An olup ⟨X⟩ ≤ An dir. Teorem 2.3.5

gere§i An grubunun her eleman� 3-döngülerin çarp�m� olarak yaz�ld�§�ndan An ≤
⟨X⟩ dir. Her iki kapsamadan An = ⟨X⟩ e³itli§i elde edilir.

(8) 1 < n ∈ Z için Sn = ⟨(12), (13), ..., (1n)⟩ dir, gösterelim. (ab) ∈ Sn olmak

üzere (ab) = (1a)(1b)(1a) oldu§undan her transpozisyon

⟨(12), (13), ..., (1n)⟩

grubunun eleman�d�r. Dolay�s�yla Sn simetrik grubunda al�nan key� α eleman�

transpozisyonlar�n çarp�m� olarak yaz�labildi§inden α ∈ ⟨(12), (13), ..., (1n)⟩ olup

Sn = ⟨(12), (13), ..., (1n)⟩

dir.

(9) G grup olsun. Her i ∈ {1, 2, ..., n} için ai ∈ G olmak üzere

⟨ai⟩ = {ani | n ∈ Z} ⊆ ⟨a1, a2, ..., an⟩

olup ⟨a1⟩⟨a2⟩...⟨an⟩ ⊆ ⟨a1, a2, ..., an⟩ oldu§u aç�kt�r ve genellikle e³it olmayabi-

lir. Örne§in, S3 simetrik grubunda a1 = (12) ve a2 = (23) elemanlar� al�n�rsa

⟨(12)⟩⟨(23)⟩ = {e3, (12)}{e3, (23)} = {e3, (12), (23), (123)} ve ⟨(12), (23)⟩ = S3

oldu§undan istenilen elde edilir. Fakat G abel grubu ise, Teorem 2.4.3 gere§ince

⟨a1⟩⟨a2⟩ ≤ G olup

⟨a1⟩⟨a2⟩ = {au1av2 | u, v ∈ Z} = ⟨a1, a2⟩

dir.

(10) G = ⟨a⟩ ve |G| = n olsun. m | n ise, xm = e denklemini sa§layan x ∈ G
elemanlar�n�n say�s� tam m tanedir, gösterelim. x ∈ G = ⟨a⟩ ise, x = ak olacak

³ekilde 0 ≤ k < n tam say�s� vard�r. xm = akm = e oldu§undan Teorem 2.1.10 (1)

gere§ince n | km dir. Buradan km = nt olacak ³ekilde t ∈ Z+ mevcuttur. m | n
oldu§undan n = mu olacak ³ekilde u ∈ Z+ vard�r. Böylece k = ut bulunur. O halde

k = 0, u, 2u, . . . , (m− 1)u olup k tam say�lar�n�n say�s� m dir.

(11) G = ⟨a⟩ ve |G| = n olsun. ebob(m,n) = d ise xm = e denklemini sa§layan

x ∈ G elemanlar�n�n say�s� tam d tanedir, gösterelim. x ∈ G = ⟨a⟩ ise, x = ak

olacak ³ekilde 0 ≤ k < n tam say�s� vard�r. xm = akm = e oldu§undan Teorem

2.1.10 (1) gere§ince n | km dir. ebob(m,n) = d oldu§undan dm
′
= m ve dn

′
= n

olacak ³ekilde m
′
, n

′ ∈ Z+ vard�r. Dolay�s�yla ebob(m
′
, n

′
) = 1 olup n

′ | km′
dür

ve buradan n
′ | k bulunur. k = 0, n

′
, . . . , (d − 1)n

′
oldu§undan k tam say�lar�n�n

say�s� d tanedir.

(12) 1 < m, n ∈ Z için Zm ⊕ Zn abel grubu verilsin. x ∈ Z∗
m ve y ∈ Z∗

n

için |(x, y)| = ekok(m, n) dir, gösterelim. |(x, y)| = k ise, k(x, y) = (kx, ky) =

Grup Teorisi - I 107



(kx, ky) = (0, 0) olup m | kx ve n | ky dir. ebob(m, x) = ebob(n, y) = 1 ol-

du§undan m | k ve n | k bulunur. Dolay�s�yla k pozitif tam say�s�, m ile n po-

zitif tam say�lar�n�n ortak kat�d�r ve buradan ekok(m, n) | k elde edilir. Ayr�ca

ekok(m, n)(x, y) = (0, 0) oldu§u aç�kt�r. Dolay�s�yla Teorem 2.1.10 (1) uygula-

n�rsa k | ekok(m, n) bulunur. Sonuç olarak ekok(m, n) = k d�r.

O halde ekok(m, n) = mn
ebob(m,n) oldu§undan |(x, y)| = mn olmas� için gerek ve

yeter ko³ul ebob(m, n) = 1 olmas�d�r.

Zm ⊕ Zn abel grubunun devirli olmas� için gerek ve yeter ko³ul ebob(m, n) = 1

olmas�d�r, gösterelim. Zm⊕Zn devirli olsun. Bu takdirde Zm⊕Zn = ⟨(x, y)⟩ olacak
³ekilde (x, y) ∈ Zm⊕Zn vard�r. (1, 1) ∈ Zm⊕Zn = ⟨(x, y)⟩ oldu§undan k(x, y) =
(kx, ky) = (kx, ky) = (1, 1) olacak ³ekilde k ∈ Z+ mevcut olup kx ≡ 1(m) ve ky ≡
1(n) kongrüanslar� elde edilir. Dolay�s�yla x ∈ U(Zm) = Z∗

m ve y ∈ U(Zn) = Z∗
n

dir. Buradan mn = |(x, y)| = ekok(m, n) dir ve böylece ebob(m, n) = 1 bulunur.

Tersine, ebob(m, n) = 1 iken |(1, 1)| = ekok(m, n) = mn olup Zm ⊕ Zn abel

grubunda mn mertebeli eleman mevcuttur. Dolay�s�yla Zm ⊕ Zn devirli gruptur.

(13) Z4⊕Z6 grubunda (1, 1) eleman� ile üretilen alt grubu bulal�m. H = ⟨(1, 1)⟩
ise, Z4 ⊕ Z6 toplamsal grup oldu§undan H = {n(1, 1) | n ∈ Z} ³eklindedir ve

|(1, 1)| = 12 dir. Böylece

H = {(0, 0), (1, 1), (2, 2), (3, 3), (0, 4), (1, 5), (2, 0), (3, 1), (0, 2), (1, 3), (2, 4), (3, 5)}

elde edilir.

(14) (Z⊕ Z, +) abel grubunun alt gruplar�n� karakterize edelim. Her n, m ∈ Z
için

Z(n, m) = {k(n, m) | k ∈ Z} = ⟨(n,m)⟩

ve

nZ⊕mZ = Z(n, 0) + Z(0,m) = ⟨(n, 0), (0,m)⟩

alt gruplard�r (burada Z(n, m) ve nZ ⊕ mZ alt gruplar� genellikle e³it de§ildir).

Benzer ³ekilde (Z ⊕ Z, +) abel grubu oldu§undan bu ³ekilde verilen alt gruplar�n

toplamlar� da Teorem 2.4.3 gere§i yine Z⊕ Z grubunun alt grubudur.

H = {0} ⊕ {0} ise, H = Z(0, 0) dir. H ̸= {0} ⊕ {0} oldu§unu kabul edelim.

H ≤ Z ⊕ Z devirli alt grubunu alal�m. H devirli oldu§undan H = Z(n,m) olacak

³ekilde (0, 0) ̸= (n,m) ∈ Z ⊕ Z vard�r. Bu durumda m = 0 iken H = Z(n, 0) =

nZ⊕ {0} ve n = 0 iken H = Z(0,m) = {0} ⊕mZ dir.

�imdi H devirli olmas� gerekmeyen herhangi bir alt grup olsun. H ⊆ {0} ⊕ Z
ise,
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n = eke{ |b| ∈ Z+ | (0, b) ∈ H} için (0, n) ∈ H olup Z(0, n) ⊆ H oldu§u aç�kt�r.

(0, b) ∈ H key� eleman� için b = nk+r ve 0 ≤ r < n olacak ³ekilde k, r ∈ Z vard�r.

Buradan (0, b)− (0, nk) = (0, r) ∈ H olup n'nin seçimi gere§i r = 0 dir ve böylece

H ⊆ Z(0, n) kapsamas� yaz�l�r. O halde H = Z(0, n) = {0} ⊕ nZ dir.

a ̸= 0 olmak üzere (a, b) ∈ H ise, (−a,−b) ∈ H (burada b = 0 ise, (−a, 0) ∈ H
d�r) olup H alt grubunun birinci bile³eni pozitif tam say� olacak ³ekilde (c, d) ∈ H
vard�r. n = eke{ |a| ∈ Z+ | (a, b) ∈ H} al�n�rsa, (n,m) ∈ Z olacak ³ekilde m tam

say�s� bulunabilir. Bu takdirde (a, b) ∈ H key� eleman� için a = nq+r ve 0 ≤ r < n

olacak ³ekilde q, r ∈ Z mevcut olup H ≤ Z⊕ Z oldu§undan

(a, b)− q(n,m) = (a− qn, b− qm) = (r, b− qm) ∈ H d�r.

n pozitif tam say�s�n�n seçiminden r = 0 olup (a, b)−q(n,m) = (0, b−qm) ∈ H elde

edilir. K = {u ∈ Z | (0, u) ∈ H} ⊆ Z alt kümesini tan�mlayal�m ve K ≤ Z oldu-

§unu kan�tlayal�m. H alt grup oldu§undan (0, 0) ∈ H olup 0 ∈ K ̸= ∅ d�r. u, v ∈ K
ise, (0, u), (0, v) ∈ H olup H ≤ Z ⊕ Z oldu§undan (0, u) − (0, v) = (0, u − v) ∈ H
d�r ve böylece K kümesinin tan�m�ndan u − v ∈ K elde edilir. Dolay�s�yla K ≤ Z
dir. (Z, +) abel grubunun alt gruplar� tamamen belirli oldu§undan K = kZ olacak

³ekilde k ∈ K vard�r. O halde (a, b) − q(n,m) = (0, b − qm) ∈ H ⊆ {0} ⊕ kZ
oldu§undan bir c tam say�s� için (a, b) = q(n,m)+ c(0, k) ∈ ⟨Z(n,m)

⋃
Z(0, k)⟩ =

Z(n,m)+Z(0, k) olup H ⊆ Z(n,m)+Z(0, k) elde edilir. Ters kapsama aç�k oldu§un-

dan H = Z(n,m)+Z(0, k) dir. k tam say�s�n�n seçimi belirli oldu§undan m = kq+r

ve 0 ≤ r < k olacak ³ekilde q, r ∈ Z mevcut olup H = Z(n,m) + Z(0, k) =

Z(n, r) + Z(0, k) e³itli§i elde edilir. O halde (Z⊕ Z, +) abel grubunun alt gruplar�

(1) Her n, m ∈ Z için Z(n,m) = ⟨(n, m)⟩,

(2) Her n, m ∈ Z için nZ⊕mZ = Z(n, 0) + Z(0,m),

(3) Her n, m, k ∈ Z için m = kq + r ve 0 ≤ r < |k| olacak ³ekilde tek türlü

mevcut olan k, r ∈ Z tam say� çifti için Z(n,m) + (nZ ⊕ kZ) = Z(n,m) +

(Z(n, 0) + Z(0, k)) = Z(n, r) + Z(0, k)

³eklindedir.

(15) Bir önceki örnek gere§i ⟨(1, 0), (0, 1)⟩ = Z(1, 0) + Z(0, 1) = Z ⊕ Z dir.

Benzer yöntem ile Z(2, 3)
⋂
Z(5, 8) = Z(10, 24) ve Z(2, 3)+Z(5, 8) = Z⊕Z oldu§u

görülebilir.

(16) (Q, +) abel grubunda {2, 1
5} kümesi taraf�ndan üretilen alt grubu bulal�m.
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(Q, +) abel grup oldu§undan

⟨{2, 1
5}⟩ = {2n+ m

5 | n, m ∈ Z}
= {2n | n ∈ Z}+ {m5 | m ∈ Z}
= 2Z+ 1

5Z

bulunur.

(17) (Q, +) abel grubunun bir üreteç kümesinin X = { 1
n! | n ∈ Z+} oldu§unu

gösterelim. m
n ∈ Q s�f�rdan farkl� key� bir eleman olsun. Genelli§i bozmadan n > 1

al�nabilir. Bu takdirde, m
n = m(n− 1)!. 1n! e³itli§inden Q = ⟨X⟩ dir.

(18) Mertebesi 40 olan devirli G = ⟨a⟩ grubu verilsin. G grubunun üreteçlerinin

say�s� ϕ(40) = ϕ(23)ϕ(5) = 16 olup G = ⟨ak⟩ ⇐⇒ ebob(k, 40) = 1 d�r. G devirli

grubunda mertebesi 8 olan elemanlar x = am ³eklindedir ve Teorem 2.1.10 (2)

gere§ince 8 = |am| = 40
ebob(m, 40) gerçeklenir. Buradan ebob(m, 40) = 5 olup m =

5, 15, 25, 35 bulunur.�

G grup ve H ≤ G olsun. a ∈ G olmak üzere a−1Ha = {a−1ha |h ∈ H} kümesini

tan�mlayal�m. H ≤ G oldu§undan e ∈ H olup h = e için a−1ha = a−1ea = a−1a =

e ∈ a−1Ha ̸= ∅ d�r. a−1Ha ≤ G oldu§unu gösterelim. x, y ∈ a−1Ha key� elemanlar

olsun. Bu takdirde x = a−1h1a ve y = a−1h2a olacak ³ekilde h1, h2 ∈ H vard�r.

xy−1 = (a−1h1a)(a
−1h2a)

−1

= (a−1h1a)(a
−1h−1

2 (a−1)−1)

= (a−1h1)(aa
−1)(h−1

2 a)

= a−1(h1eh
−1
2 )a

= a−1(h1h
−1
2 )a

olup H ≤ G oldu§undan h1h
−1
2 ∈ H ve buradan xy−1 = a−1(h1h

−1
2 )a ∈ a−1Ha

elde edilir. O halde a−1Ha ≤ G dir. Her h ∈ H için ψ(h) = a−1ha ile tan�ml�

ψ : H −→ a−1Ha dönü³ümü bire-bir ve örten olup kardinal say�lar�n |H| = |a−1Ha|
e³itli§i elde edilir. a−1Ha alt grubuna,H alt grubunun a ile e³leni§i ad� verilir. Her

a ∈ G için a−1Ha = H ise, H alt grubuna G grubunun normal alt grubu denir ve

HEG ile gösterilir. {e}EG ve GEG oldu§u aç�kt�r. Bu normal alt gruplara G nin

a³ikar normal alt gruplar� denir. Abel grubun her alt grubu normal alt gruptur.

Örnek 2.4.5. (1) G grup ve a ∈ G olsun. b ∈ G eleman� a ile e³lenik ise, CG(b) ile

CG(a) alt gruplar� da e³leniktir, gösterelim. b ile a e³lenik oldu§undan b = x−1ax

olacak ³ekilde x ∈ G vard�r. c ∈ x−1CG(a)x key� bir eleman olsun. Bir y ∈ CG(a)
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için c = x−1yx dir ve Teorem 2.1.6 gere§i

c−1bc = (x−1yx)−1b(x−1yx)

= (x−1y−1x)b(x−1yx)

= (x−1y−1x)(x−1ax)(x−1yx)

= (x−1y−1)(xx−1)a(xx−1)(yx)

= (x−1y−1)a(yx)

= x−1(y−1ay)x

= x−1ax = b

oldu§undan c ∈ CG(b) olup x−1CG(a)x ⊆ CG(b) elde edilir. �imdi ters kapsamay�

gösterelim. d ∈ CG(b) olsun. Buradan d−1bd = b olup b = x−1ax yerine yaz�-

l�rsa, d = b−1db = (x−1ax)−1d(x−1ax) = x−1(a−1xdx−1a)x elde edilir. d ∈ CG(a)

olmas� için (a−1x)d(x−1a) ∈ CG(a) oldu§unu göstermemiz yeterlidir. O halde Te-

orem 2.1.6 gere§i

[(a−1x)d(x−1a)]−1a[(a−1x)d(x−1a)] = a−1xd−1x−1aaa−1xdx−1a

= a−1xd−1bdx−1a

= a−1xbx−1a = a

olup istenilen elde edilir. Sonuç olarak x−1CG(a)x = CG(b) e³itli§i elde edilir.

(2) G grup ve H ≤ G olsun. H alt grubu verilen mertebeden tek türlü olarak

belirli ise HEG dir, gösterelim. a ∈ G key� olmak üzere |a−1Ha| = |H| oldu§undan
hipotez gere§i her a ∈ G için a−1Ha = H olup H EG dir.

(3) H E G ve |H| = 2 olsun. H ⊆ Z(G) dir, gösterelim. |H| = 2 oldu§undan

H = {e, a} = ⟨a⟩ olacak ³ekilde a ∈ G vard�r. x ∈ G key� bir eleman olsun.

H EG oldu§undan x−1ax ∈ x−1Hx = H = {e, a} olup x−1ax = a e³itli§i bulunur

(x−1ax = e olsa, ax = x e³itli§inden a = e çeli³kisi elde edilir). Dolay�s�yla a

merkez eleman olup a ∈ Z(G) dir ve böylece H ⊆ Z(G) bulunur.
(4) 3 ≤ n ∈ Z için Z(Sn) = {en} oldu§unu biliyoruz. (3) gere§i mertebesi 2 olan

bir permütasyonun üretti§i alt grup Sn simetrik grubunda normal alt grup olamaz.

Dolay�s�yla Sn de mertebesi 2 olan normal alt grup mevcut de§ildir.�

G grubunun H ve K alt gruplar� için

NK(H) = {a ∈ K | a−1Ha = H}

kümesini tan�mlayal�m. e ∈ NK(H) veNK(H) ≤ K oldu§u aç�kt�r. Ayr�caNK(H) =

K ∩ NG(H) d�r. H ≤ K ise, her h ∈ H için h−1Hh = H olup H ≤ NK(H) ve
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a ∈ NK(H) key� eleman� için a−1Ha = H oldu§undan HENK(H) elde edilir. Do-

lay�s�yla H EG olmas� için gerek ve yeter ko³ul NG(H) = G olmas�d�r. Bu nedenle

NK(H) alt grubuna H'nin K'deki normalle³tiricisi denir.

Önerme 2.4.2. G grup olsun.

(1) H ≤ Z(G) ise, H E G dir. Özellikle, G grubunun merkezi Z(G) normal alt

gruptur;

(2) H ≤ G olmak üzere her a ∈ G için a−1Ha ⊆ H ise, H EG dir;

(3) G grubunda {Hi}i∈I normal alt gruplar�n ailesi ise, H =
⋂

i∈I Hi EG dir.

Kan�t. (1) H ≤ G oldu§u aç�kt�r. H EG oldu§unu göstermek için H alt grubunun

tüm e³leniklerinin yaln�zca kendisi oldu§unu göstermemiz gerekmektedir. a ∈ G

key� bir eleman olsun.

a−1Ha = {a−1ba | b ∈ H}
= {(a−1a)b | b ∈ H}
= {eb | b ∈ H}
= H

oldu§undan H EG dir. Özellikle; H = Z(G) için Z(G)EG dir.

(2) a ∈ G için a−1Ha ⊆ H olsun. H EG olmas� için H ⊆ a−1Ha kapsamas�n�

göstermemiz yeterlidir. h ∈ H key� bir eleman olsun. h = a−1((a−1)−1ha−1)a

e³itli§i yaz�labildi§inden her a ∈ G için a−1Ha ⊆ H olup (a−1)−1ha−1 ∈ H d�r.

Böylece h = a−1((a−1)−1ha−1)a ∈ a−1Ha elde edilir.

(3) a ∈ G için H =
⋂

i∈I Hi alt grubunun a−1Ha = { a−1ha |h ∈ H } e³leni§ini
alal�m. x ∈ a−1Ha key� olmak üzere x = a−1ha olacak ³ekilde h ∈ H =

⋂
i∈I Hi

vard�r. Buradan her i ∈ I için h ∈ Hi E G olup x = a−1ha ∈ Hi dir. Dolay�s�yla

x ∈ H =
⋂

i∈I Hi olup x ∈ a−1Ha ⊆ H bulunur. (2) gere§i H EG elde edilir.�

H ≤ G olmak üzere her a ∈ G yerine a−1 ∈ G al�n�rsa, a−1Ha ⊆ H kapsama-

s�n�n aHa−1 ⊆ H kapsamas�na denk oldu§u görülebilir.

Örnek 2.4.6. (1) G grup ve H ≤ G olsun. ab ∈ H olacak ³ekildeki her a, b ∈ G
için ba ∈ H ise H E G dir, gösterelim. a ∈ G ve h ∈ H key� elemanlar� verilsin.

h = he = h(aa−1) = (ha)a−1 ∈ H olup hipotez gere§inece a−1(ha) = a−1ha ∈ H
d�r. Böylece a−1Ha ⊆ H oldu§undan Önerme 2.4.2 (2) gere§ince H EG dir.

(2) H ≤ G ve her a, b ∈ G\H için ab ∈ H olsun. H EG dir, gösterelim. x ∈ G
ve y ∈ H key� elemanlar olsun. x ∈ H ise, kan�t aç�kt�r. x ∈ G\H olsun. x−1 ∈ H
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olsa, H alt grup oldu§undan x ∈ H çeli³kisi elde edilir. Dolay�s�yla x−1 ∈ G \ H
d�r. xyx−1 ∈ G \H oldu§unu kabul edelim. Hipotez gere§ince (xyx−1)x = xy ∈ H
olup (xy)y−1 = x ∈ H çeli³kisi bulunur. O halde kabulümüz yanl�³ olup Önerme

2.4.2 (2) gere§ince H EG dir.

(3) Her devirli alt grubu normal olan G grubu verilsin. G grubunun her alt

grubu normal alt gruptur, gösterelim. H ≤ G olmak üzere h ∈ H olsun. Hipotez

gere§i ⟨h⟩EG olup her a ∈ G için a−1ha ∈ ⟨h⟩ d�r. Böylece a−1Ha ⊆ H bulunur.

Önerme 2.4.2 (2) gere§i H EG elde edilir.

(4) H ≤ G olsun. a ∈ G için a2 ∈ H ise H E G dir, gösterelim. a ∈ G ve

h ∈ H ise, ha ∈ G oldu§undan hipotez gere§ince (ha)2 ∈ H ve a−2 = (a−1)2 ∈ H
oldu§undan a−1ha = a−2h−1(ha)2 ∈ H olup Önerme 2.4.2 (2) den H EG dir.

(5) G grup ve {Ni}i∈I , G nin öz normal alt gruplar�n�n ailesi olsun. G =⋃
i∈I Ni ve i ̸= j için Ni ∩Nj = {e} olsun. G abel grubudur, gösterelim. x, y ∈ G

olsun. Buradan i, j ∈ I olmak üzere x ∈ Ni ve y ∈ Nj olacak ³ekilde Ni ve Nj

normal alt gruplar� bulunabilir. i ̸= j ise, x−1y−1xy ∈ Ni ∩Nj = {e} olup xy = yx

bulunur. i = j olsun. Ni < G öz alt grup oldu§undan z ∈ G\Ni mevcuttur. Buradan

i ̸= k için z ∈ Nk d�r. Bu durumda y−1z−1yz ∈ Nk ∩Ni = {e} olup yz = zy elde

edilir. zx ∈ Ni olsa, x ∈ Ni oldu§undan zxx−1 = z ∈ Ni bulunur. Dolay�s�yla

zx /∈ Ni dir. Buradan zx ∈ Nt olacak ³ekilde t ∈ I mevcuttur. Burada t ̸= i

dir. (zx)−1y(zx) ∈ Nt ∩ Ni = {e} bulunur. O halde (zx)y = y(zx) olup z(xy) =

y(zx) = (yz)x = (zy)x = z(yx) e³itli§inden xy = yx elde edilir. Dolay�s�yla G abel

grubudur.

(6) G grup ve a, b ∈ G olsun. [a, b] = a−1b−1ab ∈ G eleman�na a ile b nin

komütatörü denir. [a, b] = e olmas� için gerek ve yeter ko³ul ab = ba olmas�d�r.

O halde her x, y ∈ Z(G) için [x, y] = e dir. H, K ≤ G olsun. h ∈ H ve k ∈
K elemanlar� için [h, k] = h−1k−1hk komütatörleri taraf�ndan üretilen alt grubu

[H,K] ile gösterelim. Her h ∈ H ve her k ∈ K için [h, k] = h−1k−1hk ∈ ⟨H, K⟩
oldu§undan [H,K] ≤ ⟨H ∪K⟩ oldu§u aç�kt�r.

(i) Her h ∈ H ve her k ∈ K için

[h, k]−1 = (h−1k−1hk)−1

= k−1h−1(k−1)−1(h−1)−1

= k−1h−1kh = [k, h]

oldu§undan [H,K] = [K,H ] d�r.

(ii) [H,K] = {e} olmas� için gerek ve yeter ko³ul her h ∈ H ve her k ∈ K için

hk = kh olmas�d�r. K = G (veya H = G) al�n�rsa, [H,G] = [G,H ] = {e} olmas�
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için gerek ve yeter ko³ul H ≤ Z(G) olmas�d�r. O halde G nin abel grubu olmas�

için gerek ve yeter ko³ul [G,G] = {e} olmas�d�r.

(iii) Her a, h, k ∈ G için

a−1[h, k]a = a−1(h−1k−1hk)a

= (a−1h−1a)(a−1k−1a)(a−1ha)(a−1ka)

= (a−1ha)−1(a−1ka)−1(a−1ha)(a−1ka)

= [a−1ha, a−1ka]

d�r. Özellikle, H ve K normal alt gruplar iken her h ∈ H ve her k ∈ K için a ∈ G
olmak üzere a−1ha ∈ H ve a−1ka ∈ K oldu§undan a−1[h, k]a = [a−1ha, a−1ka] ∈
[H,K] olup Önerme 2.4.2 (2) den [H, K] E G dir. H = K = G al�n�rsa, G E G

oldu§undan [G,G]EG dir.

(iv) H ≤ NG(K) olmas� için gerek ve yeter ko³ul [H,K] ≤ K olmas�d�r,

gösterelim. H ≤ NG(K) ise, her h ∈ H için h−1Kh = K oldu§undan k ∈ K

key� eleman� için h−1k−1h ∈ K olup [h, k] = h−1k−1hk ∈ K d�r. Dolay�s�yla

[H, K] ≤ K d�r. Tersine; [H, K] ≤ K olsun. NG(K) = {a ∈ G | a−1Ka = K}
oldu§undan h ∈ H ve k ∈ K key� elemanlar� için [h, k] = h−1k−1hk ∈ K olup

h−1k−1h = [h, k]k−1 ∈ K d�r. Böylece h−1Kh ⊆ K bulunur. Önerme 2.4.2 (2) den

h−1Kh = K olup h ∈ NG(K) d�r. Özellikle, K EG iken [H, K] ≤ K d�r.

Benzer yöntem ile K ≤ NG(H) olmas� için gerek ve yeter ko³ul [H,K] ≤ H

olmas� oldu§u gösterilebilir. O halde H, K EG iken [H, K] ≤ H ∩K d�r.

(v) x, y, z ∈ G olsun. Bu durumda

[x, yz] = x−1(yz)−1x(yz)

= x−1z−1y−1xyz

= x−1z−1(xzz−1x−1)y−1xyz

= (x−1z−1xz)(z−1(x−1y−1xy)z)

= [x, z]z−1[x, y]z

e³itli§i vard�r. Benzer i³lemler ile [xz, y] = z−1[x, y]z[z, y] oldu§u gösterilebilir.

Buradan z−1[x, y]z = [x, z]−1[x, yz] ve z−1[x, y]z = [xz, y][z, y]−1 e³itlikleri elde

edilir. �imdi [H,K]E⟨H∪K⟩ dir, gösterelim. [H,K] ≤ ⟨H∪K⟩ oldu§unu biliyoruz.

Her a, h ∈ H ve her k ∈ K için a−1[h, k]a = [ha, k][a, k]−1 ∈ [H,K] ve her

h ∈ H ve her a, k ∈ K için a−1[h, k]a = [h, a]−1[h, ka] ∈ [H,K] oldu§undan

[H,K]E ⟨H ∪K⟩ d�r.
(vi) K = G olsun (veya H = G). (v) gere§i [H,G] = [G,H ] E ⟨G ∪ H⟩ = G

oldu§u görülür.
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(7) G grup olsun. a, b, c ∈ G elemanlar� için [a, b, c] = [[a, b], c] ve H,K,L ≤ G
alt gruplar� için [H,K,L] = [[H,K], L] ile tan�mlayal�m. Bu takdirde,

(b−1[a, b−1, c]b)(c−1[b, c−1, a]c)(a−1[c, a−1, b]a) = e oldu§u gösterilebilir. Bu e³itlik

kullan�larak [H,K,L] = [K,L,H ] = {e} iken [L,H,K] = {e} dir.
(8) I indis kümesi olmak üzere gruplar�n {Gi}i∈I ailesi verilsin.

∏w
i∈I Gi E∏

i∈I Gi dir, gösterelim.
∏w

i∈I Gi ≤
∏

i∈I Gi oldu§unu bilmekteyiz. a = (ai)i∈I ∈∏
i∈I Gi key� bir eleman olsun. b = (bi)i∈I ∈

∏w
i∈I Gi olmak üzere k ∈ N için bi1 ̸=

ei1 , bi2 ̸= ei2 , . . . , bik ̸= eik olsun. Bu takdirde ij ̸= i1, i2, . . . , ik için bij = eij

olup a−1
i bijai = a−1

i eijai = a−1
i ai = ei dir. a

−1
i1
bi1ai1 , a

−1
i2
bi2ai2 , . . . , a

−1
ik
bikaik ele-

manlar� birim veya birimden farkl�d�r. Dolay�s�yla a−1ba = (a−1
i biai)i∈I ∈

∏w
i∈I Gi

olup Önerme 2.4.2 (2) gere§ince
∏w

i∈I Gi E
∏

i∈I Gi bulunur.�

G grup ve H ≤ G olmak üzere a ∈ G olsun. X = {a} ve Y = H al�n�rsa,

X ve Y kümelerinin çarp�m� XY = {a}H = aH = {ah |h ∈ H } ³eklinde olup

a = ae ∈ aH d�r. aH = H olmas� için gerek ve yeter ko³ul a ∈ H olmas�d�r.

�imdi aH kümeleri yard�m�yla G grubunun bir ayr�³�m�n� in³a edelim ve bu ayr�³�m

yard�m�yla normal alt gruplar�n bir karakterizasyonunu verelim. Öncelikle a³a§�daki

teoremi kan�tlamam�z gerekmektedir.

Teorem 2.4.5. G grup ve H ≤ G olmak üzere a, b ∈ G olsun. Bu takdirde

(1) aH = bH ⇐⇒ b−1a ∈ H olmas�d�r (Ha = Hb ⇐⇒ ba−1 ∈ H);

(2) aH = bH veya aH ∩ bH = ∅ dir (Ha = Hb veya Ha ∩Hb = ∅).

Kan�t. (1) (⇒) aH = bH olsun. a = ae ∈ aH = bH oldu§undan h
′ ∈ H için

a = bh
′
yaz�labilir. Dolay�s�yla a = bh

′
e³itli§inin her iki taraf� b−1 ile çarp�l�rsa,

b−1a = h
′ ∈ H elde edilir.

(⇐) b−1a ∈ H ise, h ∈ H için b−1a = h olup a = bh ³eklinde yaz�l�r. ah
′ ∈ aH

key� bir eleman olmak üzere a = bh oldu§u için ah
′
= bhh

′
= bh

′′ ∈ bH olup

aH ⊆ bH d�r. Benzer ³ekilde bh
′′′ ∈ bH key� eleman� için h

′′′ ∈ H d�r. a = bh

oldu§undan ah−1 = b dir. Buradan bh
′′′

= (ah−1)h
′′′

= a(h−1h
′′′
) ∈ aH olup

bH ⊆ aH bulunur. Dolay�s�yla aH = bH elde edilir.

(2) aH ∩ bH ̸= ∅ olsun. Bu takdirde c ∈ aH ∩ bH için c ∈ aH ve c ∈ bH d�r.

Buradan c = ah1 ve c = bh2 olacak ³ekilde h1, h2 ∈ H mevcut olup ah1 = bh2

e³itli§inden b−1a ∈ H d�r. O halde (1) gere§i aH = bH e³itli§i elde edilir.�

Sonuç 2.4.1. G grup ve H ≤ G olsun. {aH}a∈G ailesi G grubunun ayr�³�m�d�r.

Kan�t. P = { aH | a ∈ G } olsun. Teorem 2.4.5 (2) gere§i aH, bH ∈ P için aH = bH

veya aH∩bH = ∅ dir. Her a ∈ G için aH ⊆ G oldu§undan
⋃

a∈G aH ⊆ G dir. Di§er
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taraftan her a ∈ G için a = ae ∈ aH oldu§undan G ⊆
⋃

a∈G aH d�r. Dolay�s�yla

G =
⋃

a∈G aH bulunur. Böylece {aH}a∈G ailesi G grubunun ayr�³�m�d�r. �

Not 2.4.1. Bo³tan farkl� bir A kümesinin {Ai}i∈I ayr�³�m� verilsin. a, b ∈ A olmak

üzere "a ∼ b ⇐⇒ ∃ i ∈ I için a, b ∈ Ai" ile tan�ml� "∼" ba§�nt�s� A üzerinde bir

denklik ba§�nt�s�d�r ve a ∈ A eleman�n�n denklik s�n�f� eleman� oldu§u Ai kümesidir.

G grup ve H ≤ G olsun. a, b ∈ G olmak üzere a ∈ aH ve b ∈ bH oldu§undan

"a ≡l b(H) ⇐⇒ aH = bH"

ile tan�ml� H modülüne göre "≡l" sol kongrü ba§�nt�s� bir denklik ba§�nt�s�d�r ve

a ∈ G eleman�n�n denklik s�n�f� aH kümesidir. Teorem 2.4.7 (1) gere§ince

"a ≡l b(H) ⇐⇒ b−1a ∈ H"

³eklinde karakterize edilebilir. Bu durumda aH kümesine H alt grubunun a ele-

man�na göre sol yan s�n�f� denir.

Benzer yöntem ile a, b ∈ G ve H ≤ G olmak üzere

"a ≡r b(H) ⇐⇒ Ha = Hb ⇐⇒ ba−1 ∈ H"

ile tan�ml� H modülüne göre "≡r" sa§ kongrü ba§�nt�s� bir denklik ba§�nt�s�d�r ve

a ∈ G eleman�n�n denklik s�n�f� Ha kümesidir. Ha kümesine H alt grubunun a

eleman�na göre sa§ yan s�n�f� denir.

G abel grubu ise, tan�mlanan ba§�nt�lar e³it olup aH = Ha d�r. Genellikle

de§i³meli olmayan G grubunda aH ̸= Ha olacak ³ekilde H ≤ G alt grubu ve a ∈ G
bulunabilir.

Örnek 2.4.7. S3 simetrik grubunda H = ⟨(23)⟩ = {e3, (23)} alt grubunu dü³ü-

nelim. H �n S3 deki sol yan s�n��ar� e3H = (23)H = H, (13)H = (132)H =

{(13), (132)} ve (12)H = (123)H = {(12), (123)} dir. Benzer ³ekilde H �n S3

deki sa§ yan s�n��ar� He3 = H(23) = H, H(13) = H(123) = {(13), (123)} ve

H(12) = H(132) = {(12), (132)} dir. Böylece (132)H ̸= H(132) oldu§u görülür.

De§i³meli olmayan birG grubunda tüm sol ve sa§ yan s�n��ar� e³it olacak ³ekilde

H ≤ G öz alt gruplar� bulunabilir.

Örnek 2.4.8. S3 simetrik grubunda A3 = ⟨(123)⟩ = {e3, (123), (132)} alt gru-

bunu alal�m. A3 ün S3 deki sol yan s�n��ar� e3A3 = (123)A3 = (132)A3 = A3 ve

(23)A3 = (13)A3 = (12)A3 = {(23), (12), (13)} dir. A3 ün S3 deki sa§ yan s�n��ar�

A3e3 = A3(123) = A3(132) = A3 ve A3(23) = A3(13) = A3(12) = {(23), (12), (13)}
dir. Böylece her a ∈ S3 için aA3 = A3a d�r.
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Teorem 2.4.6. G grup ve H ≤ G olsun. Bu takdirde H �n G deki tüm sol yan

s�n��ar�n�n kümesi ile tüm sa§ yan s�n��ar�n�n kümesi aras�nda bire-bir e³leme

vard�r.

Kan�t. L = { aH | a ∈ G } ve R = {Ha | a ∈ G } olsun. Her aH ∈ L için

f(aH) = Ha−1

ile tan�ml� f : L −→ R dönü³ümünü tan�mlayal�m. a1H, a2H ∈ L için a1H = a2H

olsun. Teorem 2.4.5 (1) gere§i a−1
2 a1 ∈ H olup H ≤ G oldu§undan (a−1

2 a1)
−1 =

a−1
1 a2 ∈ H elde edilir. Teorem 2.4.5 (1) sa§ yan s�n��ar içinde sa§land�§�ndan

Ha−1
2 = Ha−1

1 olup f iyi tan�ml�d�r. aH, bH ∈ L olmak üzere f(aH) = f(bH)

oldu§unu kabul edelim. f(aH) = Ha−1 = Hb−1 = f(bH) olup tekrar Teorem 2.4.5

(1) sa§ yan s�n��ar için uygulan�rsa, b−1(a−1)−1 ∈ H olur. Teorem 2.4.5 (1) den

aH = bH olup f bire-birdir. Her Ha ∈ R için Ha = H(a−1)−1 = f(a−1H) olacak

³ekilde a−1H ∈ L mevcut oldu§undan f örtendir. Sonuç olarak L ve R kümeleri

aras�nda bire-bir e³leme vard�r. �

G grup ve H ≤ G olsun. Teorem 2.4.6 gere§i H nin G grubundaki farkl� sol

yan s�n��ar�n�n olu³turdu§u kümenin kardinalitesi, farkl� sa§ yan s�n��ar�n�n olu³-

turdu§u kümenin kardinalitesine e³it olup bu kardinal say�ya H �n G grubundaki

indeksi denir ve [G : H] ile gösterilir. [G : ⟨e⟩] = |G| ve [G : G] = 1 oldu§u aç�kt�r.

nZ ≤ Z alt grubu verilsin ve nZ nin Z abel grubundaki sol (sa§) yan s�n��ar�n�n

kümesi R olsun. Bu takdirde

R = {m+ nZ | m ∈ Z}
= {(nk + r) + nZ | k, r ∈ Z ve 0 ≤ r < n}
= {r + nZ | 0 ≤ r < n}

oldu§undan |R| = [Z : nZ] = n bulunur.

Teorem 2.4.3 den HK = KH olmas� için gerek ve yeter ko³ulun ⟨H ∪ K⟩ =
HK olmas� oldu§unu biliyoruz. �imdi a³a§�daki teoremde sol ve sa§ yan s�n��ar�n

e³itli§ini normal alt grup yard�m�yla karakterize edelim.

Teorem 2.4.7. G grup ve H ≤ G olsun. H E G olmas� için gerek ve yeter ko³ul

her a ∈ G için aH = Ha olmas�d�r.

Kan�t. (⇒) x ∈ aH olsun. Bu takdirde x = ah olacak ³ekilde h ∈ H vard�r.

x = ah e³itli§inin her iki taraf� a−1 ile çarp�l�rsa, a−1x = h ∈ H olup a−1Ha =

H oldu§undan a−1x = h = a−1h
′
a olacak ³ekilde h

′ ∈ H vard�r. Dolay�s�yla

son e³itli§in her iki taraf� a ile çarp�l�rsa, x = h
′
a ∈ Ha olup aH ⊆ Ha elde
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edilir. Benzer yöntem ile Ha ⊆ aH oldu§u görülebilir. Sonuç olarak aH = Ha yan

s�n��ar�n�n e³itli§i elde edilir.

(⇐) Önerme 2.4.2 (2) gere§i her a ∈ G için a−1Ha ⊆ H oldu§unu göstermemiz

yeterlidir. x ∈ a−1Ha ise, x = a−1ha olacak ³ekilde h ∈ H vard�r. Buradan x =

a−1ha e³itli§inin her iki taraf� soldan a ile çarp�l�rsa, ax = ha olup aH = Ha

oldu§undan h
′ ∈ H eleman� için ha = ah

′
yaz�labilir. Bu takdirde ax = ah

′

e³itli§inden x = h
′ ∈ H bulunur. Dolay�s�yla H EG dir.�

Sonuç 2.4.2. H ≤ G gruplar olsun. [G : H] = 2 ise, H EG dir.

Kan�t. [G : H] = 2 oldu§undan H alt grubunun G grubunda iki farkl� sol yan

s�n�f� ve iki farkl� sa§ yan s�n�f� vard�r. a ∈ G key� bir eleman olsun. a ∈ H ise,

aH = Ha = H oldu§u aç�kt�r. a ∈ G\H olsun. Bu takdirde H ̸= aH olup Sonuç

2.4.1 gere§i G = H ∪ aH d�r. Benzer i³lemler ile G = H ∪Ha d�r. Buradan

aH = aH ∩G = aH ∩ (H ∪Ha)
= (aH ∩H) ∪ (aH ∩Ha) = aH ∩Ha
= (aH ∩Ha) ∪ (H ∩Ha)
= (aH ∪H) ∩Ha = G ∩Ha
= Ha

olup Teorem 2.4.7 gere§ince H EG elde edilir.�

H, K ≤ G gruplar olsun. H E G ise, her k ∈ K için kH = Hk oldu§undan

Teorem 2.4.7 gere§i HK = KH olup Teorem 2.4.3 den HK ≤ G dir. Ayr�ca a ∈ K
olmak üzere a−1(H ∩K)a ⊆ H ∩K oldu§undan H ∩K EK d�r.

G grubunun normal tüm alt gruplar�n�n ailesi LatN (G) olsun. LatN (G) ailesi,

kümelerin kapsama "⊆" ba§�nt�s�na göre k�smi s�ral�d�r. H, K ∈ LatN (G) için

sup{H, K} = HK ve inf{H, K} = H ∩K olup (LatN (G), ⊆) s�ral� kümesi mo-

düler kural�n� sa§layan kafes yap�s�na sahiptir.

Teorem 2.4.8. G grup ve a ∈ G olsun. Bu takdirde [G : CG(a)] = |CL(a)| d�r.

Kan�t. H = CG(a) olmak üzere H alt grubunun G grubundaki farkl� sa§ yan

s�n��ar�n�n kümesi R olsun. Her x−1ax ∈ CL(a) için ψ(x−1ax) = Hx ile tan�ml�

ψ : CL(a) −→ R dönü³ümünü alal�m. x−1ax = y−1ay ise, (yx−1)a = a(yx−1)

olup yx−1 ∈ CG(a) = H elde edilir. Bu takdirde h ∈ H için yx−1 = h yaz�labilir

ve buradan y = hx ∈ Hx bulunur. Di§er taraftan y ∈ Hy oldu§undan Hy = Hx

e³itli§i elde edilir. Dolay�s�yla ψ dönü³ümü iyi tan�ml�d�r. Ayr�ca ψ fonksiyonu bire-

bir ve örtendir. Sonuç olarak |CL(a)| = |R| = [G : CG(a)| bulunur.�
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G sonlu grup olsun. {CL(a)}a∈G e³lenik s�n��ar kümesi G grubunun ayr�³�m�n�

verdi§inden G =
⋃

a∈G CL(a) olup G sonlu grup oldu§undan |G| =
∑

a∈G |CL(a)|
d�r. a ∈ Z(G) olmas� için gerek ve yeter ko³ul CL(a) = {a} olmas�d�r. Dolay�s�yla

a ∈ Z(G) iken Teorem 2.4.8 gere§i [G : CG(a)] = |CL(a)| = 1 olup

|G| = |Z(G)|+
∑

a/∈Z(G)[G : CG(a)]

denklemi elde edilir. Bu denkleme G grubunun (e³lenik) s�n�f denklemi ad�

verilir.

Teorem 2.4.9. K ≤ H ≤ G gruplar ise [G : K] = [G : H][H : K] dir. Özellikle,

verilen indekslerden ikisi sonlu iken di§eride sonludur.

Kan�t. |I| = [G : H] ve |J | = [H : K] olmak üzere Sonuç 2.4.1 gere§i ai ∈ G ve

bj ∈ H olmak üzere G =
⋃

i∈I aiH ve H =
⋃

j∈J bjK yaz�l�r. Buradan

G =
⋃

i∈I aiH =
⋃

i∈I ai(
⋃

j∈J bjK) =
⋃

(i, j)∈I×J aibjK

yaz�l�r. aibjK = atbrK ise, aibj = aibje ∈ aibjK = atbrK oldu§undan aibj = atbrk

olacak ³ekilde k ∈ K vard�r.K ≤ H oldu§undan bj , br, k ∈ H olup aiH = atH elde

edilir. [G : H] farkl� sol yan s�n��ar�n say�s� oldu§undan ai = at olmal�d�r. Böylece

ai = at e³itli§i aibj = atbrk ifadesinde yerine yaz�l�r ve bj = brk e³itli§i elde edilir.

Benzer yöntem [H : K] farkl� sol yan s�n��ar�n say�s� için uygulan�rsa, bjK = brK

e³itli§inden bj = br elde dilir. Dolay�s�yla her bir (i, j) ∈ I × J eleman�na kar³�l�k

bir tek aibjK sol yan s�n�f� kar³�l�k gelir ve böylece [G : K] = |I × J | = |I|.|J | =
[G : H][H : K] dir.�

Teorem 2.4.10. (Lagrange Teoremi) G grup ve H ≤ G olsun. Bu takdirde

|G| = [G : H]|H| dir. G sonlu ise, |H| | |G| ve [G : H] = |G|
|H| d�r.

Kan�t. Teorem 2.4.9 da K = ⟨e⟩ olarak alal�m. Bu takdirde

|G| = [G : ⟨e⟩] = [G : H][H : ⟨e⟩] = [G : H]|H|

elde edilir. |G| sonlu ise, |H| | |G| ve [G : H] = |G|
|H| oldu§u aç�kt�r.�

Lagrange teoreminden sonlu bir grubun mertebesini herhangi bir alt grubunun

mertebesi böler. Fakat mertebesi n olan grubun n'in her bölenine kar³�l�k bir alt

grubu mevcut olmayabilir.

A³ikar normal alt gruplar�ndan ba³ka normal alt grubu olmayan G ( ̸= {e})
grubuna basit grup ad� verilir. Dolay�s�yla G abel grubunun basit olmas� için

gerek ve yeter ko³ul G'nin öz alt grubunun mevcut olmamas�d�r (bir ba³ka ifadeyle

Lat(G) = {⟨e⟩, G} dir).
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Örnek 2.4.9. A4 alterne grubununun tüm alt gruplar�n�n kümesi Lat(A4) ü bu-

lal�m ve bundan yararlanarak Lagrange teoreminin tersinin genellikle do§ru olma-

d�§�n� kan�tlayal�m. |A4| = 4!
2 = 12 olup H ≤ A4 ise, Lagrange teoremi gere§i

|H| = 1, 2, 3, 4, 6 veya |H| = 12 olmal�d�r. |H| = 1 veya |H| = 12 ise, H a³ikar

alt gruplard�r.

|H| = 2 olsun. H = {e4, a} = ⟨a⟩ olup H grubu mertebesi 2 olan elemanlar

taraf�ndan üretilir. A4 de mertebesi 2 olan elemanlar (12)(34), (13)(24), (14)(23)

oldu§undan H1 = ⟨(12)(34)⟩, H2 = ⟨(13)(24)⟩ ve H3 = ⟨(14)(23)⟩ dür. Dolay�s�yla
mertebesi 2 olan alt gruplar tamamen belirlenmi³tir.

|H| = 3 olsun. H = {e4, a, a−1} = ⟨a⟩ olup H grubu mertebesi 3 olan elemanlar

taraf�ndan üretilir. (123), (132), (142), (124), (134), (143), (234), (243) elemanla-

r�n�n mertebeleri 3 olup (123)−1 = (132), (124)−1 = (142), (234)−1 = (243)

ve (134)−1 = (143) oldu§undan H4 = ⟨(123)⟩, H5 = ⟨(124)⟩, H6 = ⟨(234)⟩ ve
H7 = ⟨(134)⟩ bulunur.
|H| = 4 olsun. A4 alterne grubunda mertebesi 4 olan eleman mevcut olmad�-

§�ndan H devirli olamaz. O halde H grubunun birimden farkl� tüm elemanlar�n�n

mertebesi 2 olup, A4 grubunda mertebesi 2 olan elemanlar (12)(34), (13)(24) ve

(14)(23) oldu§undan H8 = {e4, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} dür. �imdi

[(12)(34)][(13)(24)] = (14)(23)

[(12)(34)][(14)(23)] = (13)(24)

[(13)(24)][(14)(23)] = (12)(34)

e³itlikleri gere§i

⟨H1 ∪H2⟩ = ⟨H2 ∪H3⟩ = ⟨H1 ∪H3⟩ = ⟨H1 ∪H2 ∪H3⟩ = H8

oldu§u görülür. Ayr�ca (123)H8 = {(123), (134), (243), (142)} = H8(123) ve benzer

³ekilde her a ∈ A4 için aH8 = H8a olup H8EA4 dür. Dolay�s�yla A4 alterne grubu,

basit grup de§ildir.

Mertebesi |H| = 6 olacak ³ekilde H ≤ A4 alt grubunun mevcut oldu§unu kabul

edelim. A4 grubunda mertebesi 6 olan eleman mevcut olmad�§�ndan H devirli de-

§ildir ve birimden farkl� elemanlar�n�n mertebesi Lagrange teoremi gere§i 2 veya

3 olmal�d�r (Sonlu G grubunda x ∈ G için H = ⟨x⟩ olmak üzere |H| = |x|
olup |H| | |G| dir). H yaln�zca mertebesi 2 olan permütasyonlar� içerse H ⊆ H8

çeli³kisi elde edilir. Dolay�s�yla H alt grubunda kesinlikle 3-döngü mevcuttur. H

�n sadece 3-döngüleri içerdi§ini kabul edelim. (123) ∈ H olmak üzere H ≤ G

oldu§undan (123)−1 = (132) ∈ H d�r ve böylece |H| > 3 oldu§undan H alt

grubu birbirinin tersi olmayan en az 2 tane 3-döngü içermelidir. a = (123) ve
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b = (124) ∈ H ise, (124)(123) = (14)(23) ∈ H ve (123)(124) = (13)(24) ∈ H oldu-

§undan {e4, (123), (124), (132), (142), (14)(23), (13)(24)} ⊆ H çeli³kisi elde edilir.

Benzer ³ekilde di§er 3-döngüler içinde irdeleme yap�larak çeli³kiler elde edilir. O

halde H alt grubunda en az bir tane 2-döngü ve en az bir tane 3-döngü olmal�d�r.

|a| = 2 ve |b| = 3 olacak ³ekilde a, b ∈ H alal�m. Bu durumda ⟨a, b⟩ ⊆ H olma-

l�d�r. A4 grubunda mertebesi 2 ve 3 olan elemanlar tam olarak belirli oldu§undan H

alt grubu bu elemanlar�n baz�lar�n� içermelidir. a = (12)(34) ve b = (123) için a, b ∈
H oldu§unu kabul edelim. ⟨a, b⟩ grup oldu§undan ab = (12)(34)(123) = (243) ∈
⟨a, b⟩ ve ba = (123)(12)(34) = (134) ∈ ⟨a, b⟩ olup (243)−1 = (234), (134)−1 =

(143) ∈ ⟨a, b⟩ d�r. Dolay�s�yla ⟨a, b⟩ alt grubu e4, (12)(34), (123), (123)−1 = (132),

(243), (234), (134), (143) elemanlar�n� içermelidir. Bu durumda |⟨a, b⟩| ≥ 8 dir ve

|⟨a, b⟩| |12 oldu§undan ⟨a, b⟩ = A4 ⊆ H çeli³kisi elde edilir. Benzer ³ekilde mer-

tebesi 2 ve 3 olan di§er elemanlar içinde irdeleme yap�l�rsa, A4 ⊆ H çeli³kisi elde

edilir. O halde A4 grubunda mertebesi 6 olan alt grup mevcut de§ildir. Sonuç olarak

12 nin böleni olan 6 ya kar³�l�k A4 alterne grubunun alt grubu yoktur.�

Yard�mc� Teorem 2.4.1. n ≥ 5 olmak üzere HEAn olsun. H, 3-döngü içeriyorsa

H = An dir.

Kan�t. An alterne grubu tüm 3-döngüler taraf�ndan üretildi§inden H = An e³itli-

§ini göstermek için H alt grubunun tüm 3-döngüleri içerdi§ini göstermek yeterlidir.

Hipotezden (abc) ∈ H olacak ³ekilde 3-döngüsü vard�r. (uvw) key� bir 3-döngü ol-

sun. (uvw) çift permütasyon oldu§undan (uvw) ∈ An dir. �imdi π(u) = a, π(v) =

b, π(w) = c olacak ³ekilde π ∈ Sn permütasyonunu alal�m. Teorem 2.3.1 gere§ince

π−1(abc)π = (π−1(a)π−1(b)π−1(c)) = (uvw) dir. π ∈ An ise, H E An oldu§undan

(uvw) = π−1(abc)π = (π−1(a)π−1(b)π−1(c)) ∈ π−1Hπ ⊆ H olup (uvw) ∈ H bu-

lunur. π tek permütasyon olsun. n ≥ 5 oldu§undan a, b, c elemanlar�ndan farkl�

olacak ³ekilde d, f ∈ In vard�r. Bu takdirde π(df) ∈ An olup ayr�k döngülerin

de§i³melili§inden

(uvw) = π−1(abc)π = π−1(abc)(df)(df)−1π

= π−1(abc)(df)(df)π = (π−1(df))(abc)((df)π)

= ((df)π)−1(abc)((df)π) ∈ H

elde edilir.�

Teorem 2.4.11. n ≥ 5 için An basittir.

Kan�t. H E An birimden farkl� normal alt grup olsun. en ̸= π ∈ H olmak üzere

π nin yerini de§i³tirdi§i elemanlar�n�n say�s�n�n en küçü§ü m olsun. Bu takdirde
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m ≥ 3 dür. m = 3 ise, Yard�mc� Teorem 2.4.1 den istenen elde edilir. m > 3 olsun.

Buradan π ayr�k döngülerin çarp�m� olarak π = π1π2 · · ·πk ³eklinde yaz�labilir. Her

1 ≤ i ≤ k için πi'lerin transpozisyonlar oldu§unu kabul edelim. Bu takdirde k ≥ 2

dir. π1 = (ab) ve π2 = (cd) olmak üzere f /∈ {a, b, c, d} ve σ = (cdf) olacak ³ekilde

f ∈ In olsun. σ ∈ An ve H E An oldu§undan π
′
= π−1σπσ−1 ∈ H d�r. Aç�k bir

³ekilde π
′
(a) = a ve π

′
(b) = b dir. u ∈ In ve u /∈ {a, b, c, d, f} olacak ³ekilde π(u) =

u ise π
′
(u) = u dur. π

′
(f) = c oldu§undan π

′ ̸= e dir. Böylece π
′ ∈ H, π

′ ̸= e

olmak üzere π
′
, π den daha az eleman�n yerini de§i³tirir. Bu bir çeli³kidir. Sonuç

olarak 1 ≤ i ≤ k olacak ³ekildeki i için πi nin döngü uzunlu§u 3 den büyük veya

e³ittir. Ayr�k döngülerin çarp�m� de§i³meli oldu§undan gerekirse yeniden düzenleme

(numaraland�rma) yap�labilir. i = 1 olsun. Bu takdirde π1 = (abc · · · ) d�r. m = 4

ise, π 4-döngüdür ve tek permütasyondur. Bu ise, bir çeli³kidir. m ≥ 5 olsun.

Böylece π, en az be³ eleman�n yerini de§i³tirir. d, f ∈ In ve d, f /∈ {a, b, c} olsun.
σ = (cdf) olmak üzere π

′
= π−1σπσ−1 ∈ H d�r. π

′
(b) = π−1(d) olup π

′ ̸= en

dir. Herhangi bir u /∈ {a, b, c, d, f} için π(u) = u ise π
′
(u) = u d�r. Aç�k bir

³ekilde π
′
(a) = a dir. Böylece π

′
, π den daha az eleman�n yerini de§i³tirir. Bu ise,

bir çeli³kidir. Böylece m = 3 dür. H bir 3-döngü içeren An in normal alt grubu

oldu§undan Yard�mc� Teorem 2.4.1 den H = An dir.�

n ≥ 5 olsun. Her G grubu için Z(G)EG oldu§undan Z(An)EAn olup Teorem

2.4.11 gere§ince Z(An) = {en} elde edilir.

Örnek 2.4.10. G = A5 alterne grubunu alal�m. |G| = 5!
2 = 60 oldu§unu biliyoruz.

�imdi 60 tam say�s�n� bölen 30 pozitif tam say�s�na kar³�l�k G grubunun 30 mertebeli

bir alt grubunun mevcut olmad�§�n� gösterelim. |H| = 30 olacak ³ekilde H ≤ G alt

grubu mevcut olsun. Bu takdirde Lagrange teoremi gere§i [G : H] = |G|
|H| =

60
30 = 2

olup Sonuç 2.4.2 den H EG elde edilir. Bu ise, G = A5 grubunun basit olmas�yla

çeli³ir. Dolay�syla G grubunun 30 mertebeli bir alt grubu mevcut de§ildir.�

G grup olmak üzere H ≤ G öz alt grup olsun. H ⊂ H
′ ≤ G için H

′
= G ise,

H alt grubuna G grubunun maksimal alt grubu denir. Benzer ³ekilde maksimal

normal alt grup tan�m� yap�labilir. G grubunun kendisinden farkl� HEG normal alt

grubunu alal�m. H ⊂ H ′ EG için H
′
= G ise, H normal alt grubuna G grubunun

maksimal normal alt grubu denir.

Uygulama 2.4.1. (1) G sonlu grup ve H ≤ G olsun. [G : H] = p ∈ P ise,

H ⊆ K ≤ G olmak üzere Teorem 2.4.9 gere§ince p = [G : H] = [G : K][K : H]

oldu§undan K = H veya K = G olup H maksimal alt gruptur.

(2) n > 1 olmak üzere |An| = n!
2 oldu§u bilinmektedir. Lagrange teoremi gere§i
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[Sn : An] = |Sn|
|An| = 2 olup Sonuç 2.4.2 den An E Sn elde edilir. (1) gere§i An

maksimal (normal) alt gruptur.

(3) G grup olmak üzere H, K ≤ G sonlu alt gruplar olsun. |HK| = |H||K|
|H∩K|

dir, gösterelim. A = H ∩ K olsun. Bu takdirde Önerme 2.4.1 den A ≤ H alt

gruptur. |H| sonlu oldu§undan Lagrange teoremi gere§i |A| | |H| olup bir n ∈ Z+

için |H| = n|A| ve [H : A] = n elde edilir. A n�n H sonlu grubundaki farkl� sol

yan s�n��ar�n�n kümesi {x1A, x2A, . . . , xnA} ise, Sonuç 2.4.1 den H =
⋃n

i=1 xiA

ayr�³�m� bulunur. A ≤ K oldu§undan

HK = (
⋃n

i=1 xiA)K =
⋃n

i=1 xiK

d�r. i ̸= j iken xiK∩xjK ̸= ∅ oldu§unu kabul edelim. Bu takdirde xiK = xjK olup

Teorem 2.4.5 (1) gere§i x−1
j xi ∈ K elde edilir. x−1

j xi ∈ H oldu§undan x−1
j xi ∈ A

d�r. Tekrar Teorem 2.4.5 (1) kullan�l�rsa, xiA = xjA çeli³kisi elde edilir. O halde

xiK∩xjK = ∅ olmal�d�r. Dolay�s�yla {xiK}ni=1 ailesi ayr�k olup her 1 ≤ i ≤ n için

|K| = |xiK| oldu§u gözönünde bulundurulursa,

|HK| = |x1K|+ |x2K|+ · · ·+ |xnK| = n|K| = |H||K|
|H∩K|

elde edilir.

(4) n ≥ 2 için Sn simetrik grubunda n!
2 mertebeli An alterne grubundan ba³ka alt

grup mevcut de§ildir, gösterelim. n = 2 olsun. S2 = {e2, (12)} simetrik grubu için

A2 = {e2} olup a³ikar alt gruplardan ba³ka alt grup mevcut de§ildir. n = 3 olsun.

S3 simetrik grubu için A3 = {e3, (123), (132)} alt grubu tek türlü belirli oldu§undan

n = 3 için aç�kt�r.

n ≥ 4 olsun. |T | = n!
2 ve T ̸= An olacak ³ekilde T ≤ Sn alt grubunun mevcut

oldu§unu kabul edelim. An ESn oldu§undan AnT ≤ Sn olup An ≤ AnT kapsamas�

ve An alterne grubunun maksimalli§i gere§i AnT = Sn e³itli§i elde edilir. Buradan

(3) gere§i |Sn| = n! = |AnT | = |An||T |
|T∩An| olup |T ∩ An| = n!

4 dir. n = 4 ise, A4 ün

6 mertebeli alt grubu mevcut olmad�§�ndan bu bir çeli³kidir. O halde |T | = 12 ve

T ̸= A4 olacak ³ekilde T ≤ S4 alt grubu mevcut de§ildir.

n > 4 olsun. Lagrange teoremi ve (3) gere§i [An : T ∩ An] =
|An|

|T∩An| =
n!
2
n!
4

= 2

olup T∩AnEAn dir. Bu ise, An alterne grubunun basit olmas�yla çeli³ir. Dolay�s�yla

istenilen elde edilir.

(5) n ≥ 5 olmak üzere Sn simetrik grubunda An alterne alt grubundan ba³ka

normal alt grup mevcut de§ildir, gösterelim. H E Sn a³ikar normal alt gruplardan

farkl� key� bir normal alt grup olsun. Bu takdirde AnESn oldu§undan H∩AnEAn

ve HAnESn dir. An alterne grubu basit oldu§undan H∩An = {en} veya H∩An =

An olmal�d�r.
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H ∩ An = An olsa, An = H ∩ An ⊆ H olup 2 = [Sn : An] = [Sn : H][H : An]

dir ve böylece H ̸= Sn oldu§undan [H : An] = 1 olmal�d�r. Dolay�s�yla Lagrange

teoremi gere§i |H| = |An| olup An ⊆ H oldu§undan H = An e³itli§i elde edilir.

H ∩An = {en} oldu§unu kabul edelim. An ⊆ HAn E Sn oldu§undan

2 = [Sn : An] = [Sn : HAn][HAn : An]

olup HAn = An veya HAn = Sn olmal�d�r. HAn = An ise, H ⊆ HAn = An olup

H ∩An = H = {en} çeli³kisi elde edilir. HAn = Sn ise,

n! = |Sn| = |HAn| = |H||An|
|H∩An| = |H||An| = |H|.n!2

e³itli§inden |H| = 2 çeli³kisi elde edilir (Sn grubunda mertebesi 2 olan normal alt

grup mevcut de§ildir (Bkz: Örnek 2.3.5 (4))). Sonuç olarak Sn simetrik grubunda

An alterne alt grubundan ba³ka normal alt grup yoktur.�

Lagrange teoreminin tersinin sonlu devirli gruplarda gerçeklendi§ini a³a§�daki

teoremde kan�tlayal�m.

Teorem 2.4.12. G = ⟨a⟩ ve |G| = n olsun. 1 ≤ d ∈ Z+ olmak üzere d | n ise, G

grubunun d mertebeli bir tek eleman� (alt grubu) vard�r.

Kan�t. 1 ≤ d için d | n olsun. Bu takdirde n = dk olacak ³ekilde k ∈ Z+ vard�r

ve Teorem 2.1.10 (2) gere§i ak ∈ G için |ak| = |a|
ebob(k,n) = d bulunur. H = ⟨ak⟩

al�n�rsa, |H| = d dir. �imdi |K| = d olacak ³ekilde K ≤ G alal�m. Teorem 2.4.4

(3) gere§i devirli grubun her alt grubu devirli oldu§undan K = ⟨at⟩ olacak ³ekilde

at ∈ K vard�r. |K| = d oldu§u için |at| = d olup |at| = n
ebob(t,n) = d dir. O halde

ebob(t, n) = n
d = k olmas�n� gerektirir. Dolay�s�yla k | t olup t = kl olacak ³ekilde

l ∈ Z vard�r. Di§er taraftan at = akl = (ak)l ∈ H oldu§undan K ⊆ H dir. Böylece

G grubu sonlu elemanl� ve |K| = |H| oldu§undan H = K e³itli§i elde edilir.�

Örnek 2.4.11. (Z6, +) abel grubunun tüm alt gruplar�n� bulal�m. Z6 = ⟨1⟩ devirli
grubunun tüm alt gruplar� Teorem 2.4.12 gere§ince devirlidir ve verilen mertebeden

tektir. Lagrange teoremi gere§i H ≤ Z6 iken |H| | 6 olup |H| = 1, 2, 3, 6 dur.

|H| = 1 ise, H = {0} ve |H| = 6 ise, H = Z6 oldu§u aç�kt�r. |H| = 2 olsun. H

devirli oldu§undan H = ⟨m1⟩ olacak ³ekilde 1 < m < 6 tam say�s� vard�r. Teorem

2.1.10 (2) gere§ince 2 = |H| = |m1| = 6
ebob(m, 6) oldu§undan m = 3 bulunur.

Dolay�s�yla H = ⟨31⟩ = ⟨3⟩ = {0, 3} dir. Benzer yöntem ile mertebesi 3 olan
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grubun ⟨2⟩ oldu§u görülür. Dolay�s�yla Lat(Z6) = {⟨0⟩, ⟨2⟩, ⟨3⟩, ⟨1⟩} olup

Z6

⟨3⟩

>>}}}}}}}}
⟨2⟩

``AAAAAAAA

⟨0⟩

``@@@@@@@

>>~~~~~~~

elde edilir.

0 < n ∈ Z+ olmak üzere mertebesi n olan devirli G grubunun alt gruplar�n�n

say�s� Teorem 2.4.12 gere§ince n pozitif tam say�s�n�n pozitif bölenlerinin say�s�

olup p(n) tanedir.

Örnek 2.4.12. (1) G grubu için a³a§�dakiler denktir, gösterelim.

(i) Lat(G) = {⟨e⟩, G} dir;

(ii) G basit ve sonlu devirli gruptur;

(iii) G grubunun mertebesi bir asal say�d�r.

(i) ⇒ (ii) Lat(G) = {⟨e⟩, G} olsun. G grubunun basit oldu§u aç�kt�r. ⟨e⟩ ̸= G

oldu§undan e ̸= a ∈ G vard�r. Bu takdirde ⟨e⟩ ̸= ⟨a⟩ ∈ Lat(G) = {⟨e⟩, G} olup

G = ⟨a⟩ elde edilir. �imdi ⟨a2⟩ ≤ G alal�m. a2 = e ise, ⟨a⟩ = {e, a} olup G =

{e, a} elde edilir. Dolay�s�yla |G| = 2 dir. a2 ̸= e oldu§unu kabul edelim. Lat(G) =

{⟨e⟩, G} oldu§undan G = ⟨a⟩ = ⟨a2⟩ olup a ∈ ⟨a2⟩ dir ve buradan a2t−1 = e olacak

³ekilde t ∈ Z vard�r. O halde a ∈ G eleman� sonlu mertebeye sahip olup G = ⟨a⟩
oldu§undan |G| <∞ elde edilir.

(ii) ⇒ (iii) |G| = n ve 1 < m ∈ Z olmak üzere n = mk olsun. G = ⟨a⟩
oldu§undan Teorem 2.4.12 den |H| = m olacak ³ekilde H ≤ G vard�r. G devirli

oldu§undan abel grubu olup hipotez gere§i H ∈ Lat(G) = {⟨e⟩, G} dir ve 1 < m

oldu§undan ⟨e⟩ ̸= H d�r. Böylece H = G dir. Dolay�s�yla m = n olup n asal say�d�r.

(iii) ⇒ (i) ⟨e⟩ ̸= H ≤ G için Lagrange teoremi gere§i |H| | |G| olup |G| asal
say� oldu§undan |H| = |G| dir. Böylece H = G e³itli§i elde edilir.

Özellikle; G abel grubunun basit olmas� için gerek ve yeter ko³ul |G| ∈ P olma-

s�d�r. Bu durumda G devirli gruptur.

(2) (Z∗
8, .) grubunun devirli olup olmad�§�n� ara³t�ral�m.

Z∗
8 = {m ∈ Z8 | ebob(m, 8) = 1}
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oldu§undan Z∗
8 = {1, 3, 5, 7} dir. O halde (Z∗

8, .) grubunda mertebesi 4 olan eleman

varsa, devirlidir. |1| = 1 oldu§u aç�kt�r. 3
2
= 1, 5

2
= 1 ve 7

2
= 1 oldu§undan verilen

grup devirli olamaz.

(3) Her p ∈ P için (Zp, +) abel grubunun basit oldu§u (1) den görülür. Ayr�ca

(Zp, +) abel grubunun tek maksimal alt grubu ⟨0⟩ a³ikar alt grubudur.
(4) G grup olmak üzere |G| = n olsun. e ̸= a ∈ G ise, Lagrange teoremi gere§i

|⟨a⟩| | |G| olup |a| | n dir. Teorem 2.1.10 (1) uygulan�rsa, an = e elde edilir.

(5) Z8 abel grubunun H = {0, 4} alt grubu verilsin. |Z8| = 8 ve |H| = 2 oldu§u

için Lagrange teoremi gere§i [Z8 : H] = 8
2 = 4 dür. Böylece H alt grubunun Z8

grubundaki sol yan s�n��ar� 0 + H = H = 4 + H, 1 + H = {1, 5} = 5 + H,

2 +H = {2, 6} = 6 +H ve 3 +H = {3, 7} = 7 +H d�r.

(6) Z∗
9 = {1, 2, 4, 5, 7, 8} çarp�msal grubu devirlidir, gösterelim. Mertebesi

|Z∗
9| = ϕ(9) = 6 olan eleman varsa, Z∗

9 devirlidir. |1| = 1 oldu§u aç�kt�r. 2
2
= 4,

2
3
= 8, 2

4
= 7, 2

5
= 5 ve 2

6
= 1 oldu§undan Z∗

9 = ⟨2⟩ dir. Ayr�ca G = ⟨a⟩ = ⟨ak⟩
olmas� için gerek ve yeter ko³ul ebob(k, n) = 1 oldu§undan Z∗

9 = ⟨2⟩ = ⟨25⟩ dir.
(7) Z∗

10 = {1, 3, 7, 9} çarp�msal grubu için Z∗
10 = ⟨3⟩ = ⟨7⟩ olup Z∗

10 devirlidir.

(8) S3 simetrik grubunun tüm alt gruplar�n� bulal�m ve normal alt grup olanla-

r�n� belirleyelim. ⟨e3⟩ ̸= H ≤ S3 olsun. Lagrange teoreminden |H| | 6 olup |H| =
2, 3, 6 olmal�d�r. |H| = 6 ise, H = S3 oldu§u aç�kt�r. |H| = 2 olsun. Bu tak-

dirde H asal mertebeli oldu§undan (1) gere§i devirlidir. S3 grubunda mertebesi

2 olan elemanlar transpozisyonlar oldu§undan H grubu mümkün transpozisyonlar

taraf�ndan üretilen gruptur. O halde H1 = ⟨(12)⟩, H2 = ⟨(23)⟩ ve H3 = ⟨(13)⟩
dir. Örnek 2.3.5 (4) gere§i H1, H2 ve H3 alt gruplar� normal de§ildir. |H| = 3

olsun. 3 ∈ P oldu§undan H devirlidir ve H4 = ⟨(123)⟩ yaz�labilir. Di§er taraftan

(123)−1 = (132) ∈ H4 = ⟨(123)⟩ oldu§undan H4 = ⟨(123)⟩ = ⟨(132)⟩ = A3ES3 elde

edilir. Ayr�ca S3 grubunda bu elemanlar d�³�nda ba³ka eleman mevcut olmad�§�ndan

Lat(S3) = {⟨e3⟩, ⟨(12)⟩, ⟨(13)⟩, ⟨(23)⟩, A3, S3}

olup

S3

⟨(12)⟩

::vvvvvvvvv
⟨(13)⟩

OO

⟨(23)⟩

ddHHHHHHHHH
A3

iiSSSSSSSSSSSSSSSSSSS

⟨e3⟩

ccHHHHHHHHH

OO ;;vvvvvvvvv

55kkkkkkkkkkkkkkkkkk

Burada S3 = ⟨(12), (123)⟩ oldu§u aç�kt�r. Dolay�s�yla devirli olmayan S3 simetrik
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grubunun tüm öz alt gruplar� devirlidir, basittir ve maksimaldir. Özellikle, A3 tek

maksimal normal alt gruptur.

(9) Z2 ⊕ Z2 = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)} Klein'in 4-lü abel grubunu alal�m.

Lagrange teoremi kullan�larak

Lat(Z2 ⊕ Z2) = {⟨(0, 0)⟩, ⟨(0, 1)⟩, ⟨(1, 0)⟩, ⟨(1, 1)⟩, Z2 ⊕ Z2}

ve

Z2 ⊕ Z2

⟨(0, 1)⟩

99sssssssss
⟨(1, 0)⟩

OO

⟨(1, 1)⟩

eeKKKKKKKKK

⟨(0, 0)⟩

eeJJJJJJJJJ

OO 99ttttttttt

oldu§u görülür. Dolay�s�yla Klein'in 4-lü grubunun kendisinden farkl� tüm alt grup-

lar� devirlidir. ⟨(0, 1)⟩, ⟨(1, 0)⟩ ve ⟨(1, 1)⟩ basit ve maksimal alt gruplard�r.

(10) (Z10, +) abel grubunun tüm alt gruplar�n� bulal�m. Z10 = ⟨1⟩ devirli gru-
bunun tüm alt gruplar� Teorem 2.4.12 gere§ince devirlidir ve verilen mertebeden

tektir. Lagrange teoremi gere§i H ≤ Z10 iken |H| | 10 olup |H| = 1, 2, 5, 10 dur.

|H| = 1 ise, H = {0} ve |H| = 10 ise, H = Z10 oldu§u aç�kt�r. |H| = 2 olsun. H

devirli oldu§undan H = ⟨m1⟩ olacak ³ekilde 1 < m < 10 tam say�s� vard�r. Teorem

2.1.10 (2) gere§ince 2 = |H| = |m1| = 10
ebob(m, 10) oldu§undan m = 5 bulunur. Do-

lay�s�yla H = ⟨51⟩ = ⟨5⟩ = {0, 5} dir. Benzer yöntem ile mertebesi 5 olan grubun

⟨2⟩ oldu§u görülür. Dolay�s�yla Lat(Z10) = {⟨0⟩, ⟨2⟩, ⟨5⟩, ⟨1⟩} olup

Z10

⟨2⟩

==||||||||
⟨5⟩

aaBBBBBBBB

⟨0⟩

``AAAAAAAA

>>}}}}}}}}

diagram� elde edilir. ⟨2⟩ ve ⟨5⟩ basit ve maksimal alt gruplard�r.

(11) p ∈ P ve n > 0 olmak üzere (Zpn , +) abel grubunu alal�m. Lagrange te-

oremini ve Teorem 2.4.12'yi kullanarak Zpn abel grubunun alt gruplar�n� bulal�m.

H ≤ Zpn = ⟨1⟩ ise, |H| | pn olup 0 ≤ i ≤ n olmak üzere |H| = pi dir. Teorem

2.1.10 (2) gere§ince |H| = pi = |m1| = pn

ebob(m, pn) e³itli§inden m = pn−i elde edilir.
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Dolay�s�yla 0 ≤ i ≤ n olmak üzere alt gruplar H = ⟨pn−i1⟩ = ⟨pn−i⟩ olup

Lat(Zpn) = {⟨0⟩, ⟨p⟩, ⟨p2⟩, ..., ⟨pn−1⟩, ⟨1⟩}

bulunur. Ayr�ca alt gruplar�n

{0} = ⟨0⟩ ≤ ⟨pn−1⟩ ≤ ⟨pn−2⟩ ≤ ... ≤ ⟨p2⟩ ≤ ⟨p⟩ ≤ ⟨1⟩ = Zpn

artan zinciri yaz�labilir. Dolay�s�yla ⟨pn−1⟩ basit alt grup ve ⟨p⟩ tek maksimal alt

gruptur.

p = 2 ve n = 4 al�n�rsa, (Z16, +) abel grubunun alt gruplar�n�n zinciri

{0} = ⟨0⟩ ≤ ⟨8⟩ ≤ ⟨4⟩ ≤ ⟨2⟩ ≤ ⟨1⟩ = Z16

bulunur. ⟨8⟩ basit alt grup ve ⟨2⟩ maksimal alt gruptur.

(12) p ∈ P olmak üzere G devirli olmayan p2 mertebeli grup olsun. G grubunun

birimden farkl� her eleman�n�n mertebesinin p oldu§unu gösterelim. e ̸= a ∈ G ise,

|a| = |⟨a⟩| oldu§undan Lagrange teoreminden |a| | p2 olup G devirli olmad�§�ndan

|a| = p elde edilir.

(13) (Z12, +) abel grubunun üreteçlerini bulal�m. (Zn, +) devirli grubunun üre-

teci Z∗
n kümesinin her bir eleman� oldu§undan Z12 = ⟨1⟩ = ⟨5⟩ = ⟨7⟩ = ⟨11⟩ dir.

(14) p ∈ P ve n > 0 olmak üzere |G| = pn olan G grubu verilsin. |a| = p olacak

³ekilde a ∈ G vard�r, gösterelim. n = 1 ise, |G| = p oldu§undan G basit ve devirlidir.

Dolay�syla birimden farkl� her a ∈ G için |a| = p elde edilir. n > 1 olsun. G devirli

ise, Teorem 2.4.12 gere§i |G|'nin her pozitif tam say� bölenine kar³�l�k bir devirli

alt grup denk geldi§inden istenilen eleman elde edilir. G devirli olmas�n. e ̸= a ∈ G
eleman�n� alal�m ve H = ⟨a⟩ olsun. G devirli olmad�§�ndan H < G olup Lagrange

teoremi gere§i |H| | pn dir ve mümkün m ∈ Z için |H| = pm yaz�labilir. Teorem

2.4.12 uygulan�rsa, H grubunun |b| = |⟨b⟩| = p olacak ³ekilde b ∈ H = ⟨a⟩ ≤ G

vard�r.

(15) G = ⟨a⟩ ve |G| = 20 olsun. G abel grubunun tüm alt gruplar�n� ve bu alt

gruplar�n üreteçlerini bulal�m. G devirli oldu§undan Teorem 2.4.12 gere§ince 20 tam

say�s�n�n her pozitif tam say� bölenine kar³�l�k G grubunun bir tek alt grubu kar³�l�k

gelir ve |Lat(G)| = p(20) = p(225) = (2 + 1)(1 + 1) = 6 d�r. 20'nin pozitif tam

say� bölenlerinin kümesi {1, 2, 4, 5, 10, 20} dir. H1 = ⟨e⟩ ve |H1| = 1 dir. |H2| = 2

olsun. H2 devirli oldu§undan H2 = ⟨ak⟩ olacak ³ekilde k ∈ Z vard�r. Teorem 2.1.10

(2) gere§i |H2| = 2 = |⟨ak⟩| = |ak| = 20
ebob(k, 20) oldu§undan k = 10 elde edilir.

Dolay�s�yla H2 = {e, a10} olup H2 alt grubunun bir tek üreteci vard�r. |H4| = 4

olsun. Benzer yöntem ile |H4| = 4 = |⟨ar⟩| = |ar| = 20
ebob(r, 20) olup r = 5 bulunur

ve H4 = {e, a5, a10, a15} dir. 4. mertebeden devirli grubun üreteç say�s� ϕ(4) = 2

128



olup bu üreteçler Teorem 2.4.4 (1) den ebob(m, 4) = 1 olmak üzere H4 = ⟨a5m⟩
³eklindedir. O halde H4 = ⟨a5⟩ = ⟨a15⟩ dir. Ayn� yol izlenirse
H5 = ⟨a4⟩ = {e, a4, a8, a12, a16} = ⟨a8⟩ = ⟨a12⟩ = ⟨a16⟩,
H10 = ⟨a2⟩ = {e, a2, a4, a6, a8, a10, a12, a14, a16, a18} = ⟨a6⟩ = ⟨a14⟩ = ⟨a18⟩ ve
G = ⟨a⟩ = ⟨a3⟩ = ⟨a7⟩ = ⟨a9⟩ = ⟨a11⟩ = ⟨a13⟩ = ⟨a17⟩ = ⟨a19⟩
bulunur. Sonuç olarak Lat(G) = {⟨e⟩, ⟨a10⟩, ⟨a5⟩, ⟨a4⟩, ⟨a2⟩, ⟨a⟩} olup

⟨a⟩

⟨a2⟩

<<yyyyyyyy
⟨a5⟩

bbEEEEEEEE

⟨a4⟩

==zzzzzzzz
⟨a10⟩

bbEEEEEEEE

<<yyyyyyyy

⟨e⟩

aaDDDDDDDD

<<yyyyyyyy

diagram� elde edilir. ⟨a10⟩ ve ⟨a4⟩ basit alt gruplard�r. ⟨a2⟩ ve ⟨a5⟩ maksimal alt

gruplard�r.

(16) (Z15, +) abel grubunda mertebesi 5 olan elemanlar� bulal�m. Z15 grubunda

mertebesi 5 olan elemanlar mertebesi 5 olan devirli alt grubun üreteçleridir ve say�s�

ϕ(5) = 4 dür. H ≤ Z15 olmak üzere |H| = 5 ise, Teorem 2.1.10 (2) den 5 = |m1| =
15

ebob(m, 15) olup m = 3 bulunur. H = ⟨31⟩ = ⟨3⟩ = ⟨k3⟩ olmas� için gerek ve yeter

ko³ul ebob(k, 5) = 1 oldu§undan k = 1, 2, 3, 4 olup mertebesi 5 olan elemanlar�n

kümesi {3, 6, 9, 12} dir.

(17) G grup ve H, K E G olsun. a ∈ G ve hk ∈ HK key� elemanlar� için

a−1hka = (a−1ha)(a−1ka) ∈ HK olup Önerme 2.4.2 (2) gere§ince HK E G elde

edilir. H ∩ K = {e} oldu§unu kabul edelim. k ∈ K ve h ∈ H key� elemanlar�

için H E G oldu§undan kh−1k−1 ∈ H olup hkh−1k−1 ∈ H ve K E G oldu§undan

hkh−1 ∈ K olup hkh−1k−1 ∈ K elde edilir. Sonuç olarak hkh−1k−1 ∈ H ∩ K
bulunur. Hipotez gere§i H ∩ K = {e} oldu§undan hkh−1k−1 = e olup hk = kh

e³itli§i elde edilir.

H, K E G olmak üzere G = HK ve H ∩ K = {e} ise, G grubuna H ve K

normal alt gruplar�n�n iç direkt çarp�m� (toplamsal ise, iç direkt toplam�)
denir. Buradan G grubunun H ve K normal alt gruplar�n�n iç direkt çarp�m� olmas�

için gerek ve yeter ko³ul her a ∈ G için a = hk olacak ³ekilde bir tek h ∈ H ve

k ∈ K eleman çiftinin mevcut olmas�d�r.
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G1 ve G2 key� gruplar olmak üzere G = G1 × G2 (zay�f) direkt çarp�m grubunu

alal�m. G grubunun iç direkt çarp�m oldu§unu gösterelim. G grubunun

H = {(a1, e2) | a1 ∈ G1 ve e2 ∈ G2}

ve

K = {(e1, a2) | e1 ∈ G1 ve a2 ∈ G2}

alt kümelerini alal�m. H E G dir, gösterelim. x = (a1, e2), y = (b1, e2) ∈ H key�

elemanlar olsun. xy−1 = (a1b
−1
1 , e2) ∈ H olup H ≤ G dir. a = (g1, g2) ∈ G

olmak üzere a−1xa = (g−1
1 a1g1, g

−1
2 e2g2) = (g−1

1 a1g1, e2) ∈ H olup H E G dir.

Benzer ³ekilde K E G oldu§u gösterilebilir. H ∩ K = {e} oldu§u aç�kt�r. a =

(a1, a2) = (a1, e2)(e1, a2) ∈ HK oldu§undan G = HK d�r. Dolay�s�yla G grubu H

ve K normal alt gruplar�n�n iç direkt çarp�m�d�r. O halde verilen iki grubun direkt

çarp�m� iç direkt çarp�m olarak yaz�labilir.

�ki grup için verdi§imiz bu özellikleri genelleyelim. G grup ve normal alt grup-

lar�n�n {Hi}i∈I ailesi verilsin. G = ⟨
⋃

i∈I Hi⟩ ve j ∈ I için Hj

⋂
(⟨
⋃

i ̸=j Hi⟩) = {e}
ise, G grubuna {Hi}i∈I ailesinin iç direkt çarp�m� (toplamsal ise, iç direkt
toplam�) denir.

�imdi G grubunun normal alt gruplar�n�n {Hi}i∈I ailesinin iç direkt çarp�m�

olmas� için gerek ve yeter ko³ulun G grubunun birimden farkl� her bir a eleman�-

n�n a = ai1ai2 ...aik olacak ³ekilde ai1 ∈ Hi1 , ai2 ∈ Hi2 , ..., aik ∈ Hik elemanla-

r�n�n tek türlü mevcut olmas� oldu§unu gösterelim. G = ⟨
⋃

i∈I Hi⟩ ve j ∈ I için

Hj

⋂
(⟨
⋃

i ̸=j Hi⟩) = {e} olmak üzere a ∈ G olsun. Hj

⋂
(⟨
⋃

i ̸=j Hi⟩) = {e} oldu-

§undan i ≠ j için Hi ∩ Hj = {e} dir. Her x ∈ Hi ve her y ∈ Hj için xyx−1 ∈
Hj ve y−1 ∈ Hj oldu§undan xyx−1y−1 = (xyx−1)y−1 ∈ Hj ve benzer ³ekilde

xyx−1y−1 ∈ Hi olup xyx−1y−1 ∈ Hi ∩ Hj = {e} dir. Dolay�s�yla xyx−1y−1 = e

e³itli§inden xy = yx dir. G = ⟨
⋃

i∈I Hi⟩ ve Hi E G oldu§undan gerekli düzenle-

meler yap�l�rsa, a = ai1ai2 ...aik olacak ³ekilde ai1 ∈ Hi1 , ai2 ∈ Hi2 , ..., aik ∈ Hik

elemanlar� vard�r. a = bj1bj2 ...bjr olacak ³ekilde bj1 ∈ Hj1 , bj2 ∈ Hj2 , ..., bjr ∈ Hjr

elemanlar�n�n mevcut oldu§unu kabul edelim. Buradan a = ai1ai2 ...aik = bj1bj2 ...bjr

olup ai1 eleman� yaln�z b�rak�l�rsa

ai1 = (bj1bj2 ...bjr )(a
−1
ik
a−1
ik−1

...a−1
i2

) ∈ Hi1

⋂
⟨
⋃

i ̸=i1
Hi⟩ = {e}

dir ve buradan ai1 = e elde edilir. Bu yöntemle devam edilirse, ai1 = ai2 = ... =

aik = e olup a = e dir. Dolay�s�yla G grubunun birim eleman�ndan ba³ka iki farkl�

yaz�l�³� olan eleman� mevcut de§ildir.
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Tersine, G grubunun her eleman�n�n Hi normal alt gruplar�n�n elemanlar�n�n

sonlu say�da çarp�m� ³eklinde tek türlü yaz�ld�§�n� kabul edelim. Buradan a ∈ G için

a ∈ ⟨
⋃

i∈I Hi⟩ olup G = ⟨
⋃

i∈I Hi⟩ dir. Böylece Hj

⋂
(⟨
⋃

i ̸=j Hi⟩) = {e} oldu§unu
göstermek yeterlidir. j ∈ I olmak üzere a ∈ Hj

⋂
(⟨
⋃

i ̸=j Hi⟩) key� bir eleman olsun.

Bu takdirde a = ai1ai2 ...aik olacak ³ekilde ai1 ∈ Hi1 , ai2 ∈ Hi2 , ..., aik ∈ Hik

elemanlar� vard�r ve 1 ≤ u ≤ k için Hj ̸= Hiu dur. Buradan a = ee..a...e =

ai1ai2 ...e...aik olup yaz�l�³�n tek türlü olmas�ndan dolay� a = e dir. Son olarak zay�f

direkt çarp�m�n bir iç direkt çarp�m olarak yaz�ld�§�n� kan�tlayal�m.

{Gi}i∈I gruplar�n ailesi olmak üzere G =
∏w

i∈I Gi olsun. i ∈ I için i. bile³eni

Gi grubunun eleman�ndan ve di§er tüm bile³enleri i ≠ j için Gj gruplar�n�n ej

birim elemanlar� olan tüm b = (bi)i∈I elemanlar�n�n kümesi

Hi = {b = (bi)i∈I ∈ G | her i ̸= j için bj = ej ve bi ∈ Gi}

olsun. b = (bi)i∈I , c = (ci)i∈I ∈ Hi key� elemanlar olsun. bc−1 eleman�n�n i.

bile³eni Gi grubunun eleman� ve di§er tüm bile³enler kar³�l�k gelen birim elemanlar

olup bc−1 ∈ Hi ≤ G dir. a = (ai)i∈I ∈ G key� olsun. i ̸= j için a−1
j bjaj =

a−1
j ejaj = ej ve a

−1
i biai ∈ Gi olup a−1ba = (a−1

i biai)i∈I ∈ Hi oldu§undan Önerme

2.4.2 (2) gere§ince Hi EG elde edilir.

a = (ai)i∈I ∈ G =
∏w

i∈I Gi key� eleman� verilsin. Birimlerden farkl� olan a n�n

bile³enlerinin ai1 , ai2 , ..., aik oldu§unu kabul edelim. Bu takdirde 1 ≤ u ≤ k için

iu. uncu bile³eni aiu ∈ Giu eleman� ve di§er tüm bile³enleri birimler olan eleman

biu ∈ Hiu al�n�rsa, a = bi1bi2 ...bik ∈ ⟨
⋃

i∈I Hi⟩ olup G = ⟨
⋃

i∈I Hi⟩ e³itli§i elde
edilir. Di§er taraftan i ̸= j için Hj

⋂
(⟨
⋃

i ̸=j Hi⟩) = {e} oldu§u aç�kt�r. Dolay�s�yla

G =
∏w

i∈I Gi grubu {Hi}i∈I ailesinin iç direkt çarp�m�d�r.

Her G grubu için G = ⟨G∪{e}⟩ = G{e} ve G∩{e} = {e} oldu§undan G grubu

{{e}, G} ailesinin iç direkt çarp�m�d�r. Bu iç direkt çarp�ma G grubunun a³ikar
parçalan�³� ad� verilir.

(18) D4 = {e4, α, α2, α3, β, αβ, α2β, α3β} karenin simetrilerinin grubu, αβ =

βα3 e³itli§i sa§land�§�ndan α ve β elemanlar� taraf�ndan üretildi§i aç�kt�r. �imdi

D4 grubunun (normal) alt gruplar�n� bulal�m. Burada α = (1234), β = (24) ve

αβ = βα3 oldu§unu biliyoruz. |D4| = 8 oldu§undan H ≤ D4 ise, Lagrange teoremi

gere§i |H| | 8 olup |H| = 1, 2, 4, 8 olmal�d�r. |H| = 1 iken H = ⟨e4⟩ ve |H| = 8

iken H = D4 oldu§u aç�kt�r.

|H| = 2 olsun. Mertebesi asal olan gruplar devirli oldu§undan H devirli olup

D4 grubunda mertebesi 2 olan elemanlar kadar mertebesi 2 olacak ³ekilde H ≤ D4

alt grubu vard�r. O halde H1 = ⟨β⟩, H2 = ⟨α2⟩ = Z(D4), H3 = ⟨αβ⟩, H4 = ⟨α2β⟩
ve H5 = ⟨α3β⟩ d�r.
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|H| = 4 olsun. D4 grubunda mertebesi 4 olan tek eleman α oldu§undan H6 = ⟨α⟩
al�nabilir. Önerme 2.4.2 (1) gere§i H2 = ⟨α2⟩ = Z(D4)ED4 oldu§undan

H1H2 = H2H1 = H2H4 = H4H2 = {e4, β, α2, α2β} = H7 ≤ D4

ve

H3H2 = H2H3 = H2H5 = H5H2 = {e4, αβ, α2, α3β} = H8 ≤ D4

dür. |A| = 4 olacak ³ekilde devirli olmayan A ≤ D4 key� alt grubunu alal�m. A alt

grubunun birim eleman�ndan farkl� tüm elemanlar�n�n mertebesi Lagrange teoremi

gere§i 2 olmal�d�r (en az bir tanesinin 4 olsa devirli olur). O halde A alt grubunun

birimden farkl� elemanlar� {β, αβ, α2, α2β, α3β} kümesinin elemanlar�ndan üç ta-

nesidir. β, αβ, α2 ∈ A ise, A grup oldu§undan (αβ)β = α ∈ A olup α, β ∈ A d�r ve

böylece D4 = ⟨α, β⟩ ⊆ A çeli³kisi elde edilir. β, αβ, α2β ∈ A ise, α2 = (α2β)β ∈ A
oldu§undan A = D4 çeli³kisi bulunur. Benzer ³ekilde di§er durumlarda incelenirse

A = H7 veya A = H8 oldu§u görülür. Dolay�s�yla

Lat(D4) = {⟨e4⟩, ⟨β⟩, ⟨α2⟩, ⟨αβ⟩, ⟨α2β⟩, ⟨α3β⟩, ⟨α⟩, ⟨β⟩⟨α⟩, ⟨α2⟩⟨αβ⟩, D4}

ve

D4

{e4, β, α2, α2β}

77oooooooooooo
⟨α⟩

OO

{e4, αβ, α2, α3β}

ggPPPPPPPPPPPPP

⟨β⟩

88qqqqqqqqqqqq
⟨α2β⟩

OO

Z(D4)

ggOOOOOOOOOOO

OO 77oooooooooooo
⟨αβ⟩

OO

⟨α3β⟩

ggOOOOOOOOOOOO

e4

kkWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW

ggPPPPPPPPPPPPP

OO 66nnnnnnnnnnnnnn

33fffffffffffffffffffffffffffff

diagram� elde edilir. Lagrange teoreminden 4. mertebeden tüm alt gruplar�n indeksi

2 oldu§undan Sonuç 2.4.2 gere§i 4. mertebeden tüm alt gruplar D4 grubunun nor-

mal alt grubudur. Mertebesi 2 olan alt gruplar aras�nda yaln�zca Z(D4) normal alt

gruptur.

α−1⟨β⟩α = α3⟨β⟩α = {α3βα, α3e4α} = {α2β, e4} ̸= ⟨β⟩ oldu§undan ⟨β⟩ alt grubu
D4 de normal de§ildir, fakat [⟨α2⟩⟨β⟩ : ⟨β⟩] = 2 oldu§undan Sonuç 2.4.2 gere-

§ince ⟨α2⟩⟨β⟩ de normaldir. Dolay�s�yla ⟨β⟩E ⟨α2⟩⟨β⟩ED4 yaz�labilir. ⟨α⟩, ⟨β⟩⟨α⟩
ve ⟨α2⟩⟨αβ⟩ maksimal (normal) alt gruplard�r. Mertebesi 2 olan tüm alt gruplar

basittir.
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(19) Bir önceki örnekten görülece§i üzere bir G grubunun normal alt gruplar�n�n

normal alt gruplar� G grubunda normal olmayabilir. �imdi bir özel ³art alt�nda bu

önermenin do§ru oldu§unu kan�tlayal�m. K = ⟨k⟩ E G olsun. K devirli grubunun

her H normal alt grubu için HEG dir, gösterelim (K devirli oldu§undan abel grubu

olup her alt grubu normaldir). HEK oldu§undan Teorem 2.4.4 (3) gere§i mümkün

r ∈ Z için H = ⟨kr⟩ dir. a ∈ G herhangi bir eleman olmak üzere x ∈ a−1Ha olsun.

Bu takdirde x = a−1krta olacak ³ekilde t ∈ Z vard�r. K E G oldu§undan Önerme

2.4.2 (2) den a−1ka = km olacak ³ekilde m ∈ Z vard�r.

x = a−1krta = (a−1ka)(a−1ka) . . . (a−1ka)︸ ︷︷ ︸
rt−tane

= (km)rt = kmrt = (kr)mt ∈ H

oldu§undan H EG dir.

(20) �ndeksi 3 olan ve normal olmayan alt grup örne§i verelim. S3 simetrik

grubunda H = ⟨(12)⟩ alt grubunun normal alt grup olmad�§�n� biliyoruz. Lagrange

teoreminden [S3 : ⟨(12)⟩] = 6
2 = 3 dür.

(21) (Z, +) abel grubunun maksimal alt gruplar�n� karakterize edelim. nZ nin

maksimal alt grup olmas� için gerek ve yeter ko³ul n ∈ P olmas�d�r, gösterelim. nZ
maksimal alt grup ve 1 ≤ m < n olmak üzere n = mk olsun. Buradan n ∈ mZ
olup nZ ⊂ mZ ⊆ Z dir. nZ maksimal oldu§undan mZ = Z olup m = 1 bulunur.

Dolay�s�yla n asald�r. Tersine, n asal iken [Z : nZ] = n dir ve Uygulama 2.3.1(1)

gere§i nZ maksimal alt gruptur.

(22) (Z, +) abel grubunun basit alt grubu mevcut de§ildir, gösterelim. nZ ≤ Z
alt grubu verilsin. ±1 ̸= m ∈ Z key� bir eleman olmak üzere nmZ ⊂ nZ olup

nZ ≤ Z basit alt grup olamaz.

(23) (Q, +) abel grubunun maksimal alt grubu mevcut de§ildir, gösterelim. H <

Q maksimal alt grup olsun. �imdi bir a ∈ Q\H eleman� için X = H ∪ {a} kü-

mesini gözönüne alal�m. Buradan H ⊂ ⟨X⟩ ≤ Q olup H < Q maksimal alt grup

oldu§undan ⟨X⟩ = Q bulunur. Dolay�s�yla X kümesi (Q, +) abel grubunun bir üre-

teç kümesidir. X kümesinden sonlu tane eleman at�lsa bile yeni elde edilen küme

yine (Q, +) abel grubunun üreteç kümesidir. O halde Y = X\{a} = H al�n�rsa

Örnek 2.4.4.(5) gere§i Q = ⟨Y ⟩ = ⟨H⟩ = H çeli³kisi elde edilir. Dolay�s�yla (Q, +)

abel grubunun maksimal alt grubu mevcut de§ildir.

(24) (Q, +) abel grubunun her H öz alt grubu için [Q : H] =∞ dur, gösterelim.

Aksini kabul edelim ve [Q : H] = n olsun. Bu takdirde H alt grubunun Q grubundaki

sol yan s�n��ar�n�n kümesi R = {a1+H, a2+H, ..., an+H}, n elemana sahip olup

Sonuç 2.4.1 gere§ince Q = (a1 +H)∪ (a2 +H)∪ ...∪ (an +H) d�r. a ∈ Q key� bir

eleman olsun. Bu takdirde R kümesinin elemanlar� iki³er-iki³er ayr�k oldu§undan
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a ∈ ai +H olacak ³ekilde bir tek i ∈ {1, 2, ..., n} vard�r. Genelli§i bozmadan i = 1

olarak alal�m. O halde a ∈ a1+H = {a1+h | h ∈ H} olup a = a1+h olacak ³ekilde

h ∈ H eleman� mevcuttur. Buradan a = a1 + h ∈ ⟨a1, h⟩ ⊆ ⟨{a1, a2, ...an}
⋃
H⟩

olup Q ⊆ ⟨{a1, a2, ...an}
⋃
H⟩ elde edilir. Ters kapsama aç�k oldu§undan Q =

⟨{a1, a2, ...an}
⋃
H⟩ dir. O halde X = {a1, a2, ...an}

⋃
H al�n�rsa X kümesi Q abel

grubunun bir üreteç kümesidir. Di§er taraftan Y = X\{a1, a2, ...an} kümesi de Q
grubunun bir üreteç kümesi oldu§undan Q = ⟨Y ⟩ = ⟨X\{a1, a2, ...an}⟩ = ⟨H⟩ = H

çeli³kisi elde edilir. Sonuç olarak kabulümüz yanl�³ olup [Q : H] =∞ dur.

(25) G grup ve H, K ≤ G olsun. a ∈ G için a(H ∩ K) = aH ∩ aK dir,

gösterelim. x ∈ a(H ∩ K) ise, bir b ∈ H ∩ K için x = ab ∈ aH ∩ aK olup

a(H ∩K) ⊆ aH ∩ aK kapsamas� bulunur. Tersine; x ∈ aH ∩ aK iken x = ah ve

x = ak olacak ³ekilde h ∈ H ve k ∈ K vard�r. Buradan x = ah = ak olup G grup

oldu§undan sadele³tirme özelli§i sa§lan�r ve böylece h = k ∈ H ∩ K elde edilir.

Dolay�s�yla x = ah ∈ a(H ∩K) olup ters kapsama gösterilmi³ olur. Böylece istenen

a(H ∩K) = aH ∩ aK e³itli§i yaz�l�r.

(26) G grup olsun. H, K ≤ G alt gruplar� için [H : H ∩ K] ≤ [G : K] dir,

gösterelim. H ∩ K alt grubunun H daki sol yan s�n��ar�n�n kümesi S ve K alt

grubunun G grubundaki sol yan s�n��ar�n�n kümesi R olsun. Her a(H ∩ K) ∈ S
için ψ(a(H ∩K)) = aK ile tan�ml� ψ : S −→ R dönü³ümünü alal�m. a(H ∩K) =

b(H ∩ K) ise, Teorem 2.4.5 (1) gere§i b−1a ∈ H ∩ K ⊆ K olup aK = bK d�r.

Dolay�s�yla ψ iyi tan�ml�d�r. a(H ∩K), b(H ∩K) ∈ S olmak üzere ψ(a(H ∩K)) =

aK = ψ(b(H ∩K)) = bK olsun. Teorem 2.4.5 (1) gere§i b−1a ∈ K olup a, b ∈ H
oldu§undan b−1a ∈ H d�r. Dolay�s�yla b−1a ∈ H ∩K d�r ve Teorem 2.4.5 (1) den

a(H ∩K) = b(H ∩K) olup ψ bire-bir fonksiyondur. O halde [H : H ∩K] ≤ [G : K]

elde edilir.

Özellikle, [G : K] sonlu iken [H : H ∩K] = [G : K] olmas� için gerek ve yeter

ko³ul G = HK olmas�d�r, gösterelim.

�lk olarak [H : H ∩K] = [G : K] olsun. [G : K] sonlu ve ψ bire-bir oldu§undan

ψ örtendir ([H : H ∩ K] = [G : K] iken ψ örtendir). x ∈ G key� bir eleman

olsun. x ∈ K ise, x = ek ∈ HK oldu§u aç�kt�r. x ∈ G\K olsun. xK ∈ R olup ψ

örten oldu§undan ψ(a(H ∩K)) = aK = xK olacak ³ekilde a(H ∩K) ∈ S vard�r.

Teorem 2.4.5 (1) gere§i aK = xK e³itli§inden x−1a = k ∈ K olup x = ak−1 ∈ HK
d�r. Böylece G ⊆ HK elde edilir ve bundan dolay� G = HK e³itli§i gerçeklenir.

Tersine; G = HK olsun. xK ∈ R (x ∈ G\K) olmak üzere x ∈ G = HK olup

x = hk olacak ³ekilde h ∈ H ve k ∈ K vard�r. Dolay�s�yla xK = hkK = hK d�r.

h ∈ K olsa, xK = hkK = hK = K e³itli§inden x ∈ K çeli³kisi elde edilir. O halde

h ∈ H\K olup h ∈ H\H∩K oldu§u görülür. Buradan h(H∩K) ∈ S dir ve bundan
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dolay� ψ(h(H ∩K)) = hK = hkK = xK olup ψ örtendir. Dolay�s�yla [G : K] sonlu

oldu§undan istenen e³itlik elde edilir.

(27) G grup olmak üzere H, K ≤ G için [G : H] ve [G : K] sonlu olsun. Teorem

2.4.9 ve üstteki örnek (26) gere§i

[G : H ∩K] = [G : H][H : H ∩K] ≤ [G : H][G : K]

d�r. Örnek (26) ya benzer i³lemler ile "[G : H ∩K] = [G : H][G : K] olmas� için

gerek ve yeter ko³ul G = HK olmas�d�r" önermesinin do§rulu§u gösterilebilir.

(28) G grup olmak üzere H, K ≤ G alt gruplar� için [G : H] ve [G : K] sonlu

olsun. ebob([G : H], [G : K]) = 1 ise G = HK dir, gösterelim. Örnek (27) den

[G : H ∩K] ≤ [G : H][G : K] sonludur. Ayr�ca [G : H ∩K] = [G : H][H : H ∩K]

ve [G : H ∩K] = [G : K][K : H ∩K] oldu§undan

[G : H]|[G : H ∩K] ve [G : K]|[G : H ∩K]

d�r. Burada ebob([G : H], [G : K]) = 1 hipotezi kullan�l�rsa,

[G : H][G : K]|[G : H ∩K]

olup [G : H][G : K] ≤ [G : H ∩K] dir. Dolay�s�yla [G : H ∩K] = [G : H][G : K]

e³itli§i gerçeklenir ve Örnek (27) gere§i G = HK d�r.�
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2.4 Al�³t�rmalar

1. H ≤ G olsun. Her a ∈ G içinNG(a
−1Ha) = a−1NG(H)a oldu§unu gösteriniz.

2. S6 simetrik grubunun s�n�f denklemini bulunuz.

3. H ≤ K ≤ G olsun. H EK olmas� için gerek ve yeter ko³ulun K ≤ NG(H)

olmas� oldu§unu kan�tlay�n�z.

4. G grup olmak üzere H ve K, G grubunun e³lenik alt gruplar� olsun. Bu

takdirde NG(H) ile NG(K) n�nda e³lenik oldu§unu gösteriniz.

5. D4 Dihedral grubunun iki öz alt grubunun iç direkt çarp�m� olarak yaz�lama-

ya§�n� gösteriniz.

6. p ∈ P olmak üzere G devirli grubunun mertebesi pn olsun. G grubunun öz

alt gruplar�n�n iç direkt çarp�m� olarak yaz�lamayaca§�n� gösteriniz.

7. p ve q farkl� asal say�lar olmak üzere G devirli grubunun mertebesi pq olsun.

Bu takdirde G nin birtak�m öz alt gruplar�n�n iç direkt toplam� oldu§unu

kan�tlay�n�z.

8. (Z, +) abel grubunun öz alt gruplar�n�n iç direkt toplam� olarak yaz�lamaya-

ca§�n� gösteriniz.

9. (Q, +) abel grubunun öz alt gruplar�n�n iç direkt toplam� olarak yaz�lamaya-

ca§�n� gösteriniz.

10. Her öz alt grubu devirli olup kendisi devirli ve de§i³meli olmayan grup örne§i

veriniz.

11. Her öz alt grubu devirli olup kendisi devirli olmayan abel grubu örne§i veriniz.

12. Her a ∈ Q için ⟨a⟩ devirli grubunu karakterize ediniz.

13. Z ⊕ Z abel grubunda a = (1, 2) ve b = (0, 10) elemanlar� için ⟨a, b⟩ alt
grubunu karakterize ediniz.

14. Burulmal� gruplar�n zay�f direkt çarp�m�n�n da burulmal� oldu§unu kan�tla-

y�n�z.

15. Bölünebilir gruplar�n zay�f direkt çarp�m�n�n da bölünebilir oldu§unu kan�t-

lay�n�z.

16. Basit olan abel gruplar�n� karakterize ediniz.
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17. S4 simetrik grubunun tüm alt gruplar�n� bulunuz.

18. S6 n�n devirli alt gruplar�n� bulunuz.

19. (Z, +) abel grubunda nZ alt grubunu kapsayan maksimal alt gruplar� bulu-

nuz.

20. (Z24, +) abel grubunda H = {0, 8, 16} ve K = {0, 6, 12, 18} alt gruplar�n�
kapsayan en küçük alt grubu bulunuz.

21. Her G grubu için G/[G, G] bölüm grubunun abel grubu oldu§unu gösteriniz.

22. H, K ≤ G gruplar olsun. H ∪K alt grup olmas� için gerek ve yeter ko³ulun

H ⊆ K veya K ⊆ H olmas� oldu§unu gösteriniz.

23. 0 < n ∈ Z+ olmak üzere (Z, +) abel grubunda Hn = {a ∈ Z | n|a} olsun.
Hn ≤ Z oldu§unu gösteriniz ve [Z : Hn] indeksini hesaplay�n�z.

24. G grup olsun. [G : H] = 4 olacak ³ekildeHEG alt grubunun mevcut oldu§unu

kabul edelim. [G : K] = 2 olacak ³ekilde H ⊆ K E G mevcut oldu§unu

gösteriniz.

25. n ∈ Z+ olmak üzere G = {0, 1, 2, ..., n − 1} olsun. Her a, b ∈ G key�

elemanlar� için a ∗ b = r ≡ a + b (n) ile bir "∗" i³lemi tan�mlan�yor. (G, ∗)
ikilisinin devirli grup oldu§unu gösteriniz.

26. n, m ∈ Z olsun. mZ ≤ nZ olmas� için gerek ve yeter ko³ul n|m olmas�d�r,

gösteriniz.

27. Lagrange teoremi yard�m�yla Euler teoremini kan�tlay�n�z.

28. Sn simetrik grubundaki tüm komütatörlerin çift permütasyon oldu§unu gös-

teriniz.
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2.5 Normal Alt Gruplar ve Bölüm Gruplar�

Bu bölümde, H normal alt grubunun G grubundaki sol yan s�n��ar�n�n kümesi

üzerinde (aH)(bH) = abH dönü³ümü yard�m�yla grup yap�s� in³a edece§iz ve temel

özelliklerini verece§iz. Öncelikle verilen dönü³ümün herhangi bir alt grup için iyi

tan�ml� olmad�§�n� a³a§�daki örnekle aç�klayal�m ve bundan sonra bu dönü³ümün

iyi tan�ml� olmas�n�n normal alt grup olmaya denk oldu§unu kan�tlayal�m.

Örnek 2.5.1. H = ⟨(23)⟩ = {e3, (23)} ≤ S3 normal olmayan alt grubunu alal�m.

H alt grubunun S3 deki tüm sol yan s�n��ar�n�n kümesi S3/H olsun. S3/H kümesi

üzerinde a, b ∈ S3 için (aH)(bH) = (ab)H dönü³ümünü tan�mlayal�m. (13)H =

(132)H ve (12)H = (123)H olmak üzere

((12)H)((13)H) = (132)H ve ((123)H)((132)H) = H

oldu§undan (132)H ̸= H d�r. Böylece H = ⟨(23)⟩ ≤ S3 için

(aH)(bH) = abH

dönü³ümü iyi tan�ml� de§ildir.�

Teorem 2.5.1. G grup ve H ≤ G olsun. H E G olmas� için gerek ve yeter ko³ul

her aH, bH sol yan s�n��ar� için (aH)(bH) = abH ile tan�ml� dönü³ümünün iyi

tan�ml� olmas�d�r.

Kan�t. (⇒) aH = xH ve bH = yH olmak üzere (aH)(bH) = abH = xyH =

(xH)(yH) oldu§unu gösterelim. a ∈ aH = xH ve b ∈ bH = yH oldu§undan

a = xh1 ve b = yh2 olacak ³ekilde h1, h2 ∈ H vard�r. c ∈ abH key� bir eleman

olsun. Bu takdirde bir h ∈ H için c = (ab)h olup c = (ab)h = (xh1)(yh2)h =

x(h1y)(h2h) d�r. H E G oldu§undan Teorem 2.4.7 gere§i h1y ∈ Hy = yH olup

h1y = yh
′

1 olacak ³ekilde h
′

1 ∈ H vard�r. Buradan c = (ab)h = x(h1y)(h2h) =

x(yh
′

1)(h2h) = (xy)(h
′

1h2h) ∈ xyH oldu§undan abH ⊆ xyH elde edilir. Benzer

³ekilde ters kapsama da gösterilebilir. Dolay�s�yla (aH)(bH) = abH = xyH =

(xH)(yH) olup verilen dönü³üm iyi tan�ml�d�r.

(⇐) Teorem 2.4.7 gere§i her a ∈ G için aH = Ha oldu§unu göstermek yeterlidir.

x ∈ aH key� bir eleman olsun. Bu takdirde x ∈ xH oldu§undan x ∈ xH ∩aH olup

xH = aH d�r. Verilen dönü³ümün iyi tan�ml�l�§� gere§i

(xH)(a−1H) = xa−1H = (aH)(a−1H) = aa−1H = eH = H

olup xa−1 ∈ H elde edilir. Buradan x ∈ Ha oldu§u görülür ve aH ⊆ Ha elde edilir.
Benzer yöntem ile ters kapsama da gösterilebilir. Dolay�s�yla aH = Ha yan s�n�f

e³itli§i elde edilir.�
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G grup ve HEG olsun. H normal alt grubunun G grubundaki tüm aH sol (Ha

sa§) yan s�n��ar�n�n kümesini G/H ile gösterelim. Her a ∈ H için aH = H d�r ve

özellikle e ∈ G birim eleman olmak üzere eH = H olup H ∈ G/H elde edilir.

Teorem 2.5.2. G grup ve H EG olsun. aH, bH ∈ G/H key� elemanlar� için

(aH)(bH) = abH

ile tan�ml� ikili i³lemine göre G/H kümesi, birim eleman� H ve aH ∈ G/H elema-

n�n�n tersi (aH)−1 = a−1H olan gruptur (burada a−1 ∈ G eleman�, G grubunda

a ∈ G eleman�n�n tersidir). Özellikle; G abel grubu ise, G/H abel grubudur.

Kan�t. aH, bH, cH ∈ G/H key� elemanlar� için

(aH)[(bH)(cH)] = (aH)(bcH) = a(bc)H

= (ab)cH = [(ab)H](cH)

= [(aH)(bH)](cH)

olup birle³me özelli§i gerçeklenir. H ∈ G/H eleman� için aH ∈ G/H key� eleman

olmak üzere

(aH)H = (aH)(eH) = (ae)H = aH = (ea)H = (eH)(aH) = H(aH)

olup H ∈ G/H birim elemand�r ve

(aH)(a−1H) = (aa−1)H = eH = H = eH = (a−1a)H = (a−1H)(aH)

oldu§undan G/H gruptur.

G abel grubu olsun. Her aH, bH ∈ G/H için G abel grubu oldu§undan

(aH)(bH) = (ab)H = (ba)H = (bH)(aH)

olup G/H abel grubudur.�

G grup ve H EG olsun. G/H grubuna G grubunun H normal alt grubuna göre

bölüm grubu denir. Burada |G/H| = [G : H] oldu§u aç�kt�r. Ayr�ca G/⟨e⟩ ve G/G
a³ikar bölüm gruplar�d�r ([G : ⟨e⟩] = |G| ve [G : G] = 1 oldu§undan bire-bir

e³leme yöntemi kullan�larak homomor�zmalar yard�m�yla G/⟨e⟩ grubunun G gru-

buyla ve G/G grubunun ⟨e⟩ grubuyla ayn� yap�ya sahip oldu§unu kan�tlayaca§�z).

G grubunun a³ikar bölüm gruplar�ndan farkl� olan bölüm gruplar�na öz bölüm

grubu ad� verilir.

G toplamsal grup ve H EG ise, G/H grubunun elemanlar� a+H ³eklinde olup

ikili i³lem (a+H) + (b+H) = (a+ b) +H olur.
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Örnek 2.5.2. (1) Devirli gruplar�n bölüm gruplar� da devirlidir, gösterelim. G =

⟨a⟩ ve H ≤ G olsun. G devirli oldu§undan abel grubu olup H E G dir. Buradan

aH ∈ G/H olup ⟨aH⟩ ⊆ G/H oldu§u aç�kt�r. bH ∈ G/H verilsin. b ∈ G = ⟨a⟩
oldu§undan bir m ∈ Z için b = am olup

bH = amH = (aH)(aH)...(aH)︸ ︷︷ ︸
m−tane

= (aH)m

dir ve böylece G/H ⊆ ⟨aH⟩ bulunur. Dolay�s�yla G/H = ⟨aH⟩ devirli gruptur.
(2) (Z, +) abel grubunun bölüm gruplar�n� karakterize edelim. nZ ≤ Z olmak

üzere

Z/nZ = {nZ, 1 + nZ, 2 + nZ, ..., (n− 1) + nZ}

dir. Burada Z/nZ abel grubunun birimi nZ ve m+ nZ ∈ Z/nZ eleman�n�n tersi

−m+ nZ dir. Z = ⟨1⟩ oldu§undan (1) gere§i Z/nZ = ⟨1+ nZ⟩ dir (homomor�zma

yard�m�yla bu grubun Zn grubuyla ayn� yap�ya sahip oldu§unu kan�tlayaca§�z). Özel-

likle, n = 4 al�n�rsa

Z/4Z = {4Z, 1 + 4Z, 2 + 4Z, 3 + 4Z} = ⟨1 + 4Z⟩ = ⟨3 + 4Z⟩

dir.

(3) S3 simetrik grubunun bölüm gruplar�n� bulal�m. S3 simetrik grubunun nor-

mal alt gruplar�n�n {e3}, A3 ve S3 oldu§unu biliyoruz.

S3/{e3} = {{e3}, (12){e3}, (13){e3}, (23){e3}, (123){e3}, (132){e3}}

ve S3/S3 = {S3} a³ikar grup oldu§u aç�kt�r. Di§er taraftan |S3/A3| = [S3 : A3] = 2

oldu§undan S3/A3 = {A3, (12)A3} ³eklindedir.
(4) H EG olsun. a ∈ G eleman�n�n mertebesi sonlu ise aH eleman�n�n merte-

beside sonludur, gösterelim. |a| = n olsun. Bu takdirde (aH)n = anH = eH = H

olup |aH| ≤ n bulunur.

O halde G burulmal� grupsa, G grubunun her bölüm grubu da burulmal�d�r.

Fakat öz bölüm gruplar� burulmal� olan bir grup burulmal� olmayabilir. Örne§in;

(Z, +) burulmas�z abel grubunun n ̸= 0, ±1 olmak üzere her Z/nZ öz bölüm grubu

sonlu elemanl� oldu§undan burulmal�d�r.

(5) D4 karenin simetrilerinin grubunun bölüm gruplar�n� belirleyelim.

Örnek 2.3.9 (17) den D4 grubunun öz normal alt gruplar� a = (1234) ve b = (24) ol-

mak üzere Z(D4) = {e4, a2}, H = {e4, a2, b, a2b}, K = {e4, a2, ab, a3b} ve L =

⟨a⟩ = {e4, a, a2, a3} olup D4/Z(D4) = {Z(D4), aZ(D4), bZ(D4), (ab)Z(D4)},
D4/H = ⟨aH⟩, D4/K = ⟨(a2b)K⟩ ve D4/L = ⟨bL⟩ oldu§u görülür.
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(6) Bölünebilir grubun her bölüm grubu bölünebilirdir, gösterelim. G bölünebi-

lir grup ve n ∈ Z olsun. Bölünebilir gruplar�n abel grubu oldu§unu biliyoruz. O

halde H ≤ G olmak üzere (G/H)n = {(aH)n | aH ∈ G/H} için G/H = (G/H)n

oldu§unu göstermeliyiz. aH ∈ G/H ise, a ∈ G olup G bölünebilir oldu§undan

a = bn olacak ³ekilde b ∈ G vard�r. Buradan aH == bnH = (bH)n ∈ (G/H)n olup

G/H = (G/H)n e³itli§i elde edilir. Dolay�s�yla G/H grubu bölünebilirdir.

(7) H ⊆ Z(G) olmak üzere G/H devirli ise G abel grubudur, gösterelim. Önerme

2.4.2 (1) gere§i H E G olup G/H bölüm grubu tan�ml�d�r. �imdi G/H = ⟨xH⟩
olmak üzere her a ∈ G için aH ∈ G/H = ⟨xH⟩ olup bir n ∈ Z için a = ae ∈ aH =

(xH)n = xnH d�r ve buradan a = xnh olacak ³ekilde h ∈ H vard�r. Böylece a =

xnh ∈ ⟨x, h⟩ ⊆ ⟨x, H⟩ olup G ⊆ ⟨x, H⟩ kapsamas� elde edilir. Ters kapsama aç�k

oldu§undan G = ⟨x, H⟩ bulunur. H ⊆ Z(G) hipotezi kullan�l�rsa Örnek 2.3.3.(5)

gere§i G nin abel grubu oldu§u görülür.

(8) p ∈ P için Örnek 2.3.1.(6) dan Z alt grubunu kapsayan

Q(p) = { m
pn |m ∈ Z, n ≥ 0 }

kümesinin (Q, +) abel grubunun alt grubu oldu§unu biliyoruz. Q(p)/Z bölüm gru-

bunun yap�s�n� belirleyelim. n ∈ Z+ olmak üzere cn = 1
pn + Z olsun. Buradan

pc1 = 0, pc2 = c1, pc3 = c2, pc4 = c3 · · ·

oldu§undan

⟨c1⟩ ⊆ ⟨c2⟩ ⊆ ⟨c3⟩ ⊆ · · ·

yaz�l�r ve Örnek 2.3.3.(4) den
⋃

n∈Z+⟨cn⟩ ≤ Q(p)/Z dir. Ayr�ca m
pn + Z ∈ Q(p)/Z

ise, m( 1
pn + Z) = mcn ∈ ⟨cn⟩ olup {c1, c2, · · · , cn, · · · } kümesi Q(p)/Z grubunu

üretir ve buradan Q(p)/Z =
⋃

n∈Z+⟨cn⟩ elde edilir. Bundan dolay� Q(p)/Z = Zp∞

ile gösterilir ve Prüfer p-grup olarak adland�r�l�r.

�imdi Zp∞ abel grubunun öz alt gruplar�n� belirleyelim. A < Zp∞ öz alt grup ve

n = sup{ k | ck ∈ A } olsun. n =∞ ise, her a = m
ps +Z ∈ Zp∞ için k > s ve ck ∈ A

olacak ³ekilde k ∈ Z+ vard�r. Buradan a = mpk−s( 1
pk + Z) ∈ ⟨ck⟩ ⊆ A olup A =

Zp∞ çeli³kisi elde edilir. O halde n <∞ olmal�d�r. n = sup{ k | ck ∈ A } oldu§undan
⟨cn⟩ ⊆ A oldu§u aç�kt�r. a = m

ps + Z ∈ A key� bir eleman olsun. ebob(m, p) = 1

al�nabilir. Buradan ebob(m, ps) = 1 olupmu+psv = 1 olacak ³ekilde u, v ∈ Z vard�r.

Dolay�s�yla au = mu
ps +Z = 1−psv

ps +Z = 1
ps +Z ∈ ⟨cs⟩ dir. cs = au ∈ A olup n tam

say�s�n�n seçiminden s ≤ n dir. O halde a = mpn−s( 1
pn + Z) = mpn−scn ∈ ⟨cn⟩

olup A ⊆ ⟨cn⟩ bulunur. Sonuç olarak A öz alt grubu A = ⟨cn⟩ ile belirlidir. Yani,

Zp∞ grubunun öz alt gruplar� ⟨cn⟩ ³eklindedir.
(9) Her G abel grubu için p ∈ P olmak üzere
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Tp(G) = {a ∈ G | ∃n ≥ 0; |a| = pn} ≤ G

oldu§unu biliyoruz. Tp(Q/Z) = Zp∞ dur, gösterelim. m
pk +Z ∈ Zp∞ ise, pk(m

pk +Z) =
Z oldu§undan m

pk + Z ∈ Tp(Q/Z) olup Zp∞ ⊆ Tp(Q/Z) kapsamas� elde edilir.

ebob(m, b) = 1 olmak üzere m
b + Z ∈ Tp(Q/Z) key� bir eleman olsun. Bu takdirde

en az bir n ∈ N için pn(mb + Z) = pnm
b + Z = Z olup pnm

b ∈ Z dir. Buradan

b|pnm ve ebob(m, b) = 1 oldu§undan b|pn olup b = pk olacak ³ekilde k ≤ n do§al

say�s� vard�r. Böylece m
b + Z = m

pk + Z = m( 1
pk + Z) = mck ∈ ⟨ck⟩ ≤ Zp∞ olup

m
b + Z ∈ Zp∞ d�r. Sonuç olarak alt gruplar�n Tp(Q/Z) = Zp∞ e³itli§i elde edilir.

(10) H EG olsun. H ve G/H sonlu üretilmi³ gruplar ise G sonlu üretilmi³tir,

gösterelim.

H = ⟨h1, h2, ..., hn⟩ ve G/H = ⟨a1H, a2H, ..., amH⟩ olmak üzere a ∈ G için

aH = (x1H)k1(x2H)k2 ...(xrH)kr = (xk1
1 H)(xk2

2 H)...(xkr
r H) = (xk1

1 x
k2
2 ...x

kr
r )H

olacak ³ekilde x1, x2, ..., xr ∈ {a1, a2, ..., am} (G abel grubu olarak verilmedi§inden

a1, a2, ..., am elemanlar� kendi aralar�nda de§i³emece§inden belirli bir s�raya göre

yazamay�z ve bundan dolay� bu ³ekilde kodlama yap�larak yaz�lmas� notasyon aç�-

s�ndan basittir: aH = (a1H)2(a5H)(a4H)7 ³eklinde olabilir) ve k1, k2, ..., kr ∈ Z
vard�r. O halde aH = (xk1

1 x
k2
2 ...x

kr
r )H e³itli§inden bir h ∈ H için

a = (xk1
1 x

k2
2 ...x

kr
r )h

yaz�labilir. Di§er taraftan hipotez gere§i H sonlu üretilmi³ olup h = yt11 y
t2
2 ...y

tu
u ola-

cak ³ekilde y1, y2, ..., yu ∈ {h1, h2, ..., hu} ve t1, t2, ..., tu ∈ Z vard�r. Dolay�s�yla

a = (xk1
1 x

k2
2 ...x

kr
r )h e³itli§inde h = yt11 y

t2
2 ...y

tu
u yerine yaz�l�rsa,

a = (xk1
1 x

k2
2 ...x

kr
r )(yt11 y

t2
2 ...y

tu
u ) = xk1

1 x
k2
2 ...x

kr
r y

t1
1 y

t2
2 ...y

tu
u ∈

⟨x1, x2, ..., xr, y1, y2, ..., yu⟩

olup x1, x2, ..., xr ∈ {a1, a2, ..., am} ve y1, y2, ..., yu ∈ {h1, h2, ..., hu} oldu§un-
dan a ∈ ⟨a1, a2, ..., am, h1, h2, ..., hn⟩ elde edilir. Böylece oldu§undan

G ⊆ ⟨a1, a2, ..., am, h1, h2, ..., hn⟩

kapsamas� elde edilir. Ters kapsama aç�k oldu§undan

G = ⟨a1, a2, ..., am, h1, h2, ..., hn⟩

bulunur.

(11) G grup ve H EG olsun. G/H bölüm grubunun abel grubu olmas� için ge-

rek ve yeter ko³ul [G,G] ≤ H olmas�d�r, gösterelim. G/H grubunun abel grubu
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oldu§unu kabul edelim. a, b ∈ G için abH = (aH)(bH) = (bH)(aH) = baH olup

(ba)−1(ab) = a−1b−1ab = [a, b] ∈ H elde edilir. Dolay�s�yla [G,G] ≤ H oldu§u görü-

lür. Tersine; [G,G] ≤ H olsun. Bu takdirde her a, b ∈ G için [a, b] = a−1b−1ab ∈ H
olup abH = baH d�r. Buradan (aH)(bH) = abH = baH = (bH)(aH) dir ve böylece

G/H abel grubudur.

O halde G grubunun bölüm grubunun abel grubu oldu§u en küçük alt grup [G,G]

dir. Dolay�s�yla G grubunun bir bölüm grubunun abel grubu olmas� istendi§inde ilk

akla gelecek alt grup [G,G] olmal�d�r.

(12) 1 < n ∈ Z olmak üzere [Sn, Sn] = An oldu§unu gösterelim. S2 abel grubu

oldu§undan [S2, S2] = {e2} = A2 dir.

n > 2 olsun. Sn simetrik grubu abel grubu olmad�§�ndan {en} ̸= [Sn, Sn] dir.

Di§er taraftan Sn/An bölüm grubu, mertebesi 2 olan devirli grup olup abel grubudur.

Böylece (11) gere§i [Sn, Sn] ≤ An olup [Sn, Sn] ̸= Sn dir. Ayr�ca [Sn, Sn] E Sn

oldu§u bilinmektedir. Dolay�s�yla [Sn, Sn]EAn dir.

n = 3 ise, A3 basit ve {e3} ̸= [S3, S3] oldu§undan [S3, S3] = A3 dir.

n = 4 ise, A4 alterne grubunun a³ikar olmayan normal alt grubu yaln�zca

H = {e4, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}

dür. {en} ̸= [Sn, Sn]E An oldu§undan [S4, S4] = A4 veya [S4, S4] = H olmal�d�r.

�imdi a = (12) ve b = (23) elemanlar�n�n komütatörünü hesaplayal�m. [a, b] =

[(12), (23)] = (12)−1(23)−1(12)(23) = (12)(23)(12)(23) = (132) /∈ H oldu§undan

[S4, S4] = A4 dir.

n ≥ 5 olsun. {en} ̸= [Sn, Sn]E An ve An basit oldu§undan [Sn, Sn] = An elde

edilir (veya Uygulama 2.3.1 (3) gere§i Sn grubunda An den ba³ka normal alt grup

olmad�§�ndan istenilen e³itlik elde edilebilir).�

Teorem 2.5.3. G grup ve H EG olsun. Bu takdirde

(1) G grubunun her K alt grubu için KH/H ≤ G/H dir;

(2) X ≤ G/H (XEG/H) ise, X = K/H olacak ³ekilde H ≤ K ≤ G (H ≤ KEG)
vard�r;

(3) G/H bölüm grubunun basit olmas� için gerek ve yeter ko³ul H normal alt

grubunun G grubunun maksimal normal alt grubu olmas�d�r;

(4) G grubunun H normal alt grubunu kapsayan (normal) alt gruplar� ile G/H

bölüm grubunun (normal) alt gruplar� aras�nda bire-bir e³leme vard�r.

Kan�t. (1) H EG oldu§undan KH ≤ G dir. k1H, k2H ∈ KH/H key� elemanlar�

için k1, k2 ∈ KH olup KH ≤ G alt grup oldu§undan k1k
−1
2 ∈ KH d�r ve buradan
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(k1H)(k2H)−1 = (k1H)(k−1
2 H) = (k1k

−1
2 )H ∈ KH/H

elde edilir. Benzer i³lemlerle K E G olmak üzere KH E G oldu§u gösterilerek

KH/H EG/H oldu§u görülebilir.

(2) X ≤ G/H alt grubu için K = {a ∈ G | aH ∈ X} kümesini tan�mlayal�m.

Her a ∈ H için aH = H ∈ X oldu§undan K kümesinin tan�m� gere§i a ∈ K

olup H ⊆ K d�r. Her k1, k2 ∈ K için k1H, k2H ∈ X olup X ≤ G/H oldu§undan

(k1H)(k−1
2 H) = (k1k

−1
2 )H ∈ X dir ve buradan k1k

−1
2 ∈ K d�r. Dolay�s�yla K ≤ G

elde edilir. �imdi X = K/H oldu§unu gösterelim. K alt grubunun tan�m� gere§i

kH ∈ K/H iken k ∈ K olup kH ∈ X dir. Tersine; kH ∈ X iken K alt grubunun

tan�m� gere§i k ∈ K olup kH ∈ K/H d�r. Böylece X = K/H e³itli§i elde edilir.

(3) G/H basit grup olmak üzere H ⊆ K E G olsun. Bu takdirde (1) gere§i

K/H E G/H olup G/H basit grup oldu§undan K/H = {H} veya K/H = G/H

d�r ve buradan K = H veya K = G bulunur. Dolay�s�yla H maksimal normal

alt gruptur. Tersine; X E G/H olmak üzere (2) gere§i H ≤ K E G olmak üzere

X = K/H ³eklindedir. H maksimal normal alt grup oldu§undan K = H veya

K = G olup X = {H} veya X = G/H d�r. Sonuç olarak G/H basit gruptur.

(4) S = {K ∈ Lat(G) | H ≤ K} olmak üzere her K ∈ S için ψ(K) = KH/H =

K/H ile tan�ml� ψ : S −→ Lat(G/H) dönü³ümünü tan�mlayal�m. K1, K2 ∈ S

olmak üzere K1 = K2 ise, K1/H = K2/H oldu§undan ψ(K1) = ψ(K2) olup

ψ iyi tan�ml�d�r. ψ fonksiyonunun bire-bir ve örten oldu§u gösterilebilir. Dolay�-

s�yla ψ : S −→ Lat(G/H) bire-bir e³lemesi vard�r. Benzer ³ekilde R = {L ∈
LatN (G)|H ≤ L} kümesi yard�m�yla her L ∈ R için ψ(L) = L/H ile tan�ml�

ψ : R −→ LatN (G/H) dönü³ümünün bire-bir ve örten fonksiyon oldu§u gösteri-

lerek G grubunun H normal alt grubunu kapsayan normal alt gruplar� ile G/H

bölüm grubunun normal alt gruplar� aras�nda bire-bir e³leme oldu§u görülür.�

Teorem 2.5.3 den K ≤ G (K E G) alt grubunun maksimal (normal) alt grup

olmas� için gerek ve yeter ko³ulun K/H �n G/H grubunun maksimal (normal) alt

grup olmas� oldu§u aç�kt�r. Dolay�s�yla maksimal (normal) alt gruplar aras�nda da

bire-bir e³leme vard�r.

Örnek 2.5.3. (1) Z/8Z abel grubunun alt gruplar�n� bulal�m ve e³le³meleri yaza-

l�m.

X ≤ Z/8Z ise, Teorem 2.5.3 gere§i 8Z ≤ K ≤ Z olmak üzere X = K/8Z ³eklinde-

dir.

8Z ≤ 4Z ≤ 2Z ≤ Z

oldu§undan
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X1 = Z/8Z, X2 = 2Z/8Z, X3 = 4Z/8Z ve X4 = 8Z/8Z = {8Z}

alt gruplard�r. Burada

Z ←→ Z/8Z
2Z ←→ 2Z/8Z
4Z ←→ 4Z/8Z
8Z←→ {8Z}

alt grup e³le³meleri vard�r ve

{8Z} ≤ 4Z/8Z ≤ 2Z/8Z ≤ Z/8Z

zinciri yaz�l�r. Dolay�s�yla 2Z ≤ Z maksimal normal alt grubuna kar³�l�k gelen

2Z/8Z alt grubunun Z/8Z bölüm grubunun maksimal normal alt grubu oldu§u aç�k-

t�r.

(2) Z/6Z abel grubunun alt gruplar�n� bulal�m ve e³le³meleri yazal�m.

6Z ≤ 3Z, 2Z ≤ Z oldu§undan Teorem 2.5.3 gere§i Z/6Z abel grubunun alt gruplar�

{6Z}, 3Z/6Z, 2Z/6Z ve Z/6Z d�r. Ayr�ca

6Z←→ {6Z}
3Z ←→ 3Z/6Z
2Z ←→ 2Z/6Z
Z ←→ Z/6Z

e³le³meleri vard�r. 2Z ve 3Z maksimal alt gruplar oldu§undan 3Z/6Z, 2Z/6Z ≤
Z/6Z maksimal alt gruplard�r. Özellikle,

(3Z/6Z) ∩ (2Z/6Z) = (3Z ∩ 2Z)/6Z = 6Z/6Z = {6Z}

olmak üzere

3Z/6Z+ 2Z/6Z = Z/6Z

iç direkt toplam� elde edilir.

(3) G grup ve H E G olsun. Her i ∈ I için H ≤ Hi ≤ G olmak üzere {Hi}i∈I

ailesi verilsin. Bu takdirde⋂
i∈I(Hi/H) = (

⋂
i∈I Hi)/H

e³itli§i vard�r, gösterelim. H EG oldu§undan her i ∈ I için H EHi oldu§u aç�kt�r.

aH ∈
⋂

i∈I(Hi/H) ise, her i ∈ I için aH ∈ Hi/H olup a ∈ Hi dir ve buradan a ∈⋂
i∈I Hi elde edilir. Böylece aH ∈ (

⋂
i∈I Hi)/H olup

⋂
i∈I(Hi/H) ⊆ (

⋂
i∈I Hi)/H

elde edilir. Ters kapsama da benzer ³ekilde gösterilerek istenilen e³itlik bulunur.�
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2.5 Al�³t�rmalar

1. Bölünebilir gruplar�n her bölüm grubunun da bölünebilir oldu§unu gösteriniz.

2. G abel grubu olmak üzere G/T (G) bölüm grubunun burulmas�z oldu§unu

kan�tlay�n�z.

3. G/Z(G) devirli ise, G grubunun abel grubu oldu§unu kan�tlay�n�z.

4. n > 1 olmak üzere Z/nZ bölüm grubunun maksimal alt gruplar�n�n kesi³imini

karakterize ediniz.

5. (Q, +) abel grubunun her bölüm grubunun maksimal alt grup içermedi§ini

kan�tlay�n�z.

6. G grup olmak üzere H E G olsun. H ve G/H devirli iken G nin devirli

olmayabilece§ini bir örnekle aç�klay�n�z.

7. Prüfer p-grubun bölünebilir oldu§unu gösteriniz.

8. Z/nZ nin bölünebilir olup olmad�§�n� ara³t�r�n�z.
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2.6 Alt Gruplar, Cauchy Teoremi ve Sylow Teorem-

leri

Bu bölümde, Lagrange teoreminin tersinin abel gruplar�nda ve de§i³meli olmayan

gruplar için baz� özel durumlarda do§ru oldu§unu kan�tlayaca§�z. Özellikle, bir

grubun Sylow alt gruplar�n� karakterize edece§iz.

Önerme 2.6.1. G abel grubu ve |G| = n olsun. p ∈ P olmak üzere p | n ise, |a| = p

olacak ³ekilde a ∈ G vard�r.

Kan�t. |G| = n üzerine tümevar�m uygulayal�m. |G| = 2 ise, G grubunun birimden

farkl� x ∈ G mevcut olup |x| = 2 dir. G grubunun mertebesi p asal say�s� ise, G

grubunun birimden farkl� tüm elemanlar�n�n mertebesi Lagrange teoremi gere§i p

dir. |G| = r ve 2 ≤ r < n olan her pozitif tam say�s� için iddia do§ru olsun. |G| = n

ise, e ̸= x ∈ G olmak üzere Lagrange teoreminden |x| | n olup |x| ≤ |G| = n dir.

|x| = m olsun. Buradan Lagrange teoremi tekrar uygulan�rsa

n = |G| = |⟨x⟩|[G : ⟨x⟩] = m[G : ⟨x⟩]

olup p | n oldu§undan p | m veya p - m dir.

p | m ise, m = pk olacak ³ekilde k ∈ Z+ vard�r. Bu takdirde |x| = m ve

k < m oldu§undan xk ̸= e dir ve böylece xm = (xk)p = e olup |xk| = p bulunur.

Dolay�s�yla mertebesi p olan a = xk ∈ G elde edilir.

p - m ise, p | [G : ⟨x⟩] dir. H = ⟨x⟩ olsun. G abel grubu oldu§undan H EG dir.

Böylece |G/H| = [G : H] < n olup tümevar�m kabulünden |yH| = p olacak ³ekilde

yH ∈ G/H vard�r. Buradan (yH)p = ypH = H e³itli§inden yp ∈ H olup ypm = e

bulunur. ymp = (ym)p = e oldu§undan ym = e veya |ym| = p dir. ym = e olsa,

(yH)m = H yaz�labilir ve böylece p - m oldu§undan yH eleman�n�n mertebesinin p

olmas�yla çeli³ir. O halde ym ̸= e olup |ym| = p elde edilir. Dolay�s�yla a = ym ∈ G
al�n�rsa istenilen elde edilir.�

Teorem 2.6.1. (Cauchy Teoremi) G grup ve |G| = n olsun. p ∈ P olmak üzere

p | n ise, |a| = p olacak ³ekilde a ∈ G vard�r.

Kan�t. G abel grubu ise, Önerme 2.6.1 gere§i istenilen elde edilir. G de§i³meli

olmayan grup olsun. n üzerine tümevar�m uygulayal�m. n = 2 iken iddia aç�kt�r.

2 ≤ m < n ve |G| = m olacak ³ekildeki her G grubu için iddia do§ru olsun.

|G| = n için do§rulu§unu kan�tlayal�m. G de§i³meli olmad�§�ndan en az bir a ∈ G
için a /∈ Z(G) ve bundan dolay� G grubunun (e³lenik) s�n�f denklemi
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|G| = |Z(G)|+
∑

a/∈Z(G)[G : CG(a)]

³eklindedir. Bu durumda a /∈ Z(G) olacak ³ekildeki her a ∈ G için

[G : CG(a)] > 1 olmal�d�r. Buradan

n = |G| = |CG(a)|[G : CG(a)] > |CG(a)| > 1

dir.

p | |CG(a)| ise, tümevar�m hipotezinden CG(a) alt grubunda ve dolay�s�yla G

grubunda p mertebeli bir eleman vard�r.

p - |CG(a)| olsun. Bu takdirde, her a /∈ Z(G) için p | [G : CG(a)] olup p |
|G|−

∑
a/∈Z(G)[G : CG(a)] = |Z(G)| bulunur. Burada Önerme 2.6.1 uygulan�rsa bir

x ∈ Z(G) için |x| = p elde edilir. �

�imdi Lagrange teoreminin tersinin abel gruplar�n da do§ru oldu§unu a³a§�daki

teoremde kan�tlayal�m.

Teorem 2.6.2. G abel grubu ve |G| = n olsun. m | n ise, |K| = m olacak ³ekilde

K ≤ G vard�r.

Kan�t. m = 1 ise, K = ⟨e⟩ dir.
n > 1 ve m > 1 olsun. n üzerine tümevar�m uygulayal�m. n = 2 ise, m > 1

için m = 2 olup G = K d�r. 2 ≤ k < n olacak ³ekildeki k mertebeli her G

abel grubu için iddia do§ru olsun. |G| = n için iddian�n do§rulu§unu kan�tlayal�m.

m > 1 oldu§undan p | m olacak ³ekilde p ∈ P vard�r. Bu takdirde, p | m ve

m | n oldu§undan m = pm1 ve n = mm2 olacak ³ekilde m1,m2 ∈ Z+ vard�r. Di§er

taraftan p | n oldu§undan Önerme 2.6.1 gere§i |H| = p olacak ³ekilde HEG vard�r.

Lagrange teoreminden

1 < |G/H| = [G : H] = |G|
|H| < |G|

dir ve böylece |G/H| = n
p = m1m2 < n olup m1 | |G/H| bulunur. Tümevar�m

kabulünden |K/H| = m1 olacak ³ekilde K/H EG/H vard�r. Buradan

|K| = [K : H]|H| = m1p = m

oldu§undan K EG bulunur. �

Sonlu mertebeli G devirli grubunun mertebesini bölen her pozitif tam say�ya

kar³�l�k Teorem 2.4.12 gere§i bir tek K ≤ G vard�r. Ancak genel olarak abel grup-

lar�nda K alt grubu tek türlü olmayabilir. Örne§in K4 = Z2 ⊕ Z2 abel grubunun

mertebesini bölen 2 say�s�na kar³�l�k mertebeleri 2 olan ⟨(1, 0)⟩ ve ⟨(0, 1)⟩ öz alt

gruplar� vard�r.
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p ∈ P ve G grubu verilsin. Tp(G) = {a ∈ G | ∃n ≥ 0; |a| = pn} ⊆ G alt

kümesinin G abel grubu iken bir alt grup yap�s�na sahip oldu§unu biliyoruz. Ancak

G abel grubu de§ilse, Tp(G) kümesi G grubunun alt grubu olmayabilir. Tp(G) = G

ise, G grubuna p-grup ad� verilir. H ≤ G olmak üzere H p-grup ise (yani, H alt

grubunun tüm elemanlar�n�n mertebesi p asal�n�n bir kuvveti ise), H alt grubuna

G grubunun p-alt grubu denir ve H ⊆ Tp(G) oldu§u aç�kt�r. G grubu ve her

p ∈ P için e = ep
0

oldu§undan {e} p-alt gruptur.
�imdi key� verilen G grubunda her p asal�na kar³�l�k gelen p-alt gruplar�n maksi-

malinin (G grubunda maksimal alt grup olmak zorunda de§ildir) mevcut oldu§unu

gösterelim.G p-grup ise,G grubunun kendisi p-alt gruplar�n maksimalidir.G p-grup

olmas�n ve

Γ = {H < G | H öz p− alt grup } ⊆ Lat(G)

kümesini tan�mlayal�m. e = ep
0

oldu§undan {e} ∈ Γ olup Γ ̸= ∅ dir. (Γ, ⊆) s�ral�
bir kümedir. Γ0, Γ kümesinin key� bir zinciri (tam s�ral� alt kümesi) olmak üzere

X =
⋃

H∈Γ0
H olarak tan�mlayal�m. Γ0 zincir oldu§undan X ≤ G dir. a ∈ X ise,

X =
⋃

H∈Γ0
H oldu§undan a ∈ H1 ∈ Γ0 vard�r ve H1 bir p-alt grup olup a ∈ X

eleman�n�n mertebesi p asal�n�n bir kuvvetidir. O halde X p-alt gruptur. G p-grup

olmad�§�ndan X ̸= G olup X ∈ Γ d�r. X alt grubunun Γ0 kümesinin bir üst s�n�r�

oldu§u aç�kt�r. Dolay�s�yla Zorn Lemmas� gere§i Γ kümesi bir Y ∈ Γ maksimal

eleman�na sahiptir. G grubunda Y ≤ K < G olacak ³ekilde K < G öz p-alt grubu

mevcut olsa, Γ kümesinin tan�m� gere§i K ∈ Γ olup Y ∈ Γ maksimal oldu§undan

Y = K elde edilir. O halde Y p-alt grubu, G grubunda p-alt gruplar�n maksimalidir.

Burada Y alt grubuna G grubunun Sylow p-alt grubu denir. Özellikle, Y ⊆ Tp(G)
oldu§u aç�kt�r (burada Tp(G) alt grup olmayabilir).

�imdiG grubunun Sylow p-alt grubu Y EG iken Y = Tp(G) oldu§unu gösterelim

(dolay�s�yla tek Sylow p-alt grup Tp(G) olur).

Teorem 2.6.3. G grup ve Y EG Sylow p-alt grup olsun. Bu takdirde, Y = Tp(G)E
G dir.

Kan�t. g ∈ Tp(G) olmak üzere Y ⟨g⟩ ≤ G alt grubunun p-grup oldu§unu kan�t-

layal�m. Key� verilen a ∈ Y için ag ∈ Y ⟨g⟩ eleman�n�n mertebesinin p nin bir

kuvveti oldu§unu göstermemiz yeterlidir. n ∈ N için (ag)n = bng
n olacak ³e-

kilde bn ∈ Y eleman�n�n varl�§�n� n üzerine tümevar�mla kan�tlayal�m. n = 1

ise, b1 = a ∈ Y dir. n ve n den küçük do§al say�lar için iddia do§ru olsun.

(ag)n+1 = (ag)n(ag) = (bng
n)(ag) = bn(g

nag−n)gn+1 olup Y E G oldu§undan

gnag−n ∈ Y dir ve buradan bn+1 = bn(g
nag−n) ∈ Y al�n�rsa istenilen elde edilir.
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g ∈ Tp(G) oldu§undan bir m ∈ Z+ için |g| = pm olup (ag)p
m

= bpmgp
m

=

bpm ∈ Y dir. Y , G nin Sylow p-alt grubu oldu§undan ag eleman�n�n mertebesi p

nin bir kuvvetidir. O halde Y ⟨g⟩ alt grubu bir p-gruptur. Y ≤ Y ⟨g⟩ ve Y maksimal

p-alt grup oldu§undan g ∈ Y ⟨g⟩ = Y e³itli§i elde edilir. Böylece Tp(G) ⊆ Y olup

Y ⟨g⟩ p-alt grup oldu§undan Y ⟨g⟩ ⊆ Tp(G) kapsamas� gere§i Y = Tp(G) dir.�

G abel (daha genel olarak nilpotent) grubu ise, Tp(G) en büyük (dolay�s�yla

tek) Sylow p-alt gruptur.

Örnek 2.6.1. (1) G = Zpn grubu sonlu bir p-gruptur. Özellikle, G grubunun ken-

disi Sylow p-alt gruptur. Ayr�ca alt gruplar�n�n

{0} = ⟨0⟩ ≤ ⟨pn−1⟩ ≤ ⟨pn−2⟩ ≤ ... ≤ ⟨p2⟩ ≤ ⟨p⟩ ≤ ⟨1⟩ = Zpn

artan zinciri oldu§undan ⟨p⟩ tek maksimal alt gruptur.

(2) Sonsuz elemanl� ve maksimal alt grubu mevcut olmayan Zp∞ abel grubunu

alal�m. Zp∞ grubunun her eleman�n�n mertebesi p asal�n�n bir kuvveti oldu§undan

p-grup olup Zp∞ = Tp(Zp∞) olur. Dolay�s�yla Zp∞ grubunun kendisi tek Sylow p-alt

gruptur.

(3) Q/Z abel grubunu alal�m. Her p asal say�s� için Tp(Q/Z) = Zp∞ tek Sylow

p-alt gruptur. Dolay�s�yla maksimal alt grubu olmayan Q/Z abel grubunun sonsuz

çoklukta ve tek türlü olarak belirli olan Sylow p-alt grubu vard�r.

(4) p ∈ P olmak üzere G p-grup olsun. G grubunun p mertebeli her normal alt

grubu merkezde kapsan�r, gösterelim.

|H| = p olacak ³ekilde HEG verilsin. H asal mertebeli oldu§undan her e ̸= a ∈
H için H = ⟨a⟩ d�r. x ∈ G key� bir eleman olsun. H E G oldu§undan x−1Hx =

H olup x−1ax ∈ x−1Hx = H = ⟨a⟩ d�r ve böylece x−1ax = ak olacak ³ekilde

1 ≤ k ≤ p − 1 vard�r. x ∈ G ve G p-grup oldu§undan |x| = pr olacak ³ekilde

r ∈ Z+ mevcuttur. Örnek 2.1.8 (6) gere§i a = x−pr

axp
r

= ak
pr

olup kp
r ≡ 1(p)

elde edilir. Di§er taraftan k < p oldu§undan Fermat teoremi gere§ince kp−1 ≡ 1(p)

dir. Dolay�s�yla Z∗
p çarp�msal grubunda |k| |p − 1 ve |k| |pr elde edilir. Bu ise,

ancak k = 1 olmas�yla mümkündür. O halde x−1ax = a olup a merkez elemand�r

ve böylece a ∈ Z(G) elde edilir. Sonuç olarak H = ⟨a⟩ oldu§undan H ⊆ Z(G) dir.�

Önerme 2.6.2. G p-grup olsun. G grubunun her alt grubu ve her bölüm grubu

p-gruptur. Tersine; H EG olmak üzere H ve G/H p-gruplar ise, G de p-gruptur.

Kan�t. K ≤ G olsun. a ∈ K ise, K ≤ G oldu§undan a ∈ G dir. G p-grup oldu§un-

dan |a| = pk olacak ³ekilde 0 ≤ k ∈ Z vard�r. Dolay�s�yla K alt grubunun her ele-

man�n�n mertebesi p asal�n�n kuvveti oldu§undan K p-gruptur. �imdi HEG olmak
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üzereG/H bölüm grubunu alal�m ve aH ∈ G/H key� eleman olsun. a ∈ G oldu§un-

dan |a| = pn olacak ³ekilde n ≥ 0 tam say�s� vard�r. Buradan (aH)p
n

= ap
n

H = H

olup Teorem 2.1.10 (1) gere§i |aH| | pn dir. Dolay�s�yla |aH| = pk olacak ³ekilde

0 ≤ k ≤ n tam say�s� vard�r.

Tersine, a ∈ G olsun. G/H bölüm grubu p-grup oldu§undan |aH| = pn olacak

³ekilde 0 ≤ n ∈ Z tam say�s� vard�r. Buradan (aH)p
n

= ap
n

H = H olup ap
n ∈ H

d�r. Hipotez gere§i H p-grup oldu§undan |apn | = pm olacak ³ekilde m ≥ 0 tam

say�s� mevcut olup ap
n+m

= e elde edilir. Dolay�s�yla a ∈ G eleman�n�n mertebesi p

asal�n�n kuvvetidir. Sonuç olarak G p-gruptur.�
�imdi sonlu elemanl� p-gruplar� karakterize edelim ve Sylow p-alt gruplar�n�n

yap�s�n� belirleyelim.

Teorem 2.6.4. G grup olsun. G grubunun sonlu p-grup olmas� için gerek ve yeter

ko³ul negatif olmayan k ∈ Z için |G| = pk olmas�d�r.

Kan�t. (⇒) |G| = n ve q ̸= p olacak ³ekildeki q ∈ P için q | n olsun. Bu takdirde

Cauchy teoremi gere§i |a| = q olacak ³ekilde a ∈ G vard�r. Bu ise, G grubunun

p-grup olmas�yla çeli³ir. O halde n tam say�s�n�n p asal�ndan ba³ka asal böleni

yoktur. Dolay�s�yla |G| = pk d�r.

(⇐) a ∈ G için |a| = m olsun. Lagrange teoremi gere§i m | pk olup m = pu

olacak ³ekilde u ≥ 0 tam say�s� vard�r. Sonuç olarak G p-gruptur. �
G sonlu grup ve H ≤ G olsun. H p-alt grup ise, her a ∈ G için |a−1Ha| = |H|

oldu§undan H alt grubunun e³leni§i olan a−1Ha da p-alt gruptur.

Teorem 2.6.5. p ∈ P ve G grup olmak üzere |G| = pk (k ≥ 1) olsun. Bu takdirde

(1) |Z(G)| > 1 dir;

(2) k = 2 ise, G abel grubudur;

(3) G de§i³meli olmayan grup ve k = 3 ise, |Z(G)| = p dir.

Kan�t. (1) G = Z(G) ise, istenilen aç�kt�r. G ̸= Z(G) olsun. Bu takdirde a /∈ Z(G)
olacak ³ekildeki her a ∈ G eleman� için [G : CG(a)] > 1 dir. Lagrange teoremi

gere§i |G| = |CG(a)|[G : CG(a)] oldu§undan p | [G : CG(a)] elde edilir. Buradan

p |
∑

a/∈Z(G)[G : CG(a)]

olup G grubunun |G| = |Z(G)|+
∑

a/∈Z(G)[G : CG(a)] s�n�f denkleminden p | |Z(G)|
bulunur. Sonuç olarak |Z(G)| > 1 elde edilir.

(2)G bir p-grup oldu§undan (1) gere§i |Z(G)| > 1 dir. Böylece Lagrange teoremi

gere§i |Z(G)| = p veya |Z(G)| = p2 dir. |Z(G)| = p oldu§unu kabul edelim. Bu
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durumda a /∈ Z(G) olacak ³ekilde a ∈ G mevcut olup H = ⟨Z(G), a⟩ olmak üzere

Z(G) < H ≤ G elde edilir. Dolay�s�yla p < |H| d�r ve böylece Lagrange teoremi

gere§i |H| | p2 oldu§undan ⟨Z(G), a⟩ = H = G e³itli§i elde edilir. Örnek 2.3.3 (5)

gere§i G = Z(G) olup p2 = |G| = |Z(G)| = p çeli³kisi bulunur. O halde |Z(G)| = p

kabulü yanl�³ olup |Z(G)| = p2 dir. Dolay�s�yla G = Z(G) e³itli§i yaz�l�r.

(3) (1) gere§i |Z(G)| > 1 olup Lagrange teoreminden |Z(G)| = p veya |Z(G)| =
p2 olmal�d�r (|Z(G)| = p3 olsa G = Z(G) çeli³kisi elde edilir). |Z(G)| = p2 oldu§unu

kabul edelim. Bu durumda a /∈ Z(G) olacak ³ekilde a ∈ G mevcut olup (2) deki

benzer yöntem ile ⟨Z(G), a⟩ = G bulunur, fakat G = Z(G) çeli³kisi ortaya ç�kar.

Dolay�s�yla |Z(G)| ̸= p2 dir ve buradan |Z(G)| = p bulunur.�

n > 1 olmak üzere Sn simetrik grubunda al�nan bir α ∈ Sn permütasyonu

In = {1, 2, ..., n} kümesinin elemanlar�n�n ya yerini de§i³tirir ya da sabit b�rak�r.

Bir ba³ka deyi³le, Sn grubunun α eleman� In kümesinin noktalar�n� etkiler. Ben-

zer ³ekilde düzlemde orijin etraf�nda dönmelerin grubu, R2 kümesinin noktalar�n�

etkiler. �imdi bu motivasyonla Sylow teoremlerinin kan�t�nda yararlanaca§�m�z ve

grup teorisinin en önemli alanlar�ndan biri olan grup etkisi kavram�n�, herhangi bir

grup ve bo³tan farkl� herhangi bir küme için genelle³tirelim: G grup ve S bo³tan

farkl� bir küme olmak üzere her (a, x) ∈ G × S için f(a, x) = a.x ile gösterilen

(kural�n� bizim belirleyece§imiz fonksiyonun gösterimi) f : G×S −→ S fonksiyonu

(1) her x ∈ S için e.x = x ve

(2) her a, b ∈ G ve her x ∈ S için a.(b.x) = (ab).x

ko³ullar�n� sa§l�yor ise, G grubu S kümesine etkiyor denir. Bu durumda S

kümesi G-küme olarak adland�r�l�r.

Örnek 2.6.2. (1) G grup ve H ≤ G olsun. Her h ∈ H ve her a ∈ G elemanlar�

için (h, a) −→ ha dönü³ümü alt�nda G bir H-kümedir.

(2) G grup ve H EG olsun. Her (a, h) ∈ G×H için

(a, h) −→ a.h = (a−1)−1ha−1 = aha−1

dönü³ümü alt�nda H, bir G-kümedir, gösterelim. e.h = ehe−1 = h olup (1) ko-

³ulu sa§lan�r. a, b ∈ G ve h ∈ H key� elemanlar� için (ab).h = (ab)h(ab)−1 =

a(bhb−1)a−1 = a(b.h)a−1 = a.(b.h) olup (2) ko³ulu gerçeklenir. Böylece H bir G-

kümedir.�

G grup ve S bir G-küme olsun. x, y ∈ S olmak üzere

"x ∼ y ⇐⇒ en az bir a ∈ G için a.x = y"
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ile tan�ml� "∼" ba§�nt�s� S üzerinde denklik ba§�nt�s�d�r (bkz: Örnek 2.5.1 (10)) ve

x ∈ S noktas�n�n denklik s�n�f�

x = {y ∈ S | ∃ a ∈ G; a.x = y} = {a.x | a ∈ G}

dir. x denklik s�n�f�naG grubunun S kümesindeki yörüngesi ad� verilir. StabG(x) =

{a ∈ G | a.x = x} kümesi G grubunun bir alt grubudur (bkz: Örnek 2.5.1 (11)) ve

x ∈ S noktas�n�n sabitleyicisi olarak adland�r�l�r. StabG(x) alt grubunun G gru-

bundaki sol yan s�n��ar�n�n kümesi Λ olsun. Her aStabG(x) ∈ Λ için ψ(aStabG(x)) =

a.x ile tan�ml� ψ : Λ −→ x dönü³ümü bire-bir ve örten fonksiyon olup [G :

StabG(x)] = |Λ| = |x| elde edilir (bkz: Örnek 2.5.1 (12)).

Uygulama 2.6.1. (1) H p-grup olmak üzere S sonlu elemanl� H-küme olsun.

x = {x} olacak ³ekildeki tüm x denklik s�n��ar�n�n kümesini S0 ile gösterelim. O

halde

S0 = {x | x = {x}} = {x ∈ S | her a ∈ H için a.x = x}

dir. Bu durumda S =
⋃

x∈S x ayr�³�m� mevcut ve |S| <∞ oldu§undan

|S| =
∑

x∈S |x| =
∑

x∈S [H : StabH(x)] = |S0|+
∑

x/∈S0
[H : StabH(x)]

olup |S| − |S0| =
∑

x/∈S0
[H : StabH(x)] dir. x /∈ S0 oldu§undan [H : StabH(x)] > 1

olup H p-grup olmas� gere§i p | [H : StabH(x)] elde edilir. Böylece p | |S| − |S0|
yaz�labilir.

(2) G sonlu grup olmak üzere H ≤ G p-alt grup olsun. Bu takdirde

[G : H] ≡ [NG(H) : H](p)

oldu§unu gösterelim. H alt grubunun G grubundaki sol yan s�n��ar�n�n kümesi S

olmak üzere |S| = [G : H] d�r. Her h ∈ H ve her xH ∈ S için (h, xH) −→ (hx)H

fonksiyonuyla birlikte S bir H-kümedir. Bu takdirde

S0 = {xH ∈ S | her h ∈ H için (hx)H = xH}
= {xH ∈ S | her h ∈ H için x−1hx ∈ H}
= {xH ∈ S | x−1Hx ⊆ H}
= {xH ∈ S | x−1Hx = H}
= {xH ∈ S | x ∈ NG(H)}

olup |S0| = [NG(H) : H] bulunur. Dolay�s�yla (1) gere§i p | |S| − |S0| oldu§undan
istenilen elde edilir.

Ayr�ca p | [G : H] ise, p | [NG(H) : H] olup [NG(H) : H] > 1 dir.
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Yard�mc� Teorem 2.6.1. G sonlu grup olmak üzere H, G nin Sylow p-alt grubu

olsun. a ∈ Tp(G) eleman� için a−1Ha = H ise, a ∈ H dir.

Kan�t. a ∈ Tp(G) eleman� için a−1Ha = H ise, a ∈ NG(H) oldu§u aç�kt�r.

a ∈ Tp(G) oldu§undan |a| = pt olacak ³ekilde t ∈ Z+ vard�r. Bu takdirde aH ∈
NG(H)/H eleman�n�n mertebesi a ∈ Tp(G) eleman�n�n mertebesini böler. Dola-

y�s�yla ⟨aH⟩ bir p-gruptur. Bu takdirde K/H = ⟨aH⟩ olacak ³ekilde H ⊆ K ⊆
NG(H) vard�r. H ve K/H = ⟨aH⟩ gruplar� birer p-grup oldu§undan Önerme 2.6.2

gere§i K p-gruptur. Böylece H alt grubunun Sylow p-alt grubu olmas�ndan dolay�

K = H olup aH = H dir. O halde a ∈ H dir.�

H, K ≤ G gruplar olmak üzere K alt grubunun elemanlar�yla belirli H nin

farkl� e³leniklerinin kümesi X = {a−1Ha | a ∈ K} ve NK(H) alt grubunun K

deki sol yan s�n��ar�n�n kümesi Y = {bNK(H) | b ∈ K} olsun. Her a−1Ha ∈ X

için ψ(a−1Ha) = aNK(H) ile tan�ml� ψ : X −→ Y dönü³ümü bire-bir ve örten

fonksiyondur. Dolay�s�yla |X| = |Y | = [K : NK(H)] oldu§u görülür. Özellikle,

K = G al�n�rsa H alt grubunun e³leniklerinin kardinal say�s� [G : NG(H)] dir.

Teorem 2.6.6. (Sylow Teoremleri) G sonlu grup olmak üzere ebob(p,m) = 1

ko³ulunu sa§layan p ∈ P ve m ∈ Z+ için |G| = n = prm olsun.

(1) |Hk| = pk ; 0 ≤ k ≤ r olacak ³ekilde Hk ≤ G vard�r ve Hk ⊆ Tp(G) dir.

Özellikle, 0 ≤ k < r olmak üzere mümkün Hk ≤ G için

{e} = H0 EH1 EH2 E ...EHr

artan zinciri vard�r. Burada |Hr| = pr olan Hr alt grubu Sylow p-alt gruptur.

Ayr�ca Hr grubunun e³lenikleri de Sylow p-alt gruptur. G abel grubu ise,

Tp(G) tek Sylow p-alt gruptur;

(2) G grubunun Sylow p-alt gruplar� e³leniktir;

(3) G grubunun Sylow p-alt gruplar�n�n say�s� np ise, np | |G| ve np ≡ 1(p) dir.

Kan�t. (1) |G| = n üzerine tümevar�m uygulayal�m. n = 1 ise, r = 0 ve m = 1

al�n�rsa Hr = {e} bulunur. n den küçük mertebeli tüm gruplar için sonucun do§ru

oldu§unu kabul edelim ve n için do§rulu§unu kan�tlayal�m. n = prm olmak üzere

r = 0 ise, Hr = {e} dir. r ≥ 1 olsun.

p | |Z(G)| ise, Önerme 2.6.1 gere§i |a| = p olacak ³ekilde a ∈ Z(G) var-

d�r. H1 = ⟨a⟩ olsun. a ∈ Z(G) oldu§undan H1 E G dir. Lagrange teoreminden

|G/H1| = |G|
|H1| = pr−1m olup tümevar�m hipotezinden 0 ≤ t ≤ r − 1 olmak üzere
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|H1+t/H1| = pt olacak ³ekilde H1+t/H1 ≤ G/H1 vard�r. Lagrange teoremi gere§i

|H1+t| = |H1||H1+t/H1| = pt+1 dir (burada 0 ≤ t ≤ r−1 oldu§undan 0 ≤ t+1 ≤ r
dir). n = 1 için r = 0 olup H = {e} ve 1 ≤ t+ 1 ≤ r iken |H1+t| = p1+t dir.

p - |Z(G)| olsun. G grubunun

|G| = |Z(G)|+
∑

a/∈Z(G)[G : CG(a)]

(e³lenik) s�n�f denkleminden bir a /∈ Z(G) için p - [G : CG(a)] d�r ve Lagrange

teoremi gere§i |G| = [G : CG(a)]|CG(a)| olup pr | |CG(a)| d�r. CG(a) < G öz alt

grup oldu§undan tümevar�m kabulü gere§i CG(a) alt grubunun 0 ≤ k ≤ r için

|Hk| = pk olacak ³ekilde Hk ≤ CG(a) vard�r. Burada her k ∈ {0, 1, 2, ..., r} için
Hk ⊆ Tp(G) oldu§u aç�kt�r.

k ∈ {0, 1, 2, ..., r − 1} olsun. Bu takdirde |Hk| < pr dir ve Lagrange teoremi

gere§i prm = |G| = [G : Hk]|Hk| olup p | [G : Hk] elde edilir. Uygulama 2.5.1 gere§i

[G : Hk] ≡ [NG(Hk) : Hk](p) oldu§undan p | [NG(Hk) : Hk] olup Hk E NG(Hk)

oldu§undan Cauchy teoremi gere§i NG(Hk)/Hk bölüm grubunun p mertebeli alt

grubu vard�r ve bu alt grup K/Hk olsun. Hk EK oldu§u aç�kt�r. Buradan |K| =
[K : Hk]|Hk| = ppk = pk+1 olupK alt grubuHk+1 gruplar�ndan biridir. Dolay�s�yla

k ∈ {0, 1, 2, ..., r − 1} olmak üzere mümkün Hk ≤ G için

{e} = H0 EH1 EH2 E ...EHr

artan zinciri vard�r.

�imdi mertebesi pr olan bir Hr ≤ G alt grubunun Sylow p-alt grup oldu§unu

gösterelim. Hr ≤ K ≤ G olacak ³ekilde K p-alt grubu verilsin. G sonlu oldu§undan

K sonlu olup Teorem 2.6.4 gere§i |K| = pu olacak ³ekilde u ∈ Z+ vard�r. Lagrange

teoreminden pu | prm olup ebob(p,m) = 1 oldu§undan pu | pr dir ve böylece pu ≤
pr elde edilir. Di§er taraftan Hr ≤ K oldu§undan pr ≤ pu olup pr = pu bulunur.

Buradan K = Hr e³itli§i yaz�l�r. Dolay�s�yla Hr, Sylow p-alt gruptur.

A ≤ G alt grubu Hr ile e³lenik ise, A = a−1Hra olacak ³ekilde a ∈ G vard�r. Bu

durumda |A| = |a−1Hra| = |Hr| = pr olup G grubunda A'y� kapsayan p-alt grup

mevcut olmad�§�ndan A = a−1Hra, Sylow p-alt gruptur. G abel grubu ise, Tp(G)

en büyük p-alt grup olup tek Sylow p-alt gruptur.

(2) (1.Yol) G grubunun Sylow p-alt grubu Hr nin tüm e³leniklerinin kümesi

Γ = {a−1Hra | a ∈ G}

olsun. (1) gere§i Γ kümesinin her eleman� Sylow p-alt gruptur. K ≤ G key� bir

Sylow p-alt grup olsun. K ∈ Γ oldu§unu göstermeliyiz. Aksini kabul edelim, yani

K /∈ Γ olsun. L ∈ Γ ise, L, Sylow p-alt grup olup K ̸= L dir. Bu takdirde a /∈ L
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olacak ³ekilde a ∈ K vard�r ve K Sylow p-alt grup oldu§undan mümkün k ∈ Z+

için |a| = pk dir. Yard�mc� Teorem 2.6.1 gere§i a−1La ̸= L yaz�labilir. Bu durumda

K nin elemanlar�yla belirli L nin e³leniklerinin say�s� [K : NK(L)] > 1 dir ve

Lagrange teoreminden pr = |K| = [K : NK(L)]|NK(L)| olup [K : NK(L)] = pu

olacak ³ekilde u ∈ Z+ vard�r. �imdi

"A, B ∈ Γ olmak üzere (A, B) ∈ β ⇐⇒ en az bir a ∈ K için A = a−1Ba d�r"

ile tan�ml� β ba§�nt�s�n� alal�m. β ba§�nt�s� Γ kümesi üzerinde bir denklik ba§�nt�s�d�r

ve A ∈ Γ eleman�n�n denklik s�n�f� A, K nin elemanlar�yla belirli A n�n tüm e³lenik-

lerini içerir. O halde yukar�da gösterildi§i gibi |A| = pu dur. Denklik s�n��ar�n�n kü-

mesi, Γ kümesinin bir ayr�³�m�n� olu³turdu§undan |Γ| say�s� p asal�n�n bir kuvvetidir
ve p | |Γ| d�r. O halde Hr nin G grubundaki e³leniklerinin say�s� |Γ| = [G : NG(Hr)]

dir ve buradan m = [G : Hr] = [G : NG(Hr)][NG(Hr) : Hr] = |Γ|[NG(Hr) : Hr]

olup p | m çeli³kisi elde edilir. Sonuç olarak kabulümüz yanl�³t�r ve Γ kümesi, G

grubunun tüm Sylow p-alt gruplar�n� içerir.

(2.Yol) H, K ≤ G Sylow p-alt gruplar olsun. S = {xH | x ∈ G} olmak üzere

|S| = [G : H] = m dir. ebob(p, m) = 1 oldu§undan p - [G : H] = |S| bulunur.
Ayr�ca her k ∈ K ve her xH ∈ S için k(xH) = (kx)H dönü³ümüne göre S bir

K-küme olup p | |S| − |S0| ve p - |S| oldu§undan p - |S0| olup |S0| > 0 bulunur.

Böylece xH ∈ S0 vard�r. �imdi xH ∈ S0 ⇐⇒ x−1Kx ⊆ H olup |K| = |x−1Kx| =
|H| oldu§undan H = x−1Kx e³itli§i elde edilir.

(3)G grubunun tüm Sylow p-alt gruplar�n�n kümesi Γ ise, (2) gere§i Γ kümesinin

tüm elemanlar� birbirleriyle e³leniktir. O halde Hr ∈ Γ n�n G grubundaki farkl�

e³leniklerinin say�s� Γ kümesinin eleman say�s� olup np = |Γ| = [G : NG(Hr)] elde

edilir. Lagrange teoremi gere§i |G| = [G : NG(Hr)]|NG(Hr)| oldu§undan np | |G|
dir. �imdi Hr ≤ G Sylow p-alt grubu için

"A, B ∈ Γ olmak üzere (A, B) ∈ β ⇐⇒ en az bir a ∈ Hr için A = a−1Ba d�r"

ile tan�ml� β denklik ba§�nt�s�n� alal�m. A ̸= Hr olacak ³ekildeki A ∈ Γ eleman�n�n

A = {B ∈ Γ | B = a−1Aa, a ∈ Hr} denklik s�n�f�n�n eleman say�s�n�n |A| =
|Hr| = pr = ppr−1 = pv ³eklinde oldu§unu biliyoruz (burada v = pr−1 dir).

Hr = {A ∈ Γ | A = a−1Hra, a ∈ Hr} = {Hr} olup np = |Γ| = 1 + vp olacak

³ekilde v ∈ Z+ vard�r. Dolay�s�yla np ≡ 1(p) elde edilir.�

G sonlu grup veH,G nin Sylow p-alt grubu olsun. Bu takdirdeHEG olmas� için

gerek ve yeter ko³ul H nin G grubunun tek Sylow p-alt grubu olmas�d�r (np = 1).

Dolay�s�yla birimden farkl� verilen bir Sylow p-alt grup için np = 1 olmas� verilen

grubun basit olmad�§�n� gösterir.
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Örnek 2.6.3. (1) G grup ve p ∈ P olsun. Tp(G) = {e} ise, G grubunun tek Sylow

p-alt grubu {e} dir.
(2) S3 simetrik grubunun mertebesi 6 oldu§undan asal çarpanlar� 2 ve 3 dür.

Dolay�s�yla Teorem 2.6.6 gere§i Sylow 2-alt gruplar� ve Sylow 3-alt gruplar� vard�r.

Sylow 2-alt gruplar ⟨(12)⟩, ⟨(13)⟩, ⟨(23)⟩ ve Sylow 3-alt grubu A3 = T3(S3) dür.

Sylow 2-alt gruplar�n�n e³lenik oldu§u aç�kt�r ve n2 = 3 dür.

(3) G grup olmak üzere p ve q farkl� asal say�lar� verilsin. a ∈ Tp(G)∩Tq(G) ise,
|a| = pu = qv olacak ³ekilde negatif olmayan u, v ∈ Z mevcut olup p ve q farkl� asal

say�lar oldu§undan u = v = 0 olmal�d�r. Dolay�s�yla Tp(G) ∩ Tq(G) = {e} olup G
grubunun Sylow p-alt gruplar� ile Sylow q-alt gruplar�n�n arakesiti a³ikar gruptur.

Daha genel olarak
⋂

p∈P Tp(G) = {e} olup farkl� asal say�lara kar³�l�k gelen Sylow

alt gruplar�n arakesiti a³ikar gruptur.

(4) p ∈ P ve G grup olmak üzere |G| = pn olsun. G grubunun her 0 ≤ k ≤ n

için pk mertebeli normal alt grubu mevcuttur, gösterelim. n üzerine tümevar�m

uygulan�rsa, n = 1 için k = 0 veya k = 1 olup H1 = {e} E G ve H2 = G E G

dir. 0 ≤ r < n olmak üzere |G| = pr olan G grubunun alt gruplar� için iddia do§ru

olsun. |G| = pn ise, Teorem 2.6.5 gere§i |Z(G)| > 1 dir ve böylece p | |Z(G)| olup
Cauchy teoremi gere§i |a| = p olacak ³ekilde a ∈ Z(G) vard�r ve ⟨a⟩ E G yaz�l�r.

Buradan |G| = |⟨a⟩||G/⟨a⟩| = ppn−1 olup |G/⟨a⟩| = pn−1 bulunur. Tümevar�m

hipotezi gere§i 0 ≤ k ≤ n − 1 olmak üzere G/⟨a⟩ n�n |Tk/⟨a⟩| = pk olacak ³ekilde

Tk/⟨a⟩EG/⟨a⟩ vard�r. Böylece 1 ≤ k+1 ≤ n olmak üzere G nin |Tk| = pk+1 olacak

³ekilde Tk EG elde edilir.

(5) S4 simetrik grubunun Sylow 3-alt gruplar�n� bulal�m. |S4| = 4! = 24 = 233

oldu§undan S4 simetrik grubunun Sylow 3-alt gruplar� vard�r ve bu alt gruplar�n

mertebesi 3 olup devirlidirler. Dolay�s�yla bu alt gruplar 3-devirler taraf�ndan üre-

tilmi³tir. n3 ≡ 1(3) ve n3 | 24 oldu§u bilinmektedir. Dolay�s�yla n3 = 1 veya n3 = 4

olmal�d�r. S4 grubunda 3-devirlerin e³lenik s�n�f�

CL(123) = {(123), (124), (132), (142), (234), (243), (134), (143)}

oldu§undan ⟨(123)⟩, ⟨(124)⟩, ⟨(134)⟩ ve ⟨(234)⟩ farkl� Sylow 3-alt gruplard�r. Dola-

y�s�yla n3 = 4 dür.

(6) |D4| = 8 oldu§undan D4 Dihedral grubu 2-grup olup grubun kendisi tek

Sylow 2-gruptur.

(7) |G| = 20 olsun. G grubu basit de§ildir, gösterelim. 20 = 225 oldu§undan G

grubunun Sylow 2-alt grubu ve Sylow 5-alt grubu mevcuttur. n2, n5 |20 oldu§undan

n2, n5 ∈ {1, 2, 4, 5, 10, 20} dir. Ayr�ca n5 ≡ 1(5) oldu§undan n5 = 1 olup tek

Sylow 5-alt grup vard�r. Dolay�s�yla Sylow 5-alt grup normal olup G basit de§ildir.
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(8) G abel grubu olmak üzere |G| = n olsun. n asal ise, G basittir. n asal de§il

ise, n nin her bölenine kar³�l�k bir alt grup denk geldi§inden G basit olamaz. O

halde yaln�zca asal mertebeli abel gruplar� basittir.

(9) G sonlu grup ve H ≤ G Sylow p-alt grup olsun. NG(NG(H)) = NG(H)

dir, gösterelim. N = NG(H) olsun. N ⊆ NG(N) = NG(NG(H)) oldu§u aç�kt�r.

H E NG(H) = N oldu§undan H ≤ N tek Sylow p-alt gruptur. a ∈ NG(N) ise,

a−1Na = N olup a−1Ha ⊆ N = NG(H) d�r ve H tek Sylow p-alt grup oldu§undan

(e³lenikler H a e³ittir) a−1Ha = H olup a ∈ N = NG(H) bulunur. Dolay�s�yla

NG(N) ⊆ N elde edilir. Sonuç olarak NG(NG(H)) = NG(H) oldu§u görülür.

(10) G grup ve S bir G-küme olsun. x, y ∈ S olmak üzere

"x ∼ y ⇐⇒ ∃ a ∈ G için ax = y"

ile tan�ml� "∼" ba§�nt�s�n�n S kümesi üzerinde denklik ba§�nt�s�d�r, gösterelim. Her

x ∈ S için e ∈ G birim eleman olmak üzere S bir G-küme oldu§undan e.x = x olup

x ∼ x dir (yans�ma özelli§i). x ∼ y ise, a ∈ G olmak üzere a.x = y dir. Buradan

x = e.x = (a−1a).x = a−1.(a.x) = a−1.y olup y ∼ x dir (simetri özelli§i). x ∼ y ve

y ∼ z olsun. Bu takdirde a, b ∈ G için a.x = y ve b.y = z olup (ba).x = b.(a.x) =

b.y = z oldu§undan x ∼ z elde edilir (geçi³me özelli§i). Dolay�s�yla "∼" ba§�nt�s�

S kümesi üzerinde bir denklik ba§�nt�s�d�r.

(11) G grup ve S bir G-küme olsun. StabG(x) = {a ∈ G | a.x = x} ≤ G

dir, gösterelim. S bir G-küme oldu§undan e.x = x olup e ∈ StabG(x) dir. a, b ∈
StabG(x) key� elemanlar olsun. Buradan x = e.x = (b−1b).x = b−1.(b.x) = b−1.x

olup (ab−1).x = a.(b−1.x) = a.x = x dir. Dolay�s�yla ab−1 ∈ StabG(x) elde edilir.

O halde StabG(x) = {a ∈ G | a.x = x} ≤ G dir.

(12) G grup ve S bir G-küme olsun. (10) da tan�mlanm�³ olan "∼" denklik

ba§�nt�s�na göre x ∈ S eleman�n�n denklik s�n�f� x olmak üzere StabG(x) alt gru-

bunun G grubundaki sol yan s�n��ar�n�n kümesi Λ ise, her aStabG(x) ∈ Λ için

ψ(aStabG(x)) = a.x ile tan�ml� ψ : Λ −→ x dönü³ümü bire-bir ve örten fonksiyon-

dur, gösterelim. aStabG(x) = bStabG(x) ise, b−1a ∈ StabG(x) olup x = (b−1a).x

dir. Buradan ψ(bStabG(x)) = b.x = b.((b−1a).x) = (b(b−1.a)).x = ((bb−1)a).x =

(ea).x = a.x = ψ(aStabG(x)) oldu§undan ψ iyi tan�ml�d�r. Ters i³lemlerle ψ fonk-

siyonunun bire-bir oldu§u görülebilir. y ∈ x ise, a.x = y olacak ³ekilde a ∈ G

eleman� mevcut olup aStabG(x) ∈ Λ için ψ(aStabG(x)) = a.x olup ψ örtendir.

Buradan Λ ile x kümeleri e³güçlü olup [G : StabG(x)] = |Λ| = |x| elde edilir.

(13) p1, p2, ..., pk ∈ P farkl� asal say�lar� için |G| = n = pr11 p
r2
2 ...p

rk
k olmak

üzere G grubunun (1 ≤ i ≤ k) Sylow pi-alt gruplar�n�n normal oldu§unu kabul ede-

lim (dolay�s�yla Teorem 2.6.3 gere§i Tpi
(G)EG tek Sylow pi-alt gruptur). G grubu
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Sylow pi-alt gruplar�n�n iç direkt çarp�m�d�r, gösterelim. 1 ≤ i ≤ k olmak üzere G

grubunun Sylow pi-alt gruplar� s�ras�yla Tpi(G) = Hi olsun. Hi EG olup 3. Örnek-

ten i ̸= j için Hi ∩Hj = {e} dir. Buradan her a ∈ Hi ve her b ∈ Hj için ab = ba

oldu§u aç�kt�r. Ayr�ca ⟨
⋃k

i=1Hi⟩ = H1H2...HkEG dir. �imdi i ∈ {1, 2, , , , , k} için
Hi

⋂
(H1H2...Hi−1Hi+1...Hk) = {e} oldu§unu gösterelim. Genelli§i bozmadan i = 1

için kan�tlayal�m. a ∈ H1

⋂
(H2H3...Hk) key� bir eleman olsun. a ∈ H2H3...Hk

oldu§undan a = a2a3...ak olacak ³ekilde a2 ∈ H2, a3 ∈ H3, ..., ak ∈ Hk var-

d�r. Buradan |a| | pr11 ve |a| | pr22 p
r3
3 ...p

rk
k olup |a| = 1 dir ve böylece a = e bulu-

nur. Di§er taraftan |H1(H2H3...Hk)| = |H1||H2H3...Hk|
|H1

∩
(H2H3...Hk)| = |H1||H2H3...Hk| olup

tümevar�mla |H1H2...Hk| = |H1||H2|...|Hk| = n = |G| oldu§u görülür. Böylece

G = H1H2H3...Hk bulunur. Dolay�s�yla Hi

⋂
(H1H2...Hi−1Hi+1...Hk) = {e} oldu-

§undan G grubu Sylow alt gruplar�n�n iç direkt çarp�m�d�r.

Sonlu gruplar burulmal� gruplard�r. Nilpotent gruplar bölümünde, bu örne§in ge-

neli olarak burulmal� nilpotent gruplar�n Sylow alt gruplar�n�n direkt toplam� oldu§u

gösterilecektir.

(14) S3 simetrik grubunun normal alt gruplar� {e3}, A3, S3 oldu§undan S3

grubu a³ikar parçalan�³�ndan ba³ka normal alt gruplar�n iç direkt çarp�m� olarak

yaz�lamaz.

(15) Mertebesi 10 olan G grubu basittir, gösterelim. 10 = 2.5 oldu§undan G

grubunun Sylow 5-alt gruplar� vard�r. H, Sylow 5-alt grup olsun. Bu takdirde [G :

H] = 2 olup H EG dir.

Genel olarak 2 < p ∈ P için |G| = 2pn olsun (n ≥ 0). Sylow teoremleri gere§i

|H| = pn olacak ³ekilde H ≤ G vard�r ve buradan Lagrange teoremi uygulan�rsa

[G : H] = 2 elde edilir. Bu takdirde H E G bulunur. Dolay�s�yla p > 2 ko³ulunu

sa§layan p asal say� olmak üzere |G| = 2pn olan G grubu basit de§ildir.

O halde mertebesi 14 = 2.7, 18 = 2.32, 22 = 2.11, 26 = 2.13, 34 = 2.17,

38 = 2.19, 46 = 2.23, 50 = 2.52, 54 = 2.33 veya 58 = 2.29 olan gruplar basit

de§ildir.

(16) I3 = {1, 2, 3} ün bir S3-küme oldu§u bilinmektedir. �imdi G = S3 ün farkl�

yörüngelerini ve StabG(1), StabG(2), StabG(3) alt gruplar�n� bulal�m.

a ∈ I3 iken a = { b ∈ I3 | için g.a = b, g ∈ S3}, StabG(a) = { g ∈ G | g.a = a }
ve S3 = {e3, (12), (13), (23), (123), (132)} ³eklinde oldu§undan S3 ün yörüngeleri

1 = { f.1 = f(1) | f : I3 −→ I3, f ∈ S3 } = {1, 2, 3}, 2 = { f.2 = f(2) | f : I3 −→
I3, f ∈ S3 } = {1, 2, 3} ve 3 = { f.3 = f(3) | f : I3 −→ I3, f ∈ S3 } = {1, 2, 3}
³eklindedir. Ayr�ca

StabG(1) = { g ∈ G | g.1 = g(1) = 1 } = {e, (23)},
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StabG(2) = { g ∈ G | g.2 = g(2) = 2 } = {e, (13)},

StabG(3) = { g ∈ G | g.3 = g(3) = 3 } = {e, (12)}

dir.

(17) |G| = 40 olsun. G grubu basittir, gösterelim. Sylow teoremleri gere§i G

nin 40 = 5.23 oldu§undan Sylow 2-alt grubu ve Sylow 5-alt grubu vard�r. Bu alt

gruplar�n say�lar� s�ras� ile n2 ve n5 olmak üzere n2 ≡ 1(2), n5 ≡ 1(5) ve n2, n5 |40
d�r. Bu durumda n5 = 1 olup G grubunun Sylow 5-alt grubu tektir. Dolay�s�yla

Sylow 5-alt grup normal alt gruptur.

(18) |G| = 56 = 7.23 olsun. G grubu normal alt grup içerir, gösterelim. Sylow

teoremleri gere§i G nin Sylow 2-alt grubu ve Sylow 7-alt grubu vard�r. Bu alt grup-

lar�n say�lar� s�ras� ile n2 ve n7 olmak üzere n2 ≡ 1(2), n7 ≡ 1(7) ve n2, n7 |56
d�r. Bu durumda n7 = 1 veya n7 = 8 olmal�d�r. n7 = 1 ise, istenilen aç�kt�r. n7 = 8

oldu§unu kabul edelim ve Sylow 7-alt gruplar 1 ≤ i ≤ 8 olmak üzere Hi ≤ G olsun.

|Hi| = 7 oldu§undan herbir Hi alt gruplar�n�n öz alt grubu mevcut de§ildir ve bu

yüzden 1 ≤ i, j ≤ 8 için i ̸= j olmak üzere Hi ∩ Hj = {e} olmal�d�r. Dolay�s�yla

e ̸= a ∈ Hi için |a| = 7 olup G grubunda mertebesi 7 olan 48 tane eleman vard�r.

Di§er taraftan n2 = 1 veya n2 = 7 olmal�d�r. n2 = 7 ise, K1 ̸= K2 olacak ³ekil-

deki K1, K2 Sylow 2-alt gruplar� için K1 ∩ K2 < K1 oldu§undan |K1 ∩ K2| ≤ 4

tür.O halde K1 ∪ K2 kümesi en az 12 tane farkl� eleman içermelidir. Dolay�s�yla

|G| = 48 + 12 = 60 olur ki bu, |G| = 56 olmas� ile çeli³ir. O halde n7 = 8 iken

n2 = 1 olmal�d�r. Sonuç olarak G grubunun Sylow 2-alt grubu veya Sylow 7-alt

grubu normaldir.

(19) |G| = 96 olan G grubu 16 ve 32 mertebeli normal alt gruplara sahiptir,

gösterelim. |G| = 96 = 25.3 oldu§undan G grubunun Sylow 2-alt gruplar�n�n say�s�

n2 = 1+ 2k, k ≥ 0 olup n2 | 96 d�r. Buradan n2 = 1 veya 3 olmal�d�r. E§er n2 = 1

ise, G grubunun 32. mertebeden tek Sylow 2-alt grubu vard�r. Dolay�s�yla bu alt

grup G grubunun normal alt grubudur. E§er n2 = 3 ise, G nin 32. mertebeden 3

tane Sylow 2-alt grubu vard�r. Bu Sylow 2-alt gruplar� H, K ve L olsun. H ̸= K

ve |H ∩ K| | |H| oldu§undan |H ∩ K| = 1, 2, 4, 8 veya 16 d�r. E§er |H ∩ K| ≤ 8

ise, |HK| = |H||K|
|H∩K| = 32.32

8 = 128 > 96 = |G| çeli³kisi elde edilir. Bu yüzden

|H ∩K| = 16 d�r. [H : H ∩K] = 2 ve [K : H ∩K] = 2 oldu§undan H ∩K EH, K

dir. Böylece H,K ⊆ NG(H ∩ K) kapsamas�ndan HK ⊆ NG(H ∩ K) bulunur.

|NG(H ∩ K)| ≥ |HK| = |H||K|
|H∩K| = 32.32

16 = 64 dür. NG(H ∩ K) ≤ G oldu§undan

|NG(H ∩K)| = 96 d�r. Dolay�s�yla NG(H ∩K) = G olup H ∩K, G grubunun 16.

mertebeden normal alt grubudur.
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(20) S5 simetrik grubunun Sylow 5-alt gruplar�n� bulal�m. Sylow teoremleri ge-

re§ince S5 grubunun Sylow 5-alt gruplar� vard�r. H ≤ S5 Sylow 5-alt grup olsun.

H alt grubunun mertebesi asal oldu§undan devirlidir ve üreteç say�s� ϕ(5) = 4 ol-

mal�d�r. |H| = 5 oldu§undan H alt grubu S5 de 5-döngü taraf�ndan üretilir. S5

grubunda 5-döngülerin say�s� 5!
5 = 4! dir. H = ⟨α⟩ ise, H nin 3 tane daha üreteci

olmak zorunda oldu§undan H alt grubu 4 tane 5-döngü içermelidir. O halde S5 gru-

bunda 5-döngülerin say�s� 4! ve her Sylow 5-alt grubu 4 tane 5-döngü içerdi§inden
4!
4 = 6 tane Sylow 5-alt grup vard�r. O halde Sylow 5-alt gruplar

H1 = ⟨(12345)⟩ = {e5, (12345), (13524), (14253), (15432)}
H2 = ⟨(21345)⟩ = {e5, (21345), (14235), (15324), (12543)}
H3 = ⟨(31245)⟩ = {e5, (31245), (14325), (15234), (13542)}
H4 = ⟨(41235)⟩ = {e5, (41235), (13425), (15243), (14532)}
H5 = ⟨(51234)⟩ = {e5, (51234), (13425), (15243), (14532)}
H6 = ⟨(13425)⟩ = {e5, (41235), (13425), (15243), (14532)}

³eklindedir.

Genel olarak p bir asal say� olmak üzere Sp simetrik grubundaki Sylow p-alt

gruplar�n say�s�, üreteç say�s� kadar yani ϕ(p) = p − 1 tane olaca§�ndan p!
p(p−1) =

(p− 2)! bulunur.�
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2.6 Al�³t�rmalar

1. H EK ≤ G gruplar olsun. K ≤ NG(H) oldu§unu kan�tlay�n�z.

2. G grup olsun. a ∈ G eleman�n�n sadece iki tane e³leni§inin mevcut oldu§unu

kabul edelim. Bu takdirde, G nin basit olmad�§�n� kan�tlay�n�z.

3. p ∈ P olmak üzere |G| = pn olacak ³ekilde G grubu verilsin. {e} ̸= H E G

için H ∩ Z(G) ̸= {e} oldu§unu kan�tlay�n�z.

4. G de§i³meli olmayan p3 mertebeli grup olsun (p ∈ P). Bu takdirde, Z(G) =

[G,G] oldu§unu kan�tlay�n�z.

5. Her r ∈ R ve her (x, y) ∈ R × R için r.(x, y) = (x + ry, y) ile tan�ml� i³leme

göre (R, +) abel grubunun R× R kümesine etki etti§ini gösteriniz.

6. S3 × S3 grubunun e³lenik s�n��ar�n� bulunuz.

7. n > 3 olmak üzere |CSn
((12)(23))| = 8(n− 4)! oldu§unu kan�tlay�n�z.

8. A4 alterne grubunun Sylow 2-alt grubunun T2(A4) oldu§unu kan�tlay�n�z.

9. Mertebesi 200 olan bir grubun normal Sylow 5-alt gruba sahip oldu§unu

gösteriniz.

10. G grup olsun. |G| = 6545 (s�ras�yla, 1365, 2907, 132, 462) ise, G nin basit

olmad�§�n� kan�tlay�n�z.

11. |G| = 231 olsun. G nin Sylow 11-alt grubunun ve Sylow 7-alt grubunun Z(G)

de kapsand�§�n� kan�tlay�n�z.

12. |G| = 105 olsun. G grubunun Sylow 3-alt grubu G de normal ise, G nin abel

grubu oldu§unu kan�tlay�n�z.

13. Sonlu G grubunda her öz alt grubun abel grubu oldu§unu kabul edelim. M

ve N maksimal alt gruplar ise, M ∩N = {e} oldu§unu kan�tlay�n�z.

14. Mertebesi 168 olan basit G grubu verilsin. G grubunun mertebesi 7 olan

elemanlar�n�n say�s�n� bulunuz.

15. P EG Sylow p-alt grup ve H ≤ G olsun. P ∩H ≤ H alt grubunun tek Sylow

p-alt grup oldu§unu kan�tlay�n�z.

16. p ∈ P ve n ∈ Z+ olmak üzere mertebesi pn olan G grubu verilsin. |G/H| = p

olacak ³ekilde H EG mevcut oldu§unu gösteriniz.
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17. |G| = 1064800 olsun. G grubunun Sylow alt gruplar�n�n mertebelerini belir-

leyiniz.

18. S4 simetrik grubunun Sylow alt gruplar�n� bulunuz.

19. |G| = 45 olsun. G nin abel grubu oldu§unu kan�tlay�n�z.

20. A4 = ⟨(12)(34), (123)⟩ oldu§unu gösteriniz.

21. G = H1H2H3 ve H1 ∩H2 = H2 ∩H3 = H1 ∩H3 = {e} ko³ullar�n� sa§layan
H1, H2, H3 EG grup örne§i veriniz.

22. Tüm Sylow alt gruplar� maksimal ve basit olan sonlu grup örne§i veriniz.

23. p ∈ P olmak üzere sonsuz elemanl� p-grup örne§i veriniz.

24. Q/Z bölüm grubunun Sylow alt gruplar�n� karakterize ediniz.

25. Sylow alt grubu maksimal alt grup olmayan sonlu grup örne§i veriniz.
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2.7 Grup Homomor�zmalar� ve S�n��and�rma

Bo³tan farkl� olan n elemanl� bir X kümesini alal�m. Bu takdirde X ile e³güçlü

olacak ³ekilde In = {1, 2, ..., n} kümesi vard�r. Dolay�s�yla X kümesinin herbir

eleman� In kümesinin elemanlar�yla bire-bir e³lenmi³tir. Böylece n elemanl� tüm

kümelerin olu³turdu§u s�n�f�n temsilcisi olarak In kümesi al�nabilir ve temsilcisi In
olan tüm n elemanl� kümeleri s�n��and�rm�³ oluruz. �imdi bu s�n��and�rmay� grup-

lar için dü³ünelim. S�n��and�rma yaparken kümelerdeki yapm�³ oldu§umuz bire-bir

e³leme yeterli de§ildir. Grup üzerinde bir ikili i³lem mevcut oldu§undan e³lenen

elemanlar aras�ndaki i³lemlerin sonucunun da ayn� e³lemeyi vermesi gerekmektedir

(cebirsel yap�n�n korunmas�). Örne§in, G = {e, a, a2, a3} 4. mertebeden devirli

grubunu alal�m. �lk akla gelen 4. mertebeden devirli grup Z4 = {0, 1, 2, 3} abel
grubudur. �imdi

e ←→ 0

a ←→ 1

a2 ←→ 2

a3 ←→ 3

ile tan�ml� e³lemesini göz önüne alal�m. x, y ∈ G olsun. Bu takdirde x ←→ k

ve y ←→ m olacak ³ekilde k, m ∈ Z4 vard�r. E³le³en elemanlar�n i³lem alt�ndaki

görüntülerinin de e³lenmesini istedi§imizden xy ∈ G eleman�, k+m = k +m ∈ Z4

ile e³le³melidir. Örne§in,

a3 = a.a2 ←→ 1 + 2 = 3

a = a5 = a2.a3 ←→ 2 + 3 = 5 = 1

olmal�d�r. O halde bu i³lemlerimizi karakterize edelim. Her ak ∈ G için f(ak) = k

ile tan�ml� f : G −→ Z4 dönü³ümü bire-bir ve örten fonksiyon olup ak1 , ak2 ∈ G
için

f(ak1 .ak2) = f(ak1) + f(ak2)

özelli§ini sa§lar. Dolay�s�yla f fonksiyonu, farkl� G ve Z4 gruplar�ndaki i³lemlerin

özelliklerini korur. Bu fonksiyon yard�m�yla Z4 için herhangi bir özelli§i G grubu

içinde söyleyebiliriz. O halde 4. mertebeden devirli gruplar�n bir temsilcisi olarak

(Z4, +) devirli grubun da çal�³mak yeterlidir. Benzer yöntem ile n. mertebeden de-

virli gruplar�n temsilcisi olarak (Zn, +) devirli grubunun al�nabilece§i gösterilebilir.

Verdi§imiz bu örnekten yola ç�karak dönü³ümler alt�nda grup yap�s�n�n korun-

mas�n� matematiksel olarak tan�mlayal�m ve temel özelliklerini verelim.
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Tan�m 2.7.1. (G, ∗) ve (G1, ∗1) birer grup olmak üzere f : G −→ G1 fonksiyon

olsun. Her a, b ∈ G için f(a ∗ b) = f(a) ∗1 f(b) ise, f fonksiyonuna grup homo-

mor�zmas� veya k�saca homomor�zma denir.

Grup üzerindeki ikili i³lemi, sembolik olarak kulland�§�m�z durumlarda i³lemle-

rin kolayl�§� aç�s�ndan "çarpma" olarak ald�§�m�zdan homomor�zma olma kural�

f(ab) = f(a)f(b)

olarak verilebilir.

f : G −→ G1 homomor�zma ve a ∈ G olsun. e ∈ G ve e1 ∈ G1 birim elemanlar

olmak üzere f homomor�zma oldu§undan f(e) = f(ee) = f(e)f(e) ∈ G1 olup

f(e) ∈ G1 idempotent elemand�r. Grupta idempotent eleman yaln�zca birim eleman

oldu§undan f(e) = e1 dir. Buradan e1 = f(e) = f(aa−1) = f(a)f(a−1) ve e1 =

f(e) = f(a−1a) = f(a−1)f(a) olup f(a−1) = f(a)−1 bulunur. 1 ≤ n ∈ Z ise,

f(an) = f(aa...a︸ ︷︷ ︸
n−tane

)

= f(a)f(a)...f(a)︸ ︷︷ ︸
n−tane

= (f(a))n

oldu§u aç�kt�r (G ve G1 toplamsal gruplar ise, f(na) = nf(a) d�r).

Örnek 2.7.1. (1) G ve G1 birer grup olmak üzere her a ∈ G için f(a) = e1 ile

tan�ml� f : G −→ G1 sabit fonksiyonunu alal�m (G grubunun tüm elemanlar�n� G1

in birim eleman�na götüren fonksiyon). a, b ∈ G için f(ab) = e1 = e1e1 = f(a)f(b)

oldu§undan f homomor�zmad�r. f ye a³ikar homomor�zma ad� verilir.

(2) Her A ∈ GL(n, R) için f(A) = det(A) ile tan�ml� f : GL(n, R) −→ R\{0}
dönü³ümünü alal�m. A, B ∈ GL(n, R) için f(AB) = det(AB) = det(A)det(B) =

f(A)f(B) oldu§undan f homomor�zmad�r.

(3) Her k ∈ Z için f(k) = k ile tan�ml� f : Z −→ Zn fonksiyonunu alal�m.

k, m ∈ Z olsun. f(k +m) = k +m = k +m = f(k) + f(m) oldu§undan f homo-

mor�zmad�r. f fonksiyonunun örten oldu§u aç�kt�r.

(4) Her a ∈ R∗ için f(a) = |a| ile tan�ml� f : (R∗, .) −→ (R∗, .) fonksiyonu,

a, b ∈ R∗ key� elemanlar� için f(ab) = |ab| = |a||b| = f(a)f(b) e³itli§ini sa§la-

d�§�ndan bir homomor�zma yap�s�na sahiptir. Özellikle, f ne örten nede bire-bir

fonksiyondur.

(5) f : G −→ G homomor�zma ve H = { a ∈ G | f(a) = a } olsun. H ≤ G dir,

gösterelim. f(e) = e oldu§undan e ∈ H ̸= ∅ oldu§u aç�kt�r. a, b ∈ H key� elemanlar

olmak üzere f(ab−1) = f(a)f(b−1) = af(b)−1 = ab−1 olup ab−1 ∈ H elde edilir.
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(6) G abel grubu olmak üzere 0 ̸= n ∈ Z verilsin. Her a ∈ G için f(a) = an ile

tan�ml� f : G −→ G fonksiyonunu alal�m. a, b ∈ G olmak üzere G nin abel grubu

olmas� kullan�l�rsa f(ab) = (ab)n = anbn = f(a)f(b) e³itli§i sa§lan�r. Dolay�s�yla

f homomor�zma yap�s�na sahiptir.

(7) (R, +) ve (R+, .) abel gruplar� için f(x) = logx ile tan�ml� f : R+ −→ R
dönü³ümü, f(xy) = log(xy) = logx+logy = f(x)+f(y) oldu§undan homomor�zma

yap�s�na sahiptir.

(8) Grup homomor�zmas�na benzer ³ekilde monoid (yar� grup) homomor�zmas�

tan�mlanabilir. (G, ∗) ve (G1, ∗1) birer monoid (yar� grup) ve f : G −→ G1 fonksi-

yon olsun. Her a, b ∈ G için f(a ∗ b) = f(a) ∗1 f(b) ise, f fonksiyonuna monoid

(yar� grup) homomor�zmas� denir. Grup homomor�zmalar� alt�nda birim ele-

manlar�n e³lendi§ini biliyoruz. Bu durum monoid homomor�zmas� için do§ru ol-

mayabilir. Örne§in; her m ∈ Z için f(m) = 0 ile tan�ml� f : (Z, ·) −→ (Z, ·) fonk-
siyonunu alal�m. Her m, n ∈ Z için f(nm) = 0 = 0.0 = f(n)f(m) olup f monoid

homomor�zmas�d�r. (Z, .) monoidinin birim eleman� 1 oldu§undan f(1) = 0 ̸= 1

oldu§u görülür.�

Teorem 2.7.1. f : G −→ G1 homomor�zma olsun. Bu takdirde a³a§�daki özellikler

vard�r.

(1) H ≤ G ise, f(H) = { f(h) |h ∈ H } ≤ G1 dir;

(2) H1 ≤ G1 ise, f−1(H1) = { g ∈ G | f(g) ∈ H1 } ≤ G dir. Özellikle H1 E G1

ise, f−1(H1)EG dir.

Kan�t. (1) H ≤ G olsun. e ∈ H için e1 = f(e) ∈ f(H) ̸= ∅ dir. f(a), f(b) ∈ f(H)

key� elemanlar olsun. Bu takdirde a, b ∈ H olup H ≤ G oldu§undan ab−1 ∈ H dir.

Böylece f(ab−1) = f(a)f(b)−1 ∈ f(H) olur. Dolay�s�yla f(H) ≤ G1 dir.

(2) f(e) = e1 ∈ H1 oldu§undan e ∈ f−1(H1) ̸= ∅ dir. a, b ∈ f−1(H1) key�

elemanlar olsun. Bu takdirde f(a), f(b) ∈ H1 dir. Buradan f(ab−1) = f(a)f(b)−1 ∈
H1 oldu§undan ab−1 ∈ f−1(H1) olup, f−1(H1) ≤ G dir.

H1 EG1 oldu§unu kabul edelim. a ∈ g−1f−1(H1)g key� olsun. Bu takdirde bir

b ∈ f−1(H1) için a = g−1bg dir. f(g) ∈ G1 ve f(b) ∈ H1 olup f homomor�zma ve

H1 E G1 oldu§undan f(a) = f(g−1bg) = f(g−1)f(b)f(g) = f(g)−1f(b)f(g) ∈ H1

olup a ∈ f−1(H1) dir ve böylece

g−1f−1(H1)g ⊆ f−1(H1)

elde edilir. Sonuç olarak Önerme 2.4.2 (2) gere§i f−1(H1)EG dir.�

Teorem 2.7.1 de H = G ve H1 = {e1} olarak alal�m.
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f(G) = {f(a) ∈ G1 | a ∈ G} ≤ G1

alt grubuna G grubunun f homomor�zmas� alt�nda homomor�k görüntüsü ve

f−1({e1})EG normal alt grubuna f homomor�zmas�n�n çekirde§i denir,

çek(f) = f−1({e1}) = {a ∈ G | f(a) = e1}

ile gösterilir. f : G −→ G1 homomor�zma olsun. Bu takdirde a³a§�daki özelliklerin

sa§land�§� kolayca görülebilir.

(1) G abel grubu ise, f(G) abel grubudur;

(2) G = ⟨X⟩ ise, f(G) = ⟨f(X)⟩ dir. Özellikle, G = ⟨a⟩ iken f(G) = ⟨f(a)⟩ d�r;

(3) a ∈ G için |a| = n ise, |f(a)| |n dir. Özellikle, G burulmal� grup iken f(G)

burulmal� gruptur (genel olarak f(T (G)) ⊆ T (f(G)) ⊆ T (G1) dir).

Bire-bir homomor�zmaya monomor�zma ad� verilir. H ≤ G gruplar olsun.

Her h ∈ H için ι(h) = h ile tan�ml� ι : H −→ G dönü³ümü monomor�zmad�r.

Burada ι monomor�zmas�na gömme homomor�zmas� denir.

Önerme 2.7.1. f : G −→ G1 homomor�zma olsun. f nin monomor�zma olmas�

için gerek ve yeter ko³ul çek(f) = {e} olmas�d�r.

Kan�t. (⇒) a ∈ çek(f) olsun. Bu takdirde f(a) = e1 = f(e) e³itli§inden f nin

monomor�zma olmas� gere§ince a = e bulunur. O halde çek(f) = {e} dir.
(⇐) a, b ∈ G olmak üzere f(a) = f(b) olsun. Böylece f(a)f(b)−1 = f(ab−1) =

e1 elde edilir. Bu takdirde ab−1 ∈ çek(f) = {e} olup ab−1 = e dir. Buradan a = b

bulunur. Dolay�s�yla f monomor�zmad�r.�

Örnek 2.7.2. (1) G basit grup olmak üzere f : G −→ G1 homomor�zma olsun.

çek(f) E G ve G basit oldu§undan çek(f) = G veya çek(f) = {e} olmal�d�r. Bu

durumda çek(f) = G ise, her a ∈ G için f(a) = e1 olup f a³ikar homomor�zmad�r.

çek(f) = {e} ise, Önerme 2.7.1 gere§i f monomor�zmad�r,

(2) {Gi}i∈I gruplar�n ailesi olmak üzere G =
∏w

i∈I Gi olsun. ai ∈ Gi key�

eleman� verilsin. i. bile³eni ai ve di§er tüm bile³enleri i ̸= j için ej olan G grubunun

(bi)i∈I eleman� için

ιi(ai) = (bi)i∈I

ile tan�ml� ιi : Gi −→ G dönü³ümü monomor�zma yap�s�na sahiptir. ιi monomor-

�zmas�na i. kanonik injeksiyon ad� verilir.�
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Örten homomor�zma epimor�zma olarak adland�r�l�r. f : G −→ G1 epimor-

�zma ve H E G olsun. f(H) E G1 dir, gösterelim. Önerme 2.4.2 (2) gere§ince

her y ∈ G1 için y−1f(H)y ⊆ f(H) göstermek yeterlidir. f örten oldu§undan

y = f(a) olacak ³ekilde a ∈ G mevcuttur ve H E G oldu§undan a−1Ha ⊆ H

dir. x ∈ y−1f(H)y ise, bir h ∈ H için x = y−1f(h)y = f(a)−1f(h)f(a) =

f(a−1)f(h)f(a) = f(a−1ha) ∈ f(H) olup istenilen elde edilir.

Örnek 2.7.3. (1) {Gi}i∈I gruplar�n ailesi olmak üzere G =
∏

i∈I Gi olsun. Her

k ∈ I için πk((ai)i∈I) = ak ile tan�ml� πk : G −→ Gk dönü³ümü epimor�zma

yap�s�na sahiptir. πk epimor�zmas�na k. kanonik projeksiyon ad� verilir.

(2) {Gi}i∈I gruplar�n ailesi ve {φi : A −→ Gi}i∈I homomor�zmalar�n bir ailesi

olsun. Bu takdirde, her k ∈ I için πkφ = φk olacak ³ekilde bir tek φ : A −→∏
i∈I Gi homomor�zmas� vard�r, gösterelim. Her a ∈ A için φ(a) = (φi(a))i∈I ile

tan�ml� φ : A −→
∏

i∈I Gi dönü³ümü homomor�zmad�r. Gerçekten; her i ∈ I için

φi : A −→ Gi homomor�zma oldu§undan a, b ∈ A key� elemanlar� için

φ(ab) = (φi(ab))i∈I

= (φi(a) · φi(b))i∈I

= (φi(a))i∈I · (φi(b))i∈I

= φ(a) · φ(b)

dir. a ∈ A olmak üzere (πkφ)(a) = πk((φi(a))i∈I) = φk(a) oldu§undan πkφ = φk

e³itli§i sa§lan�r. πkβ = φk olacak ³ekilde β : A −→
∏

i∈I Gi homomor�zmas�n�n

mevcut oldu§unu kabul edelim. Bu takdirde a ∈ A olmak üzere β(a) = (ai)i∈I

³eklindedir. Her a ∈ A için

φ(a) = (φk(a))k∈I = ((πkβ)(a))k∈I = (πk((ai)i∈I))k∈I = (ak)k∈I = β(a)

olup φ = β elde edilir.

(3) f : G −→ G1 homomor�zma olsun. K ≤ G ise f−1(f(K)) =çek(f)K dir

(G toplamsal ise, çek(f) +K = f−1(f(K)) dir), gösterelim. çek(f) E G oldu§un-

dan çek(f)K = Kçek(f) ≤ G dir. a ∈ f−1(f(K)) ise, f(a) ∈ f(K) olup f(a) =

f(k) olacak ³ekilde k ∈ K vard�r. f(a) = f(k) e³itli§inden e1 = f(a)f(k)−1 =

f(a)f(k−1) = f(ak−1) olup ak−1 ∈çek(f) elde edilir. Buradan bir b ∈çek(f) için
ak−1 = b olup a = bk ∈çek(f)K bulunur. Dolay�s�yla f−1(f(K)) ⊆çek(f)K kap-

samas� elde edilir. Ters kapsama için a ∈çek(f)K key� eleman�n� alal�m. Buradan

a = bk olacak ³ekilde b ∈çek(f) ve k ∈ K vard�r. O halde

f(a) = f(bk) = f(b)f(k) = e1f(k) = f(k) ∈ f(K)

olup a ∈ f−1(f(K)) elde edilir. Dolay�s�yla çek(f)K ⊆ f−1(f(K)) olur.�
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"Normal alt gruplar ve bölüm gruplar�" k�sm�nda verdi§imiz Teorem 2.5.3 (4)

ün bir genellemesi olarak e³leme teoremi a³a§�daki ³ekilde verilir.

Teorem 2.7.2. (E³leme Teoremi) f : G −→ G1 epimor�zma olsun. G nin

çek(f) yi kapsayan (maksimal) alt gruplar� ile G1 in (maksimal) alt gruplar� ara-

s�nda bire-bir e³leme vard�r. H ve K, s�ras�yla G ve G1 gruplar�n�n e³lenmi³ alt

gruplar� iseler H EG ⇐⇒ K EG1 dir.

Kan�t. Γ = {H ≤ G | çek(f) ⊆ H } ⊆ Lat(G) olsun. Her H ∈ Γ için

f∗(H) = f(H)

ile tan�ml� f∗ : Γ −→ Lat(G1) dönü³ümünü göz önüne alal�m. Teorem 2.7.1 (1)

gere§ince f∗(H) ∈ Lat(G1) dir. f fonksiyon oldu§undan f∗ fonksiyondur. K ∈
Lat(G1) için f−1(K) ≤ G alal�m. a ∈çek(f) key� eleman� için f(a) = e1 ∈ K

olup a ∈ f−1(K) d�r ve buradan çek(f) ⊆ f−1(K) ∈ Γ elde edilir. Dolay�s�yla

f∗(f−1(K)) = f(f−1(K)) = K olup f∗ örtendir.

H1,H2 ∈ Γ key� elemanlar� için f∗(H1) = f∗(H2) olsun. h1 ∈ H1 olmak üzere

f(h1) = f(h2) e³itli§ini sa§layacak ³ekilde bir h2 ∈ H2 vard�r. f(h1h
−1
2 ) = e

oldu§undan h1h
−1
2 ∈çek(f)⊆ H2 elde edilir. Böylece h1 = (h1h

−1
2 )h2 ∈ H2 dir.

Dolay�s�yla H1 ⊆ H2 dir. Benzer ³ekilde H2 ⊆ H1 oldu§u gösterilebilir. Sonuç

olarak H1 = H2 olup f∗ bire-birdir. Böylece Γ kümesi ve Lat(G1) aras�nda f∗

bire-bir e³lemesi vard�r.

H ve K e³le³en alt gruplar olmak üzere f∗(H) = f(H) = K dir. H ≤ G

maksimal alt grup olsun. K < X ≤ G1 ise, H = f−1(K) < f−1(X) ≤ G olup

H alt grubunun maksimalli§i gere§i G = f−1(X) dir. f epimor�zma oldu§undan

G1 = f(G) = f(f−1(X)) = X olup K ≤ G1 maksimaldir. Benzer i³lemler ile K

maksimal iken H nin de maksimal oldu§u gösterilebilir.

H ve K e³le³en alt gruplar olsun. Bu durumda f∗(H) = f(H) = K dir. H EG

ise, f epimor�zma oldu§undan f∗(H) = f(H) = K EG1 dir. Tersine, K EG1 iken

Teorem 2.7.1 (2) gere§ince f−1(K) = H EG dir.�

Önerme 2.7.2. G grup ve HEG olsun. Her a ∈ G için ϕ(a) = aH (toplamsal ise,

ϕ(a) = a+H) ile tan�ml� ϕ : G −→ G/H dönü³ümü epimor�zmad�r ve çek(ϕ) = H

dir. Özellikle, K ∈ Lat(G) için ϕ(K) = KH/H dir. Burada ϕ epimor�zmas�na

do§al homomor�zma denir.

Kan�t. ϕ dönü³ümünün fonksiyon oldu§u aç�kt�r. Her a, b ∈ G için ϕ(ab) = abH =

(aH)(bH) = ϕ(a)ϕ(b) oldu§undan ϕ homomor�zmad�r. Her aH ∈ G/H için ϕ(a) =

aH olacak ³ekilde bir a ∈ G vard�r. Dolay�s�yla ϕ epimor�zmad�r. a ∈ çek(ϕ) key�
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olsun. Buradan ϕ(a) = aH = H olup a ∈ H bulunur. Böylece çek(ϕ) ⊆ H elde

edilir. Benzer ³ekilde, her a ∈ H için aH = H olup ϕ(a) = aH = H e³itli§inden

a ∈çek(ϕ) dir. Dolay�s�yla H ⊆çek(ϕ) kapsamas� elde edilir. Sonuç olarak çek(ϕ) =

H d�r.

K ∈ Lat(G) olsun. Her k ∈ K için

ϕ(k) = kH = (kH)H = (kH)(eH) = (ke)H ∈ KH/H

olup ϕ(K) ⊆ KH/H d�r. aH ∈ KH/H = {xH ∈ G/H |x ∈ KH} ise, a ∈ KH
olup k ∈ K ve h ∈ H için a = kh d�r. Dolay�s�yla elde edilen k ∈ K için

aH = khH = (kH)(hH) = (kH)H = kH = ϕ(k) ∈ ϕ(K)

olup istenilen e³itlik elde edilir.�

Bire-bir ve örten homomor�zma izomor�zma olarak adland�r�l�r. f : G −→ G1

izomor�zma ise, G ve G1 gruplar�na izomorftur denir ve G ∼= G1 ile gösterilir.

G ∼= G1 ise, Teorem 2.7.2 gere§i G grubunun alt gruplar�yla G1 grubunun alt

gruplar� aras�nda bire-bir e³leme vard�r. G herhangi bir grup ve e ∈ G birim eleman

olsun. Bu takdirde, 0 ∈ Z olmak üzere e←→ 0 e³lemesiyle ({e}, .) ∼= ({0}, +) a³ikar

izomor�zmas� vard�r. G/G = {G} ve G/{e} = {a{e} | a ∈ G} oldu§undan bire-bir

e³leme yöntemiyle G/G ∼= {e} ve G/{e} ∼= G oldu§u görülür. Ayr�ca IG : G −→ G

birim dönü³ümü izmor�zma olup G kendisine izomorftur.

Örnek 2.7.4. (1) Her n ∈ Z için f(n) = 2n ile tan�ml� f : (Z, +) −→ (2Z, +)

fonksiyonunu alal�m. n, m ∈ Z key� tam say�lar� için

f(n+m) = 2(n+m) = 2n+ 2m = f(n) + f(m)

oldu§undan verilen dönü³üm homomor�zmad�r. f nin örten oldu§u aç�kt�r. n ∈çek(f)
ise, f(n) = 2n = 0 olup n = 0 d�r. Buradan çek(f) = {0} olup f bire-birdir. Sonuç

olarak f izomor�zmad�r.

(2) Z kümesi üzerinde ikili i³lemler n∗m = n+m+nm ve n⋄m = n+m−nm
olarak veriliyor. Tan�mlanan bu ikili i³lemlere göre (Z, ∗) ve (Z, ⋄) ikililerinin grup

yap�s�na sahip oldu§u gösterilebilir. Her n ∈ Z için f(n) = −n ile tan�ml�

f : (Z, ∗) −→ (Z, ⋄)

fonksiyonu izomor�zmad�r, gösterelim. n, m ∈ Z olmak üzere

f(n ∗m) = −(n ∗m) = −(n+m+ nm), f(n) = −n ve f(m) = −m

oldu§undan
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f(n) ⋄ f(m) = (−n) ⋄ (−m) = (−n) + (−m)− nm = −(n+m+ nm) = f(n ∗m)

olup f homomor�zmad�r. f(n) = f(m) ise, −n = −m e³itli§inden n = m olup f

bire-birdir. Di§er taraftan her n ∈ Z için f(−n) = n olup f örtendir. Dolay�s�yla

verilen f fonksiyonu izomor�zmad�r.

(3) Her z ∈ C için f(z) = z ile tan�ml� f : (C, +) −→ (C, +) dönü³ümü

izomor�zmad�r, gösterelim. z, w ∈ C key� elemanlar olmak üzere

f(z + w) = z + w = z + w = f(z) + f(w)

olup f homomor�zmad�r. f(z) = f(w) ise, f(z) = z = w = f(w) e³itli§inden

z = w olup f bire-birdir. z ∈ C için z ∈ C olup f(z) = z = z oldu§undan f

örtendir. Sonuç olarak verilen dönü³üm izomor�zmad�r.

(4) (N, +) monoidi verilsin. M = {2n ∈ N | n ∈ N} kümesi, do§al say�lardaki

çarpma i³lemi alt�nda monoid yap�s�na sahiptir. �imdi her n ∈ N için f(n) = 2n

ile tan�ml� f : (N, +) −→ (M, .) fonksiyonu monoid izomor�zmas�d�r, göstere-
lim. Her n, m ∈ N için f(n + m) = 2n+m = 2n2m = f(n)f(m) olup f monoid

homomor�zmas�d�r. f(n) = f(m) ise, 2n = 2m e³itli§inden n = m dir. x ∈M için

x = 2n olacak ³ekilde n ∈ N olup f(n) = 2n = x dir. Dolay�s�yla verilen dönü³üm

monoid izomor�zmas�d�r.�

f : G −→ G1 izomor�zma olsun. Bu takdirde, a³a§�daki özelliklerin sa§land�§�

aç�kt�r:

(1) f−1 : G1 −→ G izomor�zmad�r;

(2) G abel grubudur ⇐⇒ G1 abel grubudur;

(3) Her a ∈ G için |a| = |f(a)| dir;

(4) G burulmal� gruptur ⇐⇒ G1 burulmal� gruptur;

(5) G devirlidir ⇐⇒ G1 devirlidir.

Önerme 2.7.3. f : G −→ G1 ve g : G1 −→ G2 homomor�zmalar ise, gf : G −→
G2 homomor�zmad�r.

Kan�t. a, b ∈ G verilsin. f ve g dönü³ümlerinin homomor�zma olmas� s�ras�yla

kullan�l�rsa (gf)(ab) = g(f(ab)) = g(f(a)f(b)) = [(gf)(a)][(gf)(b)] olup istenilen

elde edilir. �
f : G −→ G1 ve g : G1 −→ G2 grup izomor�zmalar� olmak üzere bire-bir

ve örten fonksiyonlar�n bile³kesi bire-bir ve örten oldu§undan Önerme 2.7.3 gere§i

gf : G −→ G2 dönü³ümü izomor�zmad�r. Dolay�s�yla izomor�zma yard�m�yla ayn�

yap�ya sahip olan gruplar s�n��and�r�labilir.
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Teorem 2.7.3. n. mertebeden devirli gruplar (Zn,+) grubuna ve sonsuz mertebeli

devirli gruplar (Z,+) grubuna izomorftur.

Kan�t. G = ⟨a⟩ ve |G| = n olsun. ai ∈ G için f(ai) = i ile tan�ml� f : G −→ Zn

dönü³ümünü alal�m. Her ai, aj ∈ G için ai = aj ise, i > j için (i, j ∈ N oldu§undan

böyle bir seçim yap�labilir) ai−j = e olup Teorem 2.1.10 (1) gere§ince n | i − j

dir. Buradan i = j olup f fonksiyondur. Ters i³lemler ile f fonksiyonunun bire-bir

oldu§u gösterilebilir. Her ai, aj ∈ G için f(aiaj) = f(ai+j) = i+ j = f(ai) + f(aj)

dir ve böylece f homomor�zmad�r. |Zn| = |G| oldu§undan f örtendir. Sonuç olarak

G ∼= Zn dir.

G = ⟨a⟩ sonsuz devirli grubu verilsin. Benzer ³ekilde her an ∈ G için φ(an) = n

ile tan�ml� φ : G −→ Z dönü³ümünü alal�m. ai, aj ∈ G için

ai = aj ⇐⇒ ai−j = e ⇐⇒ i− j = 0 ⇐⇒ i = j

oldu§undan φ bire-bir fonksiyondur. φ, tan�m�ndan dolay� örtendir. φ homomor�z-

mad�r, gösterelim. x, y ∈ G ise, x = an ve y = am olacak ³ekilde n, m ∈ Z vard�r.

Buradan

φ(xy) = φ(anam)

= φ(an+m)

= n+m

= φ(an) + φ(am)

= φ(x) + φ(y)

dir. Dolay�s�yla φ izomor�zma olup G ∼= Z dir. �

Uygulama 2.7.1. (1) 1 < n ∈ Z olsun. Z/nZ grubu, n. mertebeden bir devirli grup

oldu§undan Teorem 2.7.3 gere§i Z/nZ ∼= Zn dir. Dolay�s�yla (Z, +) abel grubunun

tüm bölüm gruplar� Zn gruplar�na izomorftur.

(2) ebob(n, m) = 1 iken Zn⊕Zm grubunun nm mertebeli devirli grup oldu§unu

biliyoruz. Buradan Teorem 2.7.3 gere§i Znm
∼= Zn ⊕Zm dir. O halde n pozitif tam

say�s�n�n asal çarpanlar�na ayr�l�³� n = pr11 p
r2
2 ...p

rk
k ise, tümevar�mla

Zn
∼= Zp

r1
1
⊕ Zp

r2
2
⊕ ...⊕ Zp

rk
k

izomor�zmas� elde edilir.

(3) G grubu H ve K normal alt gruplar�n�n iç direkt çarp�m� olsun. G ∼= H×K
dir, gösterelim. h ∈ H ve k ∈ K key� elemanlar olmak üzere H E G ve K E G

oldu§undan k−1hk ∈ H ve h−1kh ∈ K olup h−1k−1hk ∈ H ∩K dir. Hipotez gere§i

H ∩K = {e} oldu§undan h−1k−1hk = e elde edilir ve buradan hk = kh bulunur.

Her (h, k) ∈ H ×K için ψ(h, k) = hk ile tan�ml�
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ψ : H ×K −→ G

fonksiyonunu alal�m. (h1, k1), (h2, k2) ∈ H ×K ise, her h ∈ H ve her k ∈ K için

hk = kh oldu§undan

ψ((h1, k1)(h2, k2)) = ψ(h1h2, k1k2) = (h1h2)(k1k2)

= (h1h2)(k1k2) = h1(h2k1)k2

= h1(k1h2)k2 = (h1k1)(h2k2)

= ψ(h1, k1)ψ(h2, k2)

olup ψ homomor�zmad�r. ψ(h1, k1) = ψ(h2, k2) ise, h1k1 = h2k2 olup yaz�l�³�n tek

türlü olmas�ndan dolay� h1 = h2 ve k1 = k2 dir ve böylece ψ bire-birdir. a ∈ G =

HK key� eleman� için a = hk olacak ³ekilde h ∈ H ve k ∈ K vard�r ve buradan

ψ(h, k) = hk = a olup ψ örtendir. Sonuç olarak ψ : H ×K −→ G izomor�zmas�

elde edilir.

Elde edilen izomor�zma herhangi bir indis kümesi için genellenebilir. G grubu

{Hi}i∈I ailesinin iç direkt çarp�m� olsun. (ai)i∈I ∈
∏w

i∈I Hi key� bir eleman olmak

üzere I0 = {i ∈ I | ai ̸= ei } ⊂ I alal�m.
∏w

i∈I Hi grubunun tan�m�ndan I0 kümesi

sonludur. O halde n ∈ N olmak üzere I0 = {i1, i2, . . . , in} olsun. 1 ≤ j ≤ n olmak

üzere a = ai1ai2 ...ain ∈ G = ⟨
⋃

ij∈I0
Hij ⟩ verilsin. Tek türlü yaz�l�³tan dolay� a

iyi tan�ml�d�r. Bu takdirde her (ai)i∈I ∈
∏w

i∈I Hi için ψ((ai)i∈I) = ai1ai2 ...ain ile

tan�ml� ψ :
∏w

i∈I Hi −→ G dönü³ümü izomor�zma olup G ∼=
∏w

i∈I Hi elde edilir.

O halde G grubunun her iç direkt çarp�m�na bir zay�f direkt çarp�m kar³�l�k gelir

ve bunlar izomorftur. Tersine, bir G grubu bir tak�m gruplar�n zay�f direkt çarp�m�

ise, birtak�m normal alt gruplar�n�n iç direkt çarp�m� olarak yaz�labilir. Dolay�s�yla

d�³ zay�f direkt çarp�m ile iç direkt çarp�m izomorftur. Bundan dolay� G grubunun

iç direkt çarp�m� {HiEG}i∈I olmak üzere G =
∏w

i∈I Hi ile gösterilir. G abel grubu

ise, G =
⊕

i∈I Hi ile gösterilir. Bu çal�³mada d�³ zay�f direkt çarp�m ve iç direkt

çarp�m kavramlar� yerine sadece direkt çarp�m kavram� kullan�lacakt�r.

(4) G burulmal� abel grubu olsun. G =
⊕

p∈P Tp(G) dir, gösterelim. G abel

grubu oldu§undan her p ∈ P için Tp(G) Sylow p-alt gruptur. q ̸= p farkl� olmak

üzere a ∈ Tp(G)
⋂
⟨
⋃

q ̸=p Tq(G)⟩ olsun. Bu takdirde qi ̸= p (i = 1, 2, ..., n) ve

mümkün aqi ∈ Tqi(G) için a = aq1 .aq2 .....aqn ³eklinde yaz�labilir. aqi ∈ Tqi(G)

oldu§undan |aqi | = qki
i olacak ³ekilde ki ≥ 0 vard�r. Buradan aq

k1
1 q

k2
2 ...qkn

n = e

olup |a| | qk1
1 qk2

2 ...qkn
n dir. Di§er taraftan a ∈ Tp(G) oldu§undan |a| = pk olacak

³ekilde k ≥ 0 vard�r ve böylece pk | qk1
1 qk2

2 ...qkn
n yaz�l�r. Asal say�lar�n seçimi gere§i

k = ki = 0 olup a = e elde edilir.

�imdi a ∈ G ise a ∈ ⟨
⋃

p∈P Tp(G)⟩ dir, gösterelim. |a| = pk1
1 p

k2
2 ...p

kn
n oldu-
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§unu kabul edelim. n üzerine tümevar�m uygulayal�m. n = 1 ise, a ∈ Tp1(G) ⊆
⟨
⋃

p∈P Tp(G)⟩ dir. 1 < m < n için iddia do§ru olsun. x = pk1
1 p

k2
2 ...p

kn−1

n−1 ve y = pkn
n

olmak üzere ebob(x, y) = 1 oldu§undan xu+ yv = 1 olacak ³ekilde u, v ∈ Z vard�r.

Buradan a = a1 = axu+yv = axuayv e³itli§inde ayxu = e ve axvy = e oldu§undan

tümevar�m hipotezi gere§i axu, ayv ∈
⋃

p∈P Tp(G)⟩ olup a = axuayv ∈ ⟨
⋃

p∈P Tp(G)⟩
dir. O halde G =

⊕
p∈P Tp(G) oldu§u görülür.

G = Q/Z abel grubunun Sylow p-alt gruplar� Tp(G) = Zp∞ oldu§undan

Q/Z =
⊕

p∈P Zp∞

bulunur.

(5) m, n ∈ Z+ (m ≤ n) ve p ∈ P olsun. Zpn [p] ∼= Zp ve pmZpn ∼= Zpn−m dir,

gösterelim.

pn−1 ∈ Zpn için p.pn−1 = p(pn−1) = pn = 0 olup ⟨pn−1⟩ p mertebeli devirli

gruptur ve bundan dolay� ⟨pn−1⟩ ∼= Zp dir. Her G abel grubu için G[n] = {a ∈
G | na = 0} ≤ G oldu§undan Zpn [p] = {a ∈ Zpn | pa = 0} ≤ Zpn dir. Dolay�s�yla

pn−1 ∈ Zpn [p] olup ⟨pn−1⟩ ⊆ Zpn [p] dir. u ∈ Zpn [p] key� bir eleman olsun. Bu

takdirde pu ≡ 0(pn) olup pn | pu bulunur. Böylece pn−1 | u oldu§undan u ∈ ⟨pn−1⟩
dir. Di§er taraftan Zpn [p] ⊆ ⟨pn−1⟩ oldu§undan Zpn [p] = ⟨pn−1⟩ olup Zpn [p] ∼= Zp

elde edilir.

Herhangi bir G abel grubu için nG = {na | a ∈ G} ≤ G oldu§undan

pmZpn = {pma | a ∈ Zpn} ≤ Zpn

dir. a = 1 ∈ Zpn için pm1 = pm ∈ pmZpn olup ⟨pm⟩ ≤ pmZpn dir. Devirli gruplar�n

alt gruplar� da devirli oldu§undan pmZpn devirli gruptur. Di§er taraftan Zpn abel

grubunun alt gruplar�

{0} = ⟨0⟩ ≤ ⟨pn−1⟩ ≤ ⟨pn−2⟩ ≤ ... ≤ ⟨p2⟩ ≤ ⟨p⟩ ≤ ⟨1⟩ = Zpn

³eklindedir. Bundan dolay� pm−1 /∈ pmZpn gösterilirse pmZpn = ⟨pm⟩ e³itli§i yaz�la-
bilir. pm−1 ∈ pmZpn oldu§unu kabul edelim. Bu takdirde pm−1 = pmu olacak ³ekilde

u ∈ Zpn vard�r. Buradan pn | pm−1−pmu olup bir v ∈ Z+ için pnv = pm−1(1−pu)
e³itli§inden 1 = vpn−m+1 + pa d�r ve böylece p | 1 çeli³kisi elde edilir. O halde

pm−1 /∈ pmZpn dir ve buradan pmZpn = ⟨pm⟩ e³itli§i elde edilir. ⟨pm⟩ devirli gru-
bunun mertebesi pn−m oldu§undan pmZpn ∼= Zpn−m dir.�

Örnek 2.7.5. (1) (Z, +) grubunun alt gruplar�yla (Z8, +) grubunun alt gruplar�

aras�ndaki bire-bir e³lemeyi bulal�m. Z/8Z ∼= Z8 oldu§undan alt gruplar aras�nda

bire-bir e³leme mevcuttur. Z nin alt gruplar�yla Z/8Z nin alt gruplar� aras�nda

e³lemeyi bildi§imizden
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Z←→ Z/8Z←→ Z8

2Z←→ 2Z/8Z←→ {0, 2, 4, 6}
4Z←→ 4Z/8Z←→ {0, 4}
8Z←→ 8Z/8Z←→ {0}
e³lemeleri yaz�labilir.

(2) Z4 devirli grubu ile K4 = Z2 ⊕Z2 (devirli olmayan) grubu izomorf de§ildir.

G mertebesi 4 olan key� bir grup olsun. G devirli ise, G ∼= Z4 tür. G grubunun

devirli olmad�§�n� kabul edelim. Bu durumda G = {e, a, b, c} ise, a2 = b2 = c2 = e

oldu§unu biliyoruz. O halde e←→ (0, 0), a←→ (0, 1), b←→ (1, 0) ve c←→ (1, 1)

e³lemesi yard�m�yla G ∼= K4 oldu§u görülür. Dolay�s�yla 4. mertebeden gruplar ya

Z4 devirli grubuna ya da K4 = Z2 ⊕ Z2 grubuna izomorftur.

(3) Mertebesi 6 olan gruplar� s�n��and�ral�m. |G| = 6 olsun. G grubunun mer-

tebesi çift tam say� oldu§undan a2 = e olacak ³ekilde bir e ̸= a ∈ G vard�r. Her

x ∈ G için x2 = e olsa, G abel grubu olup c, d ∈ G için

⟨c, d⟩ = {cudv | 0 ≤ u < 2 ve 0 ≤ v < 2} = {e, c, d, cd} ≤ G

dir. Lagrange teoremi gere§i |⟨c, d⟩| | |G| ve |⟨c, d⟩| = 4 oldu§undan 4 | 6 çeli³kisi

elde edilir. Dolay�s�yla G grubunda mertebesi 2 olmayan birimden farkl� b ∈ G

vard�r. Bu durumda Lagrange teoreminden |b| = 3 veya |b| = 6 olmal�d�r. |b| = 6

ise, G = ⟨b⟩ olup G ∼= Z6 d�r.

|b| = 3 oldu§unu kabul edelim. H = ⟨b⟩ olsun. Bu takdirde, [G : H] = 2 olup

a2 = e olacak ³ekildeki e ̸= a ∈ G için G = H ∪ aH = {e, a, b, b2, ab, ab2} dir.
Ayr�ca [G : H] = 2 oldu§undan H E G olup a−1ba = aba ∈ H = {e, b, b2} dir.

�rdeleme yapal�m. aba = e ise, a = a−1 oldu§undan ba = a olup sadele³tirme

özelli§i gere§i b = e çeli³kisi elde edilir. O halde aba = b veya aba = b2 olmal�d�r.

aba = b olsun. a = a−1 e³itli§i kullan�l�rsa ab = ba dir. Bu durumda (ab)2 =

(ab)(ab) = (ba)(ab) = ba2b = beb = b2 ve (ab)3 = ab3 = a olup Lagrange teoremi

gere§i |ab| = 6 d�r ve böylece G = ⟨ab⟩ devirli gruptur. O halde aba = b iken G ∼= Z6

bulunur.

Son olarak aba = b2 durumunu inceleyelim. a = a−1 oldu§undan aba = b2

e³itli§inin her iki taraf� a ile çarp�l�rsa ba = ab2 elde edilir. a, b ∈ G oldu§undan

⟨a, b⟩ ≤ G = {e, a, b, b2, ab, ab2} ≤ ⟨a, b⟩ olup G = ⟨a, b⟩ de§i³meli olmayan

gruptur (ab ̸= ab2 = ba). a2 = e, b3 = e ve ba = ab2 sa§land�§�ndan

G = ⟨a, b | a2 = e, b3 = e ve ba = ab2⟩

ile gösterilir. Di§er taraftan S3 = {e3, (12), (13), (23), (123), (132)} = ⟨(12), (123)⟩
oldu§unu biliyoruz. Burada (12)2 = e3, (123)3 = e3 ve (123)(12) = (12)(123)2 =
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(13) tür. 0 ≤ i ≤ 1 ve 0 ≤ j ≤ 3 olmak üzere her aibj ∈ G için f(aibj) = (12)i(123)j

ile tan�ml� f : G −→ S3 dönü³ümü izomor�zmad�r ve bundan dolay� G ∼= S3 izo-

mor�zmas� yaz�l�r. Ço§u zaman bu izomor�zma gere§i

S3 = ⟨a, b | a2 = e, b3 = e ve ba = ab2⟩

ile gösterilir.

(4) Mertebesi 8 ve 8 den büyük olan abel gruplar�, ayr� bölüm olarak çal�³aca§�-

m�z abel gruplar bölümünde s�n��and�raca§�z. �imdi mertebesi 8 ve de§i³meli olma-

yan gruplar� s�n��and�ral�m. |G| = 8 olacak ³ekilde de§i³meli olmayan G grubunu

alal�m. G de§i³meli olmad�§�ndan devirli de§ildir ve mertebesi çift tam say� oldu§un-

dan a2 = e olacak ³ekilde a ∈ G vard�r. G grubunun her eleman�n�n tersi kendisine

e³it olsa, G nin abel grubu olmas� gerekirdi. Dolay�s�yla G grubunda mertebesi 2

den farkl� olan en az bir e ̸= b ∈ G vard�r. Lagrange teoremi gere§i |b| | 8 olup

devirli olmad�§�ndan |b| = 4 olmal�d�r. H = ⟨b⟩ = {e, b, b2, b3} olsun. [G : H] = 2

oldu§undan H EG olup a2 = e olacak ³ekildeki a ∈ G eleman� için

G = H ∪ aH = {e, a, b, b2, b3, ab, ab2, ab3}

³eklindedir. Di§er taraftan H E G oldu§undan a−1ba ∈ H = {e, b, b2, b3} olup

buradan a−1ba = e veya a−1ba = b veya a−1ba = b2 veya a−1ba = b3 olmal�d�r.

a−1ba = e olsa, ba = a olup sadele³tirme özelli§inden b = e çeli³kisi elde edilir.

a−1ba = b olsa, ba = ab olup G = {e, a, b, b2, b3, ab, ab2, ab3} oldu§undan G

abel olmal�d�r. Bu ise, hipotez ile çeli³ir. a−1ba = b2 olsa, b = ab2a−1 olup b2 =

(ab2a−1)(ab2a−1) = ab4a−1 = e çeli³kisi elde edilir (|b| = 4). O halde a−1ba = b3

gerçeklenir. |G/H| = 2 oldu§undan |aH| = 2 olup a2 ∈ H = {e, b, b2, b3} bulunur.
a2 = e oldu§unu kabul edelim. aH = Ha oldu§undan ab ∈ aH = Ha için

ab = xa olacak ³ekilde x ∈ H vard�r. x ̸= e oldu§u aç�kt�r. x = a olsa, G = ⟨a, b⟩
abel grubu olmak zorundad�r. Bu ise, hipotez ile çeli³ir. x = b2 olsa, ab = b2a

olup e³itli§in her iki taraf� b ile sa§dan çarp�l�r ve ab = b2a e³itli§i kullan�l�rsa

ab2 = b2ab = ab2 = b2b2a = b4a = a d�r ve buradan ab2 = a çeli³kisi elde edilir. O

halde ab = b3a e³itli§i geçerlidir. Böylece

⟨a, b⟩ ≤ G = {e, a, b, b2, b3, ab, ab2, ab3} ≤ ⟨a, b⟩

olup a2 = e, b4 = e ve ab = b3a oldu§undan

G = ⟨a, b | a2 = e, b4 = e ve ba = ab3⟩

ile gösterilir. Di§er taraftan D4 Dihedral grubunda

(12)2 = e, (1234)4 = e ve (12)(1234) = (1234)3(12)
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oldu§undan 0 ≤ i ≤ 1 ve 0 ≤ j ≤ 3 olmak üzere her aibj ∈ G için f(aibj) =

(12)i(123)j ile tan�ml� f : G −→ D4 dönü³ümü izomor�zmad�r ve bundan dolay�

G ∼= D4 izomor�zmas� yaz�l�r. Ço§u zaman bu izomor�zma gere§i

D4 = ⟨a, b | a2 = e, b4 = e ve ab = b3a⟩

ile gösterilir.

a2 = b veya a2 = b3 olsa, G = {e, a, b, b2, b3, ab, ab2, ab3} = ⟨a⟩ devirli grubu
elde edilir. Bu ise, hipotez ile çeli³ir. O halde a2 = b2 ba§�nt�s� geçerlidir ve

G = ⟨a, b | a2 = b2, b4 = e ve ba = ab3⟩

dir (bu ko³ullar� sa§layan grubun mevcut oldu§u serbest gruplar�n bir sonucu olarak

kan�tlanabilir). Biz ³imdi a ve b elemanlar� taraf�ndan üretilmi³, a2 = b2, b4 = e ve

ab = b3a ba§�nt�lar�n� sa§layan grup örne§i verelim (dolay�s�yla varl�§� kan�tlan�r)

ve izomor�zma fark�yla s�n��and�ral�m.

QR = {(ai)4i=1 | 1 ≤ i ≤ 4 ve ai ∈ R} reel quaterniyonlar�n kümesi üzerinde

çarpma i³lemini

(ai)
4
i=1(bj)

4
j=1 = (a1b1 − a2b2 − a3b3 − a4b4, a1b2 + a2b1 + a3b4 − a4b3,

a1b3 + a3b1 + a4b2 − a2b4, a1b4 + a2b3 − a3b2 − a4b1)

olarak tan�mlayal�m. (QR, ·) cebirsel yap�s�, birim eleman� 1 := (1, 0, 0, 0) olan

monoid yap�s�na sahiptir.

S�f�rdan farkl� a = (a1, a2, a3, a4) ∈ QR eleman� için N = a21 + a22 + a23 + a24 ̸= 0

olup a−1 = (a1

N ,
−a2

N , −a3

N , −a4

N ) ∈ QR dir ve buradan aa−1 = a−1a = 1 oldu§u

görülür. Böylece 0 := (0, 0, 0, 0) olmak üzere (QR\{0}, .) cebirsel yap�s� de§i³meli

olmayan grup yap�s�na sahiptir. �imdi i := (0, 1, 0, 0), j := (0, 0, 1, 0) ve k :=

(0, 0, 0, 1) elemanlar�n� alal�m. Tan�mlanan çarpma i³lemine göre i2 = j2 = k2 =

−1, (−1)(−1) = 1, ij = k, ji = −k, jk = i, kj = −i, ki = j ve ik = −j
olup {∓1, ∓i, ∓j, ∓k} kümesi çarpma i³lemi alt�nda kapal�d�r. Dolay�s�yla Sonuç

2.1.3 gere§i {∓1, ∓i, ∓j, ∓k} çarpma i³lemine göre grup yap�s�na sahiptir. Bu

grup Q8 = {∓1, ∓i, ∓j, ∓k} ile gösterilir ve quaterniyon grup ad� verilir. Q8

quaterniyon grubunun mertebesi 8 dir ve de§i³meli de§ildir (ij = k ̸= −k = ji).

i4 = j4 = k4 = 1, i2 = k2 ve ik = ki3 = −j olup

⟨i, k⟩ = {iukv | 0 ≤ u ≤ 3 ve 0 ≤ v ≤ 1} = Q8

dir. O halde b←→ i ve a←→ k e³lemesi yard�m�yla

G = ⟨a, b | a2 = b2, b4 = e ve ba = ab3⟩ ∼= Q8
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izomor�zmas� elde edilir. Bu izomor�zmadan dolay� genellikle

Q8 = ⟨a, b | a2 = b2, b4 = e ve ba = ab3⟩

ile gösterilebilir (ba³ka bir örnek olarak i ∈ C olmak üzere a =

(
0 i

i 0

)
ve b =(

0 1

−1 0

)
için G = ⟨a, b⟩ grubu dü³ünülebilir). Q8 grubunun öz alt gruplar�n�n

Z(Q8) = {1, i2} = ⟨i2⟩, H1 = ⟨i⟩, H2 = ⟨j⟩ ve H3 = ⟨k⟩ oldu§u görülebilir.

Dolay�s�yla alt gruplar�n

Q8

⟨j⟩

==||||||||
⟨k⟩

OO

⟨i⟩

aaCCCCCCCC

{1}

``BBBBBBBB

OO

// ⟨i2⟩

OO

diyagram� elde edilir. Böylece Z(Q8)EQ8 ve [Q8 : H1] = [Q8 : H2] = [Q8 : H3] = 2

olup Q8 de§i³meli olmayan grubunun her alt grubu normaldir. �zomorf gruplar�n

alt gruplar� aras�nda bire-bir e³leme mevcut oldu§undan D4 Dihedral grubunun alt

gruplar� dü³ünüldü§ünde D4 ve Q8 gruplar� izomorf de§ildir. Sonuç olarak merte-

besi 8 olan de§i³meli olmayan gruplar D4 grubuna veya Q8 grubuna izomorftur.

Ayr�ca Q8/Z(Q8) bölüm grubu için Lagrange teoremi gere§i

|Q8/Z(Q8)| = [Q8 : Z(Q8)] =
|Q8|

|Z(Q8)| =
8
2 = 4

tür ve böylece Q8/Z(Q8) bölüm grubu, mertebesi 4 olan devirli olmayan abel gru-

budur (G/Z(G) devirli iken G abel grubudur). 4. mertebeden abel gruplar� ya Z4

grubuna ya da K4 = Z2 ⊕ Z2 grubuna izomorf oldu§undan Q8/Z(Q8) ∼= K4 elde

edilir.

(5) D4/Z(D4) = {Z(D4), aZ(D4), bZ(D4), abZ(D4)} grubunu karakterize ede-

lim. Z(D4) = {e, a2} oldu§unu biliyoruz. Dolay�s�yla (aZ(D4))
2 = Z(D4) dür.

Ayr�ca b2 = e oldu§undan (bZ(D4))
2 = Z(D4) olup |bZ(D4)| = 2 dir. Benzer

³ekilde |abZ(D4)| = 2 oldu§u görülür. O halde D4/Z(D4) grubunda mertebesi 4

olan eleman mevcut olmad�§�ndan D4/Z(D4) devirli olamaz. Mertebesi 4 ve devirli

olmayan gruplar K4 grubuna izomorf oldu§undan D4/Z(D4) ∼= K4 izomor�zmas�

elde edilir.

(6) Her a ∈ R için f(a) = ea ile tan�ml� f : (R,+) −→ (R+, .) fonksiyonunu

alal�m. f izomor�zma yap�s�na sahiptir ve bundan dolay� (R,+) ∼= (R+, .) dir.
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(7) (Z,+) ve (Q,+) gruplar�n� alal�m. Z devirli grup oldu§u halde Q devirli

grup olmad�§�ndan Z ile Q izomorf de§ildir.

(8) (Q,+) ve (Q∗, ·) gruplar�n� alal�m. Q nun s�f�rdan farkl� bütün elemanlar�-

n�n mertebesi sonsuz oldu§u halde Q∗ �n birimden farkl� −1 eleman�n�n mertebesi

sonludur. Böylece Q ile Q∗ gruplar�n�n izomorf olmad�klar� görülür.

(9) G grup olsun. n ∈ Z+ ve her a ∈ G için f(a) = an ile tan�ml� f : G −→ G

dönü³ümü izomor�zma ise, her a ∈ G için an−1 ∈ Z(G) dir, gösterelim. a, b ∈ G
olsun. Bu takdirde f(a−1ba) = (a−1ba)n = a−1bna dir. Böylece

a−nbnan = f(a−1)f(b)f(a)

= f(a−1ba)

= a−1bna

d�r. Sonuçta a−(n−1)bnan−1 = bn veya (a−(n−1)ban−1)n = bn olmal�d�r. Dolay�s�yla

f(a−(n−1)ban−1) = f(b) ve f bire-bir oldu§undan a−(n−1)ban−1 = b iken an−1b =

ban−1 olup an−1 ∈ Z(G) dir.
(10) G grup olsun. Her a ∈ G için f(a) = a3 ile tan�ml� f : G −→ G dönü³ümü

izomor�zma ise G abel grubudur, gösterelim. Üstteki örnek gere§i a2 ∈ Z(G) dir.
Bu takdirde a, b ∈ G için

f(ab) = (ab)3 = (ab)(ab)2 = a(ab)2b

= aababb = a2bab2 = ba2b2a = b3a3

= f(b)f(a) = f(ba)

ve f bire-bir oldu§undan ab = ba d�r.

(11) (Z20, +) abel grubu alt gruplar�n�n direkt toplam� olarak yaz�labilir, göste-

relim.

Her n = pr11 p
r2
2 ...p

rk
k için

Zn
∼= Zp

r1
1
⊕ Zp

r2
2
⊕ ...⊕ Zp

rk
k

oldu§undan 20 = 225 olmak üzere Z20
∼= Z4 ⊕ Z5 dir. Di§er taraftan Z20 abel

grubunda ⟨5⟩ = {0, 5, 10, 15} ∼= Z4 ve ⟨4⟩ = {0, 4, 8, 12, 16} ∼= Z5 oldu§undan

Z20 = ⟨4⟩ ⊕ ⟨5⟩

direkt toplam� elde edilir.�

Verilen bir G grubunun tüm homomor�k görüntülerini G grubunun bölüm grup-

lar�yla karakterize eden homomor�zma teoremini kan�tlayal�m.
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Teorem 2.7.4. (Homomor�zma Teoremi) f : G −→ G1 epimor�zma olsun.

H EG ve H ⊆çek(f) olmak üzere ϕ : G −→ G/H do§al homomor�zmas� verilsin.

Bu takdirde f = hϕ olacak ³ekilde bir tek h : G/H −→ G1 epimor�zmas� var-

d�r. Ayr�ca h homomor�zmas�n�n monomor�zma olmas� için gerek ve yeter ko³ul

H =çek(f) olmas�d�r.

Kan�t.

G
f //

ϕ

��

G1

G/H

h

=={
{

{
{

{
{

Her aH ∈ G/H için h(aH) = f(a) ile tan�ml� h : G/H −→ G1 dönü³ümünü alal�m.

a
f //

ϕ

��

f(a)

aH

h

==z
z

z
z

z
z

aH, bH ∈ G/H olsun. aH = bH ise, b−1a ∈ H ⊆çek(f) olup f(b−1a) = e1 bulunur.

Böylece f(a) = f(b) dir. Buradan h(aH) = h(bH) olup h iyi tan�ml�d�r. a ∈ G

verilsin. Bu takdirde (hϕ)(a) = h(ϕ(a)) = h(aH) = f(a) oldu§undan hϕ = f

dir. f örten oldu§undan h örten olmal�d�r. h((aH)(bH)) = h(abH) = f(ab) =

f(a)f(b) = h(aH)h(bH) oldu§undan h homomor�zmad�r. f = h
′
ϕ olacak ³ekilde

h
′
: G/H −→ G1 homomor�zmas�n�n mevcut oldu§unu kabul edelim. Bu takdirde,

her aH ∈ G/H için h(aH) = hϕ(a) = f(a) = (h
′
ϕ)(a) = h

′
(ϕ(a)) = h

′
(aH) olup

h = h
′
bulunur. Sonuç olarak h tek olarak belirlidir.

(⇒) h bire-bir olsun. a ∈ çek(f) ise, h(aH) = f(a) = e1 = f(e) = h(eH) dir

ve h monomor�zma oldu§undan aH = eH dir. Böylece a ∈ H olup çek(f) ⊆ H

kapsamas�ndan H =çek(f) e³itli§i bulunur.

(⇐) H =çek(f) olsun. aH, bH ∈ G/H için h(aH) = h(bH) ise, f(a) = f(b)

olup b−1a ∈ çek(f) = H dir ve buradan aH = bH bulunur. Dolay�s�yla H

monomor�zmad�r.�

Teorem 2.7.5. (Birinci �zomor�zma Teoremi) f : G −→ G1 homomor�zma

olsun. Bu takdirde G/çek(f) ∼= f(G) dir.

Kan�t. f : G −→ f(G) için homomor�zma teoremindeH = çek(f) al�n�rsa istenilen

elde edilir.�
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Örnek 2.7.6. (1) (Z, +) abel grubunun homomor�k görüntülerini bulal�m. f :

Z −→ G epimor�zma olsun. çek(f) ≤ Z olup çek(f) = nZ olacak ³ekilde n ∈ Z
vard�r. Birinci izomor�zma teoremi gere§i G ∼= Z/nZ ∼= Zn elde edilir.

(2) S3 simetrik grubunun homomor�k görüntülerini bulal�m. f : S3 −→ G epi-

mor�zma olsun. çek(f) E S3 ve S3 grubunun normal alt gruplar� {e3}, A3, S3 ol-

du§undan çek(f) bu normal alt gruplardan birine e³it olmal�d�r. Buradan s�ras�yla

G ∼= S3/{e3} ∼= S3, G ∼= S3/A3
∼= Z2 ve G ∼= S3/S3

∼= {0} a³ikar grubu olup

S3 simetrik grubunun homomor�k görüntüleri S3, Z2, {0} gruplar�ndan birine izo-

morftur.

(3) Her n ∈ Z için f(n) = n ile tan�ml� f : Z −→ Z6 dönü³ümü bir epi-

mor�zmad�r. ϕ : Z −→ Z/⟨6⟩ do§al homomor�zma olsun. ⟨6⟩ E Z ve ⟨6⟩ =çek(f)
dir. Böylece f = hϕ olacak ³ekilde h(n + ⟨6⟩) = n ile tan�ml� h : Z/⟨6⟩ −→ Z6

epimor�zmas� vard�r. Buna göre a³a§�daki diagramlar elde edilir.

Z
f //

ϕ

��

Z6

Z/⟨6⟩

h

==z
z

z
z

z
z

0
f //

ϕ

� �

0

⟨6⟩

h

??�
�

�
�

�
�

1
f //

ϕ

��

1

1 + ⟨6⟩

h

==z
z

z
z

z
z

2
f //

ϕ

��

2

2 + ⟨6⟩

h

==z
z

z
z

z
z
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3
f //

ϕ

��

3

3 + ⟨6⟩

h

==z
z

z
z

z
z

4
f //

ϕ

��

4

4 + ⟨6⟩

h

==z
z

z
z

z
z

5
f //

ϕ

��

5

5 + ⟨6⟩

h

==z
z

z
z

z
z

(4) f1 : G1 −→ A1 ve f2 : G2 −→ A2 homomor�zmalar olsun. Her (x, y) ∈
G1×G2 için f(x, y) = (f1(x), f2(y)) ile tan�ml� f = f1×f2 : G1×G2 −→ A1×A2

dönü³ümü homomor�zmad�r, gösterelim. f1 ve f2 fonksiyon oldu§undan f nin iyi

tan�ml� oldu§u aç�kt�r. (x1, y1), (x2, y2) ∈ G1 ×G2 key� elemanlar� için

f((x1, y1)(x2, y2)) = f(x1x2, y1y2)

= (f1(x1x2), f2(y1y2))

olup f1 ve f2 nin homomor�zma oldu§u son e³itlikte kullan�l�rsa

(f1(x1x2), f2(y1y2)) = (f1(x1)f1(x2), f2(y1)f2(y2))

= (f1(x1), f2(y1))(f1(x2), f2(y2))

= f(x1, y1)f(x2, y2)

oldu§undan f homomor�zmad�r. f(G1 × G2) = f1(G1) × f2(G2) oldu§u aç�kt�r.

Dolay�s�yla f1 ve f2 epimor�zmalar ise, f epimor�zmad�r. Ayr�ca

çek(f) =çek(f1)×çek(f2)EG1 ×G2

dir. Sonuç olarak homomor�zma teoremi gere§i

(G1 ×G2)/(çek(f1)×çek(f2)) ∼= f(G1 ×G2)

oldu§u görülür.
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�imdi f1 ve f2 homomor�zmalar� için yapt�§�m�z� herhangi bir I indis kümesi

için genelleyebiliriz. {fi : Gi −→ Ai}i∈I homomor�zmalar�n bir ailesi olsun. Bu

takdirde, her (ai)i∈I ∈
∏

i∈I Gi için f((ai)i∈I) = (fi(ai))i∈I ile tan�ml�

f =
∏
fi :

∏
i∈I Gi −→

∏
i∈I Ai

dönü³ümü homomor�zmad�r. Ayr�ca

f(
∏

i∈I Gi) =
∏

i∈I fi(Gi) ve çek(f) =
∏

i∈Içek(fi)

dir. Özellikle, f(
∏w

i∈I Gi) ≤
∏w

i∈I Ai dir.

(5) Mertebesi 15 olan gruplar� karakterize edelim. |G| = 15 olsun. Bu takdirde, G

grubunun Sylow 3-alt grubu ve Sylow 5-alt grubu vard�r. Bunlar�n say�lar� s�ras� ile

n3 ve n5 olmak üzere k, m ∈ Z için n3 = 1+3k | 15 ve n5 = 1+5m | 15 olmal�d�r.

Dolay�s�yla n3 = n5 = 1 olup Sylow alt gruplar tek türlü olarak belirlidir ve bundan

dolay� normal alt gruplard�r. Sylow 3-alt grup H ve Sylow 5-alt grup K ise, H EG

ve KEG oldu§undan G = H×K d�r. Di§er taraftan |H| = 3 ve |K| = 5 oldu§undan

H ∼= Z3 ve K ∼= Z5 olup (4) gere§i G = H ×K ∼= Z3 ⊕Z5
∼= Z15 elde edilir. Sonuç

olarak mertebesi 15 olan tüm gruplar (Z15, +) abel grubuna izomorftur.

(6) H1 EG1 ve H2 EG2 olsun. π1 : G1 −→ G1/H1 ve π2 : G2 −→ G2/H2 do§al

homomor�zmalar olmak üzere

π = π1 × π2 : G1 ×G2 −→ G1/H1 ×G2/H2

dönü³ümü, 4. örnek gere§i epimor�zmad�r ve

çek(π) =çek(π1)×çek(π2) = H1 ×H2

oldu§undan homomor�zma teroremi gere§i

(G1 ×G2)/(H1 ×H2) ∼= G1/H1 ×G2/H2

izomor�zmas� elde edilir.

Herhangi bir I indis kümesi için genelleme yap�l�rsa {Hi EGi}i∈I ve her i ∈ I
için πi : Gi −→ Gi/Hi do§al homomor�zmalar olmak üzere

π =
∏

i∈I πi :
∏

i∈I Gi −→
∏

i∈I(Gi/Hi)

dönü³ümü epimor�zmad�r ve çek(π) =
∏

i∈Içek(πi) =
∏

i∈I Hi E
∏

i∈I Gi olup∏
i∈I Gi/

∏
i∈I Hi

∼=
∏

i∈I(Gi/Hi)

izomor�zmas� yaz�labilir. Benzer ³ekilde∏w
i∈I Gi/

∏w
i∈I Hi

∼=
∏w

i∈I(Gi/Hi)
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oldu§u görülebilir.

(7) S bir G-küme ve a ∈ G olsun. SS, S kümesi üzerindeki tüm permütas-

yonlar�n grubu olmak üzere bir φ : G −→ SS homomor�zmas� vard�r, göstere-

lim. Her x ∈ S için Ta(x) = a.x ile tan�ml� Ta : S −→ S dönü³ümü bire-bir

ve örten fonksiyondur. Her a ∈ G için φ(a) = Ta ile tan�ml� φ : G −→ SS

dönü³ümü verilsin. x ∈ S key� olmak üzere a1 = a2 iken a1.x = a2.x olup

φ(a1) = Ta1(x) = Ta2(x) = φ(a2) e³itli§i elde edilir. Dolay�s�yla φ iyi tan�ml�-

d�r. Her x ∈ S için Ta1a2(x) = (a1a2).x = a1.(a2.x) = Ta1(Ta2(x)) = (Ta1 ◦Ta2)(x)

oldu§undan φ(a1a2) = φ(a1) ◦ φ(a2) e³itli§i sa§lan�r. Dolay�s�yla φ : G −→ SS

homomor�zmad�r (S kümesi G grubunun kendisi al�n�rsa φ : G −→ SG mono-

mor�zmad�r ve homomor�zma teoremi gere§i G ∼= φ(G) ≤ SG izomor�zmas� elde

edilir. Bu durumu Cayley teoremi ad� alt�nda ileride verece§iz).

(8) G grup ve H ≤ G olsun. S = { aH | a ∈ G } olmak üzere φ : G −→ SS

homomor�zmas� vard�r ve çek(φ) ⊆ H dir.

·(g, aH) −→ g.aH = (ga)H fonksiyonu yard�m�yla S nin bir G-küme oldu§u

görülür. Üstteki örnek gere§i aH ∈ S olmak üzere Tg(aH) = g(aH) = (ga)H ile

tan�ml� Tg : S −→ S dönü³ümü yard�m�yla kurulan ve her aH ∈ S için φ(g) = Tg

ile tan�ml� φ : G −→ SS fonksiyonu homomor�zmad�r. g ∈ çek(φ) key� olsun.

Bu takdirde ISS
: S −→ S birim permütasyonu olmak üzere φ(g) = Tg = ISS

e³itli§i sa§lan�r. Her aH ∈ S için Tg(aH) = aH oldu§undan g.(aH) = gaH = aH

dir. Buradan (gaH)(a−1H) = (aH)(a−1H) e³itli§i yard�m�yla gH = H bulunur.

Dolay�s�yla g ∈ H olup çek(φ) ⊆ H kapsamas� elde edilir.

(9) G sonlu grup ve H < G olsun. [G : H] = n olmak üzere |G| - n! oldu§unu
kabul edelim. Bu takdirde G a³ikar olmayan normal alt grup içerir, gösterelim.

S = { aH | a ∈ G } olmak üzere (8) gere§i φ : G −→ SS homomor�zmas�

vard�r ve çek(φ) ⊆ H d�r. Buradan homomor�zma teoremi uygulan�rsa G/çek(φ) ∼=
φ(G) ≤ SS dir. [G : H] = n oldu§undan |SS | = n! dir. Bu takdirde |G/çek(φ)| | n!
olup |G| = |çek(φ)||G/çek(φ)| ve |G| - n! oldu§undan |çek(φ)| ̸= 1 olup istenen elde

edilir.

Buradan yola ç�karak mertebesi 12 = 22.3 olan G grubunun basit olmad�§�n�

kan�tlayal�m. Sylow teoremi gere§i |H| = 22 olacak ³ekilde H ≤ G vard�r. Lagrange

teoreminden [G : H] = 3 olup 12 - 3! oldu§undan H EG dir.

Benzer ³ekilde mertebesi 24 = 23.3, 36 = 4.32, 45 = 5.32 veya 48 = 24.3 olan G

grubu da basit de§ildir.

(10) G sonlu grup olsun. G nin mertebesini bölen en küçük asal say� p olmak

üzere H ≤ G için [G : H] = p oldu§unu kabul edelim. Bu takdirde H E G dir,

gösterelim.
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S = { aH | a ∈ G } ise, |S| = p olup |SS | = p! dir. (8) gere§i, S bir G-küme

oldu§undan her g ∈ G için φ(g) = Tg ile tan�ml� φ : G −→ SS dönü³ümü homo-

mor�zmad�r ve çek(φ) ⊆ H d�r. Buradan |G/çek(φ)| | p! olup |G/çek(φ)| = n ise,

n | p! elde edilir. n = [G :çek(φ)] = [G : H][H :çek(φ)] ≥ p dir. n = p1p2 · · · pk
olsun. Her 1 ≤ i ≤ k için pi | |G| oldu§undan ve p asal say�s�n�n seçiminden pi ≥ p
dir. n | p! ve pi | n oldu§undan pi | p! bulunur. Böylece i = 1 ve pi = p olup n = p

elde edilir. Sonuç olarak H =çek(φ)EG dir.

(11) Mertebesi 21 olan G grubu basit de§ildir, gösterelim. 21 = 3.7 oldu§undan

G grubunun Sylow 7-alt gruplar� vard�r. H, Sylow 7-alt grup olsun. Bu takdirde

[G : H] = 3 olup bir önceki örnek gere§i H EG olup istenilen elde edilir.

�imdi (10) u kullanarak mertebesi 21 olan gruplar için yapt�§�m�z� genelleyelim.

G grup olsun. G p-grup ise, |Z(G)| > 1 olup Z(G)EG dir. q > p ko³ulunu sa§layan

p, q ∈ P için |G| = pqn olsun (n ≥ 0). Sylow teoremleri gere§i |H| = qn olacak

³ekilde H ≤ G vard�r ve buradan Lagrange teoremi uygulan�rsa [G : H] = p elde

edilir. Bu takdirde (10) gere§i H EG bulunur. Dolay�s�yla q > p ko³ulunu sa§layan

p, q ∈ P olmak üzere |G| = pqn olan G grubu basit olamaz.

(12) p ∈ P, p > n ve |G| = pn olsun. G grubu basit de§ildir, gösterelim. p | |G|
oldu§undan Cauchy teoremi gere§i |H| = p olacak ³ekilde H ≤ G vard�r. S =

{ aH | a ∈ G } olsun. S bir G-kümedir ve |S| = n dir. |SS | = n! ve (8) gere§i

her g ∈ G için φ(g) = Tg ile tan�ml� φ : G −→ SS dönü³ümü homomor�zma

olup çek(φ) ⊆ H dir. m = |G/çek(φ)| olsun. G/çek(φ) ∼= φ(G) ≤ SS m = [G :

H][H :çek(φ)] = n[H :çek(φ)] | n! ³eklindedir. |H| = p oldu§undan H =çek(φ) veya

çek(φ) = {e} olmal�d�r. çek(φ) = {e} ise, pn | n! olup p | (n− 1)! bulunur. Bu ise,

p > n seçimi ile çeli³ir. O halde H =çek(φ) dir. Dolay�s�yla H EG dir.

(13) Mertebesi n olan G grubunu alal�m. (12) gere§i n = 20 = 5.4, n = 28 = 7.4,

n = 33 = 11.3, n = 35 = 7.5, n = 39 = 13.3, n = 42 = 7.6, n = 44 = 11.4,

n = 51 = 17.3, n = 52 = 13.4, n = 55 = 11.5 veya n = 57 = 19.3 ise, G basit

de§ildir.

(14) Bir önceki bölümün son örnekleri ve buradaki çözmü³ oldu§umuz örneklerin

sonucu olarak mertebesi 1 < n < 60 ve asal olmayan gruplar�n basit olmad�§�n� gös-

termi³ bulunmaktay�z. Di§er taraftan A5 alterne grubunun basit oldu§unu biliyoruz.

�imdi mertebesi 60 olan tüm basit gruplar�n temsilcisinin A5 oldu§unu kan�tlayal�m

(yani mertebesi 60 olan tüm basit gruplar A5 grubuna izomorftur).

Öncelikle mertebesi 60 olan basit G grubunun 12. mertebeden alt grubunun mev-

cut oldu§unu gösterelim. G grubunun 12. mertebeden alt gruba sahip olmad�§�n� ka-

bul edelim. |G| = 5.3.22 olmak üzere n5 Sylow 5-alt gruplar�n�n say�s� ve n2 Sylow

2-alt gruplar�n�n say�s� olsun. n5 = 1 veya 6 d�r. n5 = 1 olsa, G grubu basit olmaz.
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O halde n5 = 6 olmal�d�r. Bu takdirde G grubu, 6 tane Sylow 5-alt grubuna sahiptir.

Bu alt gruplar A1, A2, . . . , A6 olsun. 1 ≤ i ≤ 6 için |Ai| = 5 ve her e ̸= a ∈ Ai için

|a| = 5, i ̸= j için Ai ∩Aj = {e} dir. Sonuç olarak G grubu, 24 tane 5. mertebeden

eleman içerir. Di§er taraftan n2 = 1 + 2k = 1, 3, 5 veya 15 dir. n2 = 15 oldu§unu

kabul edelim. 1 ≤ i ≤ 15 için Bi ler Sylow 2-alt gruplar olsun. 1 ≤ i + j ≤ 15

olmak üzere Bi ∩ Bj = {e} ise,
⋃15

i=1Bi kümesi 46 tane mertebesi 5 olmayan ele-

man içerir. |G| = 60 ≥ 24 + 46 = 70 çeli³kisi elde edilir. O halde bir i, j çifti

için |Bi ∩ Bj | = 2 dir. Bi ∩ Bj alt grubunun Bi ve Bj gruplar�nda indeksi 2 oldu-

§undan normaldir. Buradan Bi, Bj ⊆ NG(Bi ∩ Bj) olup BiBj ⊆ NG(Bi ∩ Bj)

dir. Sonuç olarak |NG(Bi ∩ Bj)| ≥ |BiBj | = |Bi||Bj |
|Bi∩Bj | = 16

2 = 8 dir. Bu tak-

dirde |NG(Bi ∩ Bj)| = 12, 20, 30 veya 60 olmal�d�r. �ayet |NG(Bi ∩ Bj)| = 30

olsa, [G : NG(Bi ∩ Bj)] = 2 olup NG(Bi ∩ Bj) C G çeli³kisi elde edilir (G basit

grup). O halde |NG(Bi ∩ Bj)| ̸= 30 dur. |NG(Bi ∩ Bj)| = 12 olmas� G grubu-

nun 12. mertebeden alt gruba sahip olmamas� ile çeli³ir. |NG(Bi ∩ Bj)| = 20 olsa,

[G : NG(Bi ∩ Bj)] = 3 olup 60 - 3! oldu§undan (8) gere§i G a³ikar olmayan nor-

mal alt grup içerir. |NG(Bi ∩ Bj)| = 60 olsa, Bi ∩ Bj, G grubunda normal alt

grup olur. Bu da G nin basitli§i ile çeli³ir. n2 = 3 veya 5 oldu§unu kabul edelim.

B, G grubunun Sylow 2-alt grubu olmak üzere 1 + 2k = n2 = [G : NG(B)] dir.

NG(B) ̸= B oldu§undan |NG(B)| ̸= 4 tür. 4 | |NG(B)| ve |NG(B)| | 60 oldu§undan

|NG(B)| = 12, 20 veya 60 olmal�d�r. Bu durumlar için benzer i³lemler yap�l�rsa G

nin basit olmas� ile ilgili çeli³kiler elde edilece§inden kabulümüz yanl�³t�r. n2 = 1

olsa G grubu basit olamaz. Dolay�s�yla G grubu 12. mertebeden bir alt grup içerir.

�imdi mertebesi 60 olan key� bir basit G grubu verilsin. Buradan [G : H] = 5

olan 12. mertebeden bir H ≤ G alt grubu vard�r. S = {aH | a ∈ G} kümesi bir G-

kümedir ve böylece |S| = [G : H] = 5 olup (5) gere§i f : G −→ S5 a³ikar olmayan

homomor�zmas� vard�r. Ayr�ca çek(f) ⊂ H oldu§u aç�kt�r. G basit oldu§undan

çek(f) = {e} dir ve bundan dolay� G ∼= f(G) ≤ S5 izomor�zmas� elde edilir.

f(G) = A5 oldu§unu gösterelim (Uygulama 2.3.1 − (4) gere§i f(G) = A5 oldu§u

aç�kt�r. Konunun bütünlü§ü aç�s�ndan kan�t�n� veriyoruz). A5ES5 oldu§undan A5 ≤
f(G)A5 ≤ S5 olup

60 = |A5| ≤ |f(G)A5| = |f(G)||A5|
|f(G)∩A5| =

60.60
|f(G)∩A5| ≤ 120

dir. Lagrange teoremi gere§i |f(G)A5| | 120 oldu§undan |f(G) ∩A5| = 30 veya

|f(G)∩A5| = 60 olmal�d�r. |f(G)∩A5| = 30 oldu§unu kabul edelim. f(G)∩A5 ≤ A5

ve [A5 : f(G) ∩ A5] =
|A5|

|f(G)∩A5| =
60
30 = 2 olup f(G) ∩ A5 E A5 çeli³kisi elde edilir

(A5 basit grup). O halde |f(G) ∩ A5| = 60 olmal�d�r. f(G) = f(G)A5 ≤ A5 ve

60 = |G| = |A5| oldu§undan G ∼= A5 izomor�zmas� yaz�l�r.
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(15) |G| = 35 olsun. Sylow teoreminden |H| = 7 olacak ³ekilde H ≤ G olup

[G : H] = 5 oldu§undan (9) gere§i H E G dir. Dolay�s�yla H, tek Sylow 7-alt

gruptur. G grubunun Sylow 5-alt gruplar�n�n say�s� negatif olmayan k ∈ Z için

n5 = 1 + 5k | 35 dir. 35 say�s�n�n bölenleri 1, 5, 7 ve 35 oldu§undan n5 = 1 olup

G grubunun bir tek Sylow 5-alt grubu vard�r. Bu alt grup K ise, K E G dir. Bu

durumda G = H × K ∼= Z7 ⊕ Z5
∼= Z35 izomor�zmas� elde edilir. Sonuç olarak

mertebesi 35 olan gruplar (Z35, +) abel grubuna izomorftur.

(16) |G| = 143 olsun. 143 = 11.13 olup G grubunun Sylow 11-alt grubu ve Sylow

13-alt grubu vard�r. |H| = 13 ise, [G : H] = 11 olup 11, |G| yi bölen en küçük asal

oldu§undan H E G dir. |K|, G nin Sylow 11-alt grubu olsun. n11 = 1 + 11k | 143
olup n11 = 1 bulunur. Böylece K E G dir. Buradan G = H × K ∼= Z11 ⊕ Z13

∼=
Z143 bulunur. Dolay�s�yla mertebesi 143 olan tüm gruplar (Z143, +) abel grubuna

izomorftur.

(17) |G| = 52 olan bir G grubu 4. mertebeden normal alt grup içeriyorsa G nin

abel grubu oldu§unu gösterelim. |H| = 4 olacak ³ekilde H E G olsun. |G| = 13.22

oldu§undan G grubunun Sylow 13-alt grubu ve Sylow 2-alt grubu vard�r. G grubunun

Sylow 13-alt gruplar�n da biri K olsun. Lagrange teoreminden [G : K] = 4 olup (12)

gere§i K EG dir. Bu takdirde H ∩K = {e} olup K EG oldu§undan HK ≤ G dir.

O halde |HK| = |H||K|
|H

∩
K| = 52 oldu§undan G = H ×K d�r. H ve K asal mertebeli

abel gruplar� oldu§undan G abel grubudur.

(18) p ∈ P olmak üzere |G| = p2 olsun. G grubunun p mertebeli bir tek alt

grubunun mevcut oldu§unu kabul edelim. Bu takdirde G ∼= Zp2 dir.

H ≤ G olmak üzere |H| = p olsun. a ∈ G\H eleman� için K = ⟨a⟩ ≤ G

alt grubunu alal�m. a ∈ G\H oldu§undan e ̸= a olup |K| > 1 dir ve buradan

Lagrange teoremi gere§i |K| |p2 olmal�d�r. Dolay�s�yla |K| = p veya |K| = p2 dir.

Hipotez gere§i p mertebeli alt grup H, tek oldu§undan K alt grubunun tan�m� gere§i

K = G olmal�d�r. n. mertebeden her devirli grup Zn grubuna izomorf oldu§undan

p2 mertebeli devirli G grubu için G ∼= Zp2 izomor�zmas� elde edilir.

(19) p ∈ P olmak üzere |G| = p2 olsun. G ∼= Zp2 veya G ∼= Zp ⊕ Zp dir,

gösterelim.

G abel grubu oldu§undan p2 nin her bölenine kar³�l�k alt gruplar mevcuttur.

Dolay�s�yla p|p2 için |H| = p olacak ³ekilde H ≤ G vard�r. H tek ise, üstteki örnek

gere§i G ∼= Zp2 dir. H tek olmas�n. |K| = p olacak ³ekildeki H ̸= K ≤ G alt grubu

için |H ∩ K| |p olup H ∩ K = {e} dir. Buradan |HK| = |H||K|
|H∩K| = |H||K| = p2

olup G = HK d�r. Dolay�s�yla G grubu, H ve K alt gruplar�n�n direkt çarp�m� olup

G = H ×K ∼= Zp ⊕ Zp oldu§u görülür.

(20) |G| = 9 olsun. Bu takdirde, (19) gere§i G ∼= Z9 veya G ∼= Z3 ⊕ Z3 tür.
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Benzer ³ekilde |G| = 25 için G ∼= Z25 veya G ∼= Z5 ⊕ Z5 dir.

(21) G ve G1 gruplar olmak üzere G den G1 grubuna tan�ml� tüm homomor�z-

malar�n kümesini Hom(G, G1) ile gösterelim. Her a ∈ G için f(a) = e1 ile tan�ml�

f : G −→ G1 a³ikar homomor�zmas� mevcut oldu§undan f ∈ Hom(G, G1) olup

Hom(G, G1) ̸= ∅ d�r. Her f, g ∈ Hom(G, G1) ve her a ∈ G için (fg)(a) =

f(a)g(a) ile tan�ml� i³lemi alt�nda Hom(G, G1) grup yap�s�na sahiptir (burada

f(a)g(a) i³lemi G1 grubundaki ikili i³lemdir).

G = ⟨X⟩ iken f(G) = ⟨f(X)⟩ ≤ G1 ve birinci izomor�zma teoremi gere§ince

f ∈ Hom(G, G1) için G/çek(f) ∼= f(G) ≤ G1 olmas� f homomor�zmas�n�n yap�-

s�n� belirlemede yard�mc� olmaktad�r. Özellikle, |a| = n ve |G1| < ∞ olmak üzere

G = ⟨a⟩ iken f(G) = ⟨f(a)⟩ olup |f(a)| |n ve |f(a)| | |f(G)| dir.
|a| = n ve |G1| = m olmak üzere G = ⟨a⟩ olsun. f ∈ Hom(G, G1) ve x ∈ G

için x = ak olup f(x) = f(ak) = f(aa...a︸ ︷︷ ︸
k−tane

) = f(a)f(a)...f(a)︸ ︷︷ ︸
k−tane

= (f(a))k oldu§undan

f homomor�zmas� f(a) ile tamamen belirlidir. Ayr�ca |f(a)| |n ve |f(a)| |m dir.

p ve q farkl� asal say�lar olmak üzere f : Zp −→ Zq herhangi bir homomor�zma

olsun. Zp = ⟨1⟩ oldu§undan f(Zp) = ⟨f(1)⟩ olup |f(1)| |q ve |f(1)| |p dir. p ve q

farkl� asal say�lar oldu§undan ebob(p, q) = 1 olup |f(1)| = 1 bulunur. O halde her

x ∈ Zp için |f(x)| = 1 olup f(x) = 0 elde edilir. Dolay�s�yla f a³ikar homomor�z-

mad�r. Sonuç olarak Hom(Zp, Zq) grubu sadece a³ikar homomor�zmay� içeren tek

elemanl� gruptur.

(22) Üstteki örne§in bir genellemesini verelim. ebob(m, n) = 1 olacak ³ekilde

m, n ∈ Z+ verilsin. f : Zm −→ Zn herhangi bir homomor�zma olsun. Zm = ⟨1⟩
oldu§undan f(Zm) = ⟨f(1)⟩ olup |f(1)| |n ve |f(1)| |m dir. ebob(m, n) = 1 oldu-

§undan |f(1)| = 1 olup f(x) = 0 d�r. Böylece Hom(Zm, Zn) = 0 bulunur. Örne§in;

m = 5 ve n = 6 tam say�lar� için ebob(5, 6) = 1 oldu§undan Hom(Z5, Z6) = 0 d�r.

(23) f : Z12 −→ Z4 homomor�zma olsun. Z12 = ⟨1⟩ ve f(Z12) ≤ Z4 oldu§un-

dan f(Z12) = ⟨f(1)⟩ dir. Z4 grubunun alt gruplar� ve üreteçleri belirli oldu§undan

f1(1) = 0, f2(1) = 1, f3(1) = 3 ve f4(1) = 2 olmal�d�r. O halde

Hom(Z12, Z4) = {f1, f2, f3, f4} = ⟨f2⟩ = ⟨f3⟩,

mertebesi 4 olan devirli grup olup Hom(Z12, Z4) ∼= Z4 elde edilir. Burada çek(f1) =

Z12, çek(f2) = ⟨4⟩, çek(f3) = ⟨4⟩ ve çek(f4) = ⟨2⟩ olup bu homomor�zmalardan

yaln�zca f2 ve f3 epimor�zmad�r.

(24) f : Z4 −→ Z12 homomor�zma olsun. Birinci izomor�zma teoreminden

Z4/çek(f) ∼= f(Z4) ≤ Z12
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dir. O halde f(Z4) alt grubunun mertebesi 1, 2 veya 4 olabilir. Böylece Z12 nin

alt gruplar� belirli oldu§undan f1(Z4) = {0}, f2(Z4) = ⟨6⟩, f3(Z4) = ⟨3⟩ ve

f4(Z4) = ⟨9⟩ olup f1(1) = 0, f2(1) = 6, f3(1) = 3 ve f4(1) = 9 d�r. Ayr�ca bu

homomor�zmalardan hiçbiri epimor�zma de§ildir.

(25) f : Z12 −→ Z3 homomor�zmas� f(1) = 2 ile veriliyor. Z3 = ⟨2⟩ ol-
du§undan f(Z12) = Z3 olup f epimor�zmad�r. Birinci izomor�zma teoreminden

Z12/çek(f) ∼= Z3 olup Lagrange teoremi gere§i |çek(f)| = 4 olmal�d�r. Z12 gru-

bunda mertebesi 4 olan alt grup ⟨3⟩ oldu§undan çek(f) = ⟨3⟩ olarak bulunur.

(26) f : Z18 −→ Z12 homomor�zmas� f(1) = 6 ile veriliyor. Z12 abel grubunda

⟨6⟩ = {0, 6} oldu§undan f(Z18) = ⟨6⟩ dir. Birinci izomor�zma teoremi gere§i

Z18/çek(f) ∼= ⟨6⟩

olup Lagrange teoreminden |çek(f)| = 9 bulunur ve böylece çek(f) = ⟨2⟩ dir.
(27) G toplamsal abel grubunun birim eleman� 0 olmak üzere

Hom(Zm, G) ∼= G[m] = {a ∈ G | ma = 0}

dir, gösterelim (G[m] için Örnek 2.3.1 (4) e bak�labilir). Her f ∈ Hom(Zm, G)

için ϕ(f) = f(1) ile tan�ml� ϕ : Hom(Zm, G) −→ G[m] dönü³ümü izomor�zmad�r,

gösterelim.

mf(1) = f(m1) = f(0) = 0 oldu§undan f(1) ∈ G[m] olup, ϕ iyi tan�ml�d�r.

ϕ(f + g) = (f + g)(1) = f(1) + g(1) = ϕ(f) + ϕ(g)

oldu§undan ϕ, bir homomor�zmad�r. f ∈çek(ϕ), yani f(1) = ϕ(f) = 0 ise, her

n ∈ Zm için f(n) = f(n1) = nf(1) = n0 = 0 elde ederiz. Dolay�s�yla çek(ϕ) = 0 ve

ϕ monomor�zmad�r.

ϕ nin bir epimor�zma oldu§unu göstermek için herhangi bir a ∈ G[m] alal�m.

f : Zm −→ G fonksiyonunu f(n) = na olarak tan�mlayal�m. Zm de n+ k = s ise,

Z de n + k ≡ s(m) dir. O halde n + k − s = tm olacak ³ekilde bir t ∈ Z bulunur.

Dolay�s�yla

f(n) + f(k)− f(n+ k) = f(n) + f(k)− f(s) = na+ ka− sa
= (n+ k − s)a = tma = 0

veya f(n + k) = f(n) + f(k) oldu§undan f homomor�zmad�r. Ayr�ca, ϕ(f) =

f(1) = 1a = a d�r. Böylece ϕ epimor�zmad�r.

(28) G burulmal� grup ve G1 burulmas�z grup olsun. Her f : G −→ G1 homo-

mor�zmas� için f(T (G)) ⊆ T (G1) oldu§undan f(G) ⊆ T (G1) = {e1} olup f a³ikar
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homomor�zmad�r. Örne§in; Hom(Q/Z, Q) grubu yaln�zca a³ikar homomor�zma-

dan ibarettir.

(29) G abel grubu için Hom(Z, G) ∼= G dir, gösterelim. ϕ : Hom(Z, G) −→ G

fonksiyonunu ϕ(f) = f(1) ile tan�mlayal�m. Her f, g ∈ Hom(Z, G) için ϕ(f +g) =
(f + g)(1) = f(1) + g(1) = ϕ(f) + ϕ(g) oldu§undan ϕ homomor�zmad�r. ϕ(f) = 0

ise, her n ∈ Z için f(n) = nf(1) = nϕ(f) = 0, yani f = 0 d�r. Dolay�s�yla

çek(ϕ) = 0 ve ϕ bir monomor�zmad�r. Her a ∈ G için f(n) = na ile tan�mlanan

f : Z −→ G fonksiyonunun bir homomor�zma oldu§u kolayca kontrol edilir. Di§er

yandan ϕ(f) = f(1) = 1a = a d�r. Dolay�s�yla ϕ bir epimor�zmad�r. Böylece

istenen izomor�zma elde edilir. Özellikle; G = Q için Hom(Z, Q) ∼= Q oldu§u

görülür.

(30) 1 < m ∈ Z olsun. Üstteki Örnek 27 de G = Zm abel grubu al�n�rsa

Hom(Zm, Zm) ∼= Zm[m] = Zm

oldu§u görülür.

(31) 1 < m, n ∈ Z+ olsun. Örnek 27 gere§i

Hom(Zm, Zn) ∼= Zn[m]

dir. ebob(m, n) = 1 olacak ³ekildeki m, n ∈ Z+ için

Hom(Zm, Zn) ∼= Zn[m] = 0

oldu§u buradan da görülebilir.�

Teorem 2.7.6. (�kinci �zomor�zma Teoremi) G grup, H,K ≤ G ve K E G

olsun. Bu takdirde

H/(H ∩K) ∼= HK/K

dir.

Kan�t. K E G oldu§undan HK ≤ G ve K EHK dir. Her h ∈ H için f(h) = hK

ile tan�ml� f : H −→ HK/K dönü³ümünü alal�m. h1, h2 ∈ H olmak üzere h1 = h2

ise, h−1
2 h1 = e ∈ K olup h−1

2 h1K = K e³itli§i elde edilir ve buradan h1K = H2K

olmas� gere§i f(h1) = f(h2) bulunur. Dolay�s�yla f iyi tan�ml�d�r. Her h1, h2 ∈ H
için f(h1h2) = h1h2K = (h1K)(h2K) = f(h1)f(h2) oldu§undan f homomor�zma

yap�s�na sahiptir. xK ∈ HK/K key� olsun. Bu takdirde x = hk olacak ³ekilde

h ∈ H ve k ∈ K vard�r. Böylece xK = (hk)K = hK = f(h) olup f örtendir ve
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f(H) = HK/K dir. Sonuç olarak birinci izomor�zma teoremi gere§i H/çek(f) ∼=
HK/K dir. Ayr�ca

çek(f) = {h ∈ H | f(h) = K }
= {h ∈ H |hK = K }
= {h ∈ H |h ∈ K }
= H ∩K

olup H/(H ∩K) ∼= HK/K izomor�zmas� elde edilir. �

Uygulama 2.7.2. n, m > 1 tam say�lar� verilsin.

nZ+mZ = ebob(n, m)Z ve nZ∩mZ = ekok(n, m)Z oldu§undan ikinci izomor�zma

teoremi gere§i

(nZ+mZ)/nZ = ebob(n, m)Z/nZ ∼= mZ/(nZ ∩mZ) = mZ/ekok(n, m)Z

dir. Özellikle; ebob(n, m) = 1 iken Z/nZ ∼= mZ/nmZ ∼= Zn dir.

Teorem 2.7.7. f : G −→ G1 epimor�zma olsun. çek(f) ⊆ H E G olmak üzere

ϕ : G −→ G/H ve ϕ
′
: G1 −→ G1/f(H) do§al homomor�zmalar olsun. Bu takdirde

ϕ
′
f = hϕ olacak ³ekilde bir tek h : G/H −→ G1/f(H) izomor�zmas� vard�r.

G
f−−−−→ G1yϕ

yϕ
′

G/H
h−−−−→ G1/f(H)

Kan�t. çek(ϕ
′
f) = H oldu§u gösterilirse homomor�zma teoremi gere§ince bir tek

h : G/H −→ G1/f(H) epimor�zmas�n�n mevcut oldu§u görülür. a ∈ H key� olsun.

Bu takdirde f(a) ∈ f(H) =çek(ϕ
′
) olmas� gere§ince (ϕ

′
f)(a) = ϕ

′
(f(a)) = f(H)

dir. Böylece a ∈çek(ϕ′
f) ve H ⊆çek(ϕ′

f) dir. a ∈çek(ϕ′
f) key� olsun. Bu takdirde

ϕ
′
(f(a)) = f(H) ve bu yüzden f(a) ∈çek(ϕ′

) = f(H) dir. Buradan bir b ∈ H için

f(b) = f(a) olup ab−1 ∈çek(f) ⊆ H bulunur. Böylece a = (ab−1)b ∈ H dir. O

halde çek(ϕ
′
f) ⊆ H d�r. Sonuç olarak çek(ϕ

′
f) = H d�r. �

Teorem 2.7.8. (Üçüncü �zomor�zma Teoremi) G grup olmak üzere H1,H2E
G ve H1 ≤ H2 olsun. Bu takdirde,

(G/H1)/(H2/H1) ∼= G/H2

dir.
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Kan�t. Teorem 2.7.7 den G1 = G/H1, H = H2 ve G1/f(H) = (G/H1)/(H2/H1)

olmak üzere f : G −→ G/H1 do§al homomor�zma olup f(H2) = H2/H1 dir.

Böylece

G
f−−−−→ G/H1yϕ

yϕ
′

G/H2
h−−−−→ (G/H1)/(H2/H1)

dir. �

Örnek 2.7.7. (1) Z24 abel grubunda H = ⟨4⟩ ve K = ⟨6⟩ olsun. Bu durumda

H +K = ⟨2⟩ ve H ∩K = ⟨12⟩

olup

(H +K)/K = {K, 2 +K, 4 +K} ∼= Z3

ve

H/H ∩K = {H ∩K, 4 +H ∩K, 8 +H ∩K} ∼= Z3

oldu§u görülür.

(2) G = Z36 abel grubunda H = ⟨9⟩ ve K = ⟨18⟩ olsun. Bu durumda

G/H = {H, 1 +H, 2 +H, 3 +H, 4 +H, 5 +H, 6 +H, 7 +H, 8 +H},

H = H/K = {K, 9 +K} ve G = G/K = {k +K | 0 ≤ k ≤ 17}

olup

G/H = {K +H, (1 +K) +H, (2 +K) +H, (3 +K) +H, (4 +K) +H,

(5 +K) +H, (6 +K) +H, (7 +K) +H, (8 +K) +H}

bulunur. Üçüncü izomor�zma teoremi gere§i

G/H ∼= (G/K)/(H/K) = G/H

izomor�zmas� mevcut olup k ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} olmak üzere (k + K) +

H/K ←→ k +H e³lemesi vard�r. Ayr�ca G = Z36 devirli oldu§undan G/H bölüm

grubu devirli olup G/H ∼= Z9 dur. O halde

Z9
∼= G/H ∼= (G/K)/(H/K)

izomor�zmas� elde edilir.�
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�imdi herhangi bir G grubunun bir simetrik gruba izomorf oldu§unu Cayley

teoremiyle kan�tlayal�m.

G grup ve a ∈ G olsun. Her b ∈ G için fa(b) = ab ile tan�ml� fa : G −→ G

dönü³ümünü alal�m. b, c ∈ G olmak üzere

b = c⇐⇒ ab = ac⇐⇒ fa(b) = fa(c)

oldu§undan fa bire-bir fonksiyondur. Herhangi bir b ∈ G için c = a−1b ∈ G

vard�r ve fa(c) = fa(a
−1b) = a(a−1b) = b olup fa örten fonksiyondur. Böylece

fa, G kümesinin bir permütasyonudur. Bu takdirde FG = { fa | a ∈ G } kümesi

G nin tüm permütasyonlar�n�n kümesi olan SG nin alt kümesidir. Her b ∈ G için

fa−1(b) = a−1b ve fa(a−1b) = b olmas� [(fa)−1](b) = fa−1(b) olmas�n� ifade eder.

Böylece (fa)
−1 = fa−1 dir. fa, fb ∈ FG olmak üzere her c ∈ G için

(fafb)(c) = fa(fb(c)) = fa(bc) = a(bc) = (ab)c = fab(c)

oldu§undan fafb = fab ∈ FG dir. Bununla birlikte (fb)−1 = fb−1 ∈ FG oldu§undan

fa(fb)
−1 = fafb−1 = fab−1 ∈ FG olup FG ≤ SG dir.

Teorem 2.7.9. (Cayley Teoremi) G grup olsun. Bu takdirde G grubu (FG, ◦)
grubuna izomorftur.

Kan�t. FG ≤ SG dir. Her a ∈ G için g(a) = fa ile tan�ml� g : G −→ FG dönü³ümünü

alal�m. a, b ∈ G verilsin. Her c ∈ G için

a = b⇐⇒ ac = bc⇐⇒ fa(c) = fb(c)⇐⇒ fa = fb ⇐⇒ g(a) = g(b)

oldu§undan g bire-bir fonksiyondur. g nin örten oldu§u aç�kt�r. Her a, b ∈ G için

g(ab) = fab ve g(a)g(b) = fafb dir. Her c ∈ G için

fab(c) = (ab)c = a(bc) = fa(fb(c)) = (fafb)(c)

oldu§undan g(ab) = fab = fafb = g(a)g(b) olup g homomor�zmad�r ve böylece

G ∼= FG elde edilir. �

Örnek 2.7.8. G = ⟨2⟩ = {0, 2, 4, 6} ⊆ Z8 olsun. Buna göre ⟨2⟩ grubuna izomorf

olan permütasyon grubunu bulal�m. Cayley teoremi gere§i G, S4 simetrik grubunun

bir alt grubuna izomorftur. Her x ∈ G için a ∈ G olmak üzere fa(x) = a + x ile

tan�ml� fa : G −→ G permütasyonunu alal�m. f0 =
(
0 2 4 6
0 2 4 6

)
, f2 =

(
0 2 4 6
2 4 6 0

)
, f4 =(

0 2 4 6
4 6 0 2

)
ve f6 =

(
0 2 4 6
6 0 2 4

)
olup FG = {f0, f2, f4, f6} = ⟨f2⟩ ∼= Z4 tür. Dolay�s�yla

G = ⟨2⟩ ∼= FG
∼= Z4 elde edilir.�
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G grup olsun. f : G −→ G izomor�zmas�na G grubunun otomor�zmas� denir.

G grubunun tüm otomor�zmalar�n�n kümesi Oto(G) ile gösterilir ve IG ∈ Oto(G)
dir. Oto(G) kümesi, fonksiyonlar�n bile³kesi i³lemine göre birim eleman� IG olan

bir gruptur. Oto(G) grubuna G grubunun otomor�zmalar�n�n grubu denir.

Örnek 2.7.9. (1) G abel grubu olsun. k ∈ Z s�f�rdan farkl� herhangi bir tam

say� olmak üzere her a ∈ G için f(a) = ak ile tan�ml� f : G −→ G fonksiyonunun

homomor�zma oldu§unu Örnek 2.6.1 (6) dan biliyoruz (G toplamsal ise, f(a) = ka).

Burada çek(f) = {a ∈ G | ak = e} oldu§u aç�kt�r.

G grubunun sonlu oldu§unu kabul edelim. Bu takdirde, f nin otomor�zma ol-

mas� için gerek ve yeter ko³ul ebob(k, |G|) = 1 olmas�d�r, gösterelim. ebob(k, |G|) =
1 olsun. a ∈çek(f) ise, |a| | k olup |a| | |G| oldu§undan |a| bir ortak bölendir. Do-

lay�s�yla ebob(k, |G|) = 1 olmas� gere§i |a| = 1 olup çek(f) = {e} dir. O halde f

monomor�zmad�r. Sonlu elemanl� bir küme üzerinde bire-bir her fonksiyon örten

oldu§undan f otomor�zmad�r. Tersine, f otomor�zma olsun. ebob(k, |G|) > 1 ol-

du§unu kabul edelim. Bu takdirde, p|k ve p | |G| olacak ³ekilde bir p ∈ P vard�r.

Cauchy teoremi gere§i |a| = p olacak ³ekilde a ∈ G mevcuttur ve buradan p|k ol-

mas� gere§i a ∈çek(f) = {e} çeli³kisi elde edilir. O halde kabulümüz yanl�³ olup

ebob(k, |G|) = 1 dir. Böylece kan�t�m�z� tamamlam�³ oluruz.

n > 1 olmak üzere G mertebesi n olan bir devirli grup olsun. Oto(G) grubunu

karakterize edelim. G = ⟨a⟩ olmak üzere f ∈ Oto(G) ise, f : G −→ G izomor�zma

oldu§undan G = ⟨f(a)⟩ d�r. G grubunun üreteçleri ebob(k, n) = 1 olmak üzere

G = ⟨ak⟩ ³eklinde oldu§undan f(a) = ak olmal�d�r. Dolay�s�yla G = ⟨a⟩ grubunun
herhangi bir f otomor�zmas� ebob(k, n) = 1 olmak üzere f(a) = ak ³eklindedir ve

k tam say�lar�n�n say�s� ϕ(n) oldu§undan |Oto(G)| = ϕ(n) dir. Böylece x ∈ G key�

bir eleman� için G = ⟨a⟩ oldu§undan x = am olacak ³ekilde m ∈ Z mevcut olup

f(x) = f(am) = f(a)m = (ak)m dir. �imdi

Oto(G) ∼= Z∗
n

d�r, gösterelim. Her f ∈ Oto(G) için f(a) = ak olacak ³ekilde k ∈ Z∗
n tek türlü

mevcut oldu§undan ψ(f) = k ile tan�ml� ψ : Oto(G) −→ Z∗
n dönü³ümü iyi tan�ml�-

d�r. f, g ∈ Oto(G) key� olmak üzere f(a) = ak ve g(a) = at olacak ³ekilde k, t ∈ Z
vard�r ve buradan (fg)(a) = f(g(a)) = f(at) = akt olup ebob(k, n) = ebob(t, n) = 1

oldu§undan ebob(kt, n) = 1 dir. Böylece kt ∈ Z∗
n olup

ψ(fg) = kt = kt = ψ(f)ψ(g)

e³itli§i gere§i ψ homomor�zma yap�s�na sahiptir. ψ nin bire-bir ve örten oldu§u

aç�kt�r. Sonuç olarak ψ izomor�zma olup
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Oto(G) ∼= Z∗
n

elde edilir.

(2) Sonsuz G = ⟨a⟩ devirli grubunu alal�m. f ∈ Oto(G) ise, G = ⟨a⟩ = ⟨a−1⟩
oldu§undan f(a) = a veya f(a) = a−1 olmal�d�r. Dolay�s�yla |Oto(G)| = 2 olup

Oto(G), mertebesi 2 olan devirli gruptur. Sonuç olarak

Oto(G) ∼= Z2

dir.

(3) G sonlu grup ve a ∈ G olmak üzere f(a) = a iken a = e ko³ulunu sa§layan

f : G −→ G bir otomor�zma olsun. Her g ∈ G için g = a−1f(a) olacak ³ekilde

bir a ∈ G eleman�n�n mevcut oldu§unu gösterelim. G = {a1, a2, . . . , an} ve S =

{a−1
1 f(a1), a

−1
2 f(a2), . . . , a

−1
n f(an)} olsun. S ⊆ G dir.

a−1
i f(ai) = a−1

j f(aj) ⇔ f(ai)f(aj)
−1 = aia

−1
j

⇔ f(aia
−1
j ) = aia

−1
j

⇔ aia
−1
j = e

⇔ ai = aj

oldu§undan S nin tüm elemanlar� birbirinden farkl�d�r. Dolay�s�yla |S| = n dir.

Her g ∈ G için g ∈ S olup en az bir a ∈ G için g = a−1f(a) d�r.

(4) Bir önceki problemin hipotezleri sa§lans�n. f2 = IG birim homomor�zma

ise, G abel grubudur, gösterelim. g ∈ G key� olsun. Bu takdirde bir a ∈ G için

g = a−1f(a) d�r ve buradan

g = IG(g) = f2(g)

= f2(a−1f(a)) = f(f(a−1f(a)))

= f(f(a)−1f2(a)) = f(f(a)−1a)

= f(g−1)

bulunur. Buradan her g ∈ G için f(g) = g−1 dir. a, b ∈ G key� olmak üzere

(ab)−1 = f(ab) = f(a)f(b) = a−1b−1 = (ba)−1 e³itli§inden ab = ba elde edilir.

(5) G sonlu grup ve [G : H] = 2 olsun. H alt grubunun mertebesi tek ve G\H
kümesinin elemanlar�n�n G grubundaki mertebesi 2 ise H abel grubudur, gösterelim.

[G : H] = 2 oldu§undan H EG dir. g ∈ G\H olmak üzere g /∈ H olup G = H ∪Hg
yaz�labilir. Burada hipotez gere§i |g| = 2 dir. Her a ∈ G için f(a) = gag−1 ile

tan�ml� f : G −→ G dönü³ümünü alal�m. f bir otomor�zmad�r. a ∈ G key� olmak

üzere

f2(a) = f(f(a)) = f(gag−1) = g(gag−1)g−1 = g2a(g−1)2 = a
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olup f2 = IG bulunur. H E G oldu§undan her h ∈ H için f(h) = ghg−1 ∈ H

dir. f, H nin de bir otomor�zmas�d�r. h ∈ H key� olsun. E§er f(h) = h ise,

h = ghg−1 iken hg = gh dir. Bu durumda gh /∈ H dir. �ayet gh ∈ H olsa,

ghh−1 = g ∈ H çeli³kisi elde edilir. Dolay�s�yla gh /∈ H oldu§undan |gh| = 2

dir. h2 = eh2 = g2h2 = gghh = g(hg)h = (gh)2 = e olup H nin mertebesi tek

oldu§undan h = e bulunur. Dolay�s�yla f(h) = h ⇔ h = e olmas�d�r. Bir önceki

problemden H abel grubudur.

(6) |Oto(Z2⊕Z2)| = 6 d�r, gösterelim. Z2⊕Z2 grubunun dört eleman� e = (0, 0),

a = (1, 0), b = (0, 1) ve c = (1, 1) dir. |a| = |b| = |c| = 2 dir. f ∈ Oto(Z2 ⊕ Z2)

olsun. Her x ∈ Z2 ⊕ Z2 için |f(x)| = |x| dir. Bu yüzden f : {a, b, c} −→ {a, b, c}
dönü³ümü {a, b, c} kümesi üzerinde bir permütasyondur. {a, b, c} kümesi üzerinde

3! = 6 tane permütasyon tan�mlanabilece§inden |Oto(Z2 ⊕ Z2)| ≤ 6 d�r. a+ b = c,

a + c = b, b + c = a, a + a = e = b + b = c + c dir. {a, b, c} kümesi üzerinde

herhangi bir permütasyon Z2⊕Z2 nin bir otomor�zmas�na yükseltilebilir. Örne§in,

α : a −→ b, b −→ c, c −→ a ve e −→ e. Buradan α(a + b) = α(c) = a ve

α(a) + α(b) = b + c = a oldu§undan α(a + b) = α(a) + α(b) bulunur. Benzer

³ekilde α(a + c) = α(a) + α(c), α(b + c) = α(b) + α(c), α(a + a) = α(a) + α(a),

α(b+ b) = α(b)+α(b) ve α(c+ c) = α(c)+α(c) dir. Bu yüzden |Oto(Z2⊕Z2)| = 6

d�r.

(7) G abel grubu olmak üzere her a ∈ G için f(a) = a2 ile tan�ml� f : G −→ G

dönü³ümü homomor�zmad�r, gösterelim.

a, b ∈ G için G grubunun abel olmas�ndan dolay� f(ab) = (ab)2 = a2b2 =

f(a)f(b) olup istenen elde edilir.

(8) G abel grup olmak üzere |G| = 2k + 1 olsun. G2 = {b2 | b ∈ G} = G dir,

gösterelim (yani, her a ∈ G için x2 = a sisteminin çözümü vard�r).

Üstteki örnek gere§i a ∈ G için f(a) = a2 ile tan�ml� f : G −→ G dönü³ümü

homomor�zma yap�s�na sahiptir. f(G) = G2 oldu§u aç�kt�r. a ∈çek(f) ise, f(a) =
a2 = e dir. e ̸= a olsa, |a| = 2 olup Lagrange teoremi gere§i 2|2k + 1 olmal�d�r. Bu

ise bir çeli³kidir. Dolay�s�yla a = e dir ve böylece çek(f) = {e} bulunur. Dolay�s�yla
f monomor�zmad�r ve |G| sonlu oldu§undan f örten olup istenen elde edilir.

(9) G grup ve H ≤ G olsun. Her f : G −→ G homomor�zmas� için f(H) ≤ H

ise, H ye G nin tam de§i³mez alt grubu denir. Özel olarak, her f ∈ Oto(G)
için f(H) ≤ H ise, H ye G nin karakteristik alt grubu denir. Her tam de§i³mez

alt grubun karakteristik alt grup oldu§u aç�kt�r. H, G nin karakteristik alt grubu ve

f ∈ Oto(G) olsun. g = f−1 olmak üzere g ∈ Oto(G) dir ve böylece hipotez gere§i

g(H) ≤ H elde edilir. a ∈ H key� olsun. b = g(a) ∈ g(H) ≤ H ve f(b) = a

oldu§undan a ∈ f(H) olup H ≤ f(H) dir. Dolay�s�yla f(H) = H e³itli§i elde
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edilir. Bundan dolay� H ≤ G alt grubunun karakteristik alt grup olmas� için gerek

ve yeter ko³ul her f ∈ Oto(G) için f(H) = H olmas�d�r.

G ve {e} nin G grubunun karakteristik alt grubu oldu§u aç�kt�r. �imdi mertebesi

n olan G = ⟨a⟩ devirli grubunun her alt grubunun tam de§i³mez alt grup oldu§unu

gösterelim. H ≤ G ve f : G −→ G homomor�zma olsun. m = |H| ise, |f(H)| |m
olup H sonlu devirli grup oldu§undan m tam say�s�n�n her bölenine kar³�l�k bir tek

alt grup denk geldi§inden f(H) ≤ H elde edilir. Dolay�s�yla H tam de§i³mezdir.

(10) (Z, +) grubunun otomor�zmalar� f(1) = 1 ve f(1) = −1 oldu§undan her

nZ ≤ Z için f(nZ) = nZ dir. Dolay�s�yla Z nin her alt grubu karakteristik alt

gruptur.

(11) f : G −→ G1 homomor�zma ve H,K ≤ G olsun. Her h ∈ H ve her k ∈ K
için

f([h, k]) = f(h−1k−1hk) = f(h)−1f(k)−1f(h)f(k) = [f(h), f(k)] ∈ [f(H), f(K)]

oldu§undan f([H,K]) = [f(H), f(K)] dir. Özellikle, f epimor�zma iken

f([G,G]) = [f(G), f(G)] = [G1, G1]

dir.

(12) N EG olmak üzere π : G −→ G/N do§al homomor�zma olsun. H, K ≤ K
alt gruplar� için (11) gere§i

([H,K]N)/N = π([H,K]) = [π(H), π(K)] = [HN/N,KN/N ]

e³itli§i elde edilir. H = K = G al�n�rsa,

([G,G]N)/N = [GN/N,GN/N ] = [G/N,G/N ]

dir.

(13) f : G −→ G homomor�zma olsun. (11) gere§i

f([G,G]) = [f(G), f(G)] ≤ [G,G]

olup f([G,G]) ≤ [G,G] dir. Dolay�s�yla [G,G], G grubunun tam de§i³mez alt gru-

budur.

(14) p ∈ P asal say� ve f ∈ Hom(Zp∞ , Zp∞) key� bir homomor�zma olmak

üzere H ≤ Zp∞ olsun. H = {Z} veya H = Zp∞ ise, H alt grubunun karakteristik

alt grup oldu§u aç�kt�r. H < Zp∞ oldu§unu kabul edelim ve f homomor�zmas�n�n

H alt grubuna k�s�tlan�³� f |H := g olsun. Bu takdirde, H = ⟨ 1
pn + Z⟩ = ⟨cn⟩

(n ≥ 1) ³eklindedir ve devirli gruplar�n homomor�k görüntüsü devirli oldu§undan

g(H) devirli gruptur. Birinci izomor�zma teoremi gere§i
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H/çek(g) ∼= g(H)

olup |g(H)| ≤ |H| = pn dir. g(H) devirli ve Örnek 2.4.2 (8) den Zp∞ abel grubunun

alt gruplar�

⟨c0⟩ = {Z} < ⟨c1⟩ < ⟨c2⟩ < ... < ⟨cn⟩ < ...

³eklinde tek türlü olarak belirli oldu§undan g(H) = f(H) ≤ H d�r. Dolay�s�yla H,

tam de§i³mez alt gruptur.�

Teorem 2.7.10. G grup ve a ∈ G olsun. Her b ∈ G için fa(b) = a−1ba ile tan�ml�

fa : G −→ G dönü³ümü için a³a§�daki ifadeler do§rudur.

(1) Her a ∈ G için fa ∈ Oto(G) dir;

(2) Her a, b ∈ G için fafb = fba d�r;

(3) Her a ∈ G için (fa)
−1 = fa−1 dir;

(4) Her α ∈ Oto(G) için α−1faα = fα−1(a) d�r.

Kan�t. (1) b = c ise a−1ba = a−1ca olup fa(b) = fa(c) bulunur. Dolay�s�yla fa iyi

tan�ml�d�r. c, d ∈ G key� elemanlar olmak üzere

fa(cd) = a−1(cd)a = (a−1ca)(a−1da) = fa(c)fa(d)

oldu§undan fa homomor�zmad�r. Her c ∈ G eleman� için x = aca−1 ∈ G al�n�rsa

fa(aca
−1) = a−1(aca−1)a = c sa§lan�r. Dolay�s�yla fa örtendir. fa(c) = fa(d)

olsun. Bu takdirde a−1ca = a−1da olup c = d bulunur. Böylece fa bire-bir olup

fa ∈ Oto(G) dir.
(2) a, b ∈ G key� olsun. Her c ∈ G için

(fafb)(c) = fa(fb(c)) = fa(b
−1cb) = a−1(b−1cb)a = (ba)−1c(ba) = fba(c)

olup fafb = fba bulunur.

(3) Üstteki (2) özelli§i gere§i fafa−1 = fa−1a = fe = IG ve fa−1fa = faa−1 = IG

oldu§undan (fa)
−1 = fa−1 dir.

(4) α ∈ Oto(G) key� olsun. Her b ∈ G için

(α−1faα)(b) = α−1(fa(α(b)))

= α−1(a−1α(b)a)
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ve

α−1(a−1α(b)a) = α−1(a−1)(α−1α)(b)α−1(a)

= α−1(a−1)b(α−1(a))

= (α−1(a))−1b(α−1(a))

= fα−1(a)(b)

oldu§undan α−1faα = fα−1(a) d�r. �
Teorem 2.7.10 da tan�mlanan her a ∈ G için fa ∈ Oto(G) eleman�na iç oto-

mor�zma denir. G grubunun tüm iç otomor�zmalar�n�n kümesi I(G) ile gösterilir.

IG = fe ∈ I(G) ̸= ∅ olup H EG ve fa ∈ I(G) olmak üzere fa(H) = H dir.

Teorem 2.7.11. G grubu için I(G)EOto(G) dir.

Kan�t. Teorem 2.7.10 (1) gere§i I(G) ⊆ Oto(G) dir. fa, fb ∈ I(G) key� olsun.

Bu takdirde faf
−1
b = fafb−1 = fb−1a ∈ I(G) olup I(G) ≤ Oto(G) dir. Her α ∈

Oto(G) ve her fa ∈ I(G) için Teorem 2.7.10 (4) gere§i α−1faα ∈ I(G) oldu§undan
α−1I(G)α ⊆ I(G) kapsamas� elde edilir. Dolay�s�yla Önerme 2.4.2 (2) gere§i I(G)E
Oto(G) dir. �

Teorem 2.7.12. G grubu için G/Z(G) ∼= I(G) dir. Z(G) = {e} ise, G ∼= I(G)

dir.

Kan�t. Her a ∈ G için ψ(a) = fa−1 ile tan�ml� ψ : G −→ I(G) dönü³ümü verilsin.

ψ nin iyi tan�ml�l�§� aç�kt�r. a1, a2 ∈ G key� olsun. Teorem 2.7.10 (2) gere§i

ψ(a1a2) = f(a1a2)−1 = fa−1
2 a−1

1
= (fa−1

1
)(fa−1

2
) = ψ(a1)ψ(a2)

oldu§undan ψ homomor�zmad�r. ψ nin örten oldu§u aç�kt�r. �imdi çek(ψ) alt gru-

bunu karakterize edelim. a ∈çek(ψ) ise, ψ(a) = fa−1 = IG olup her b ∈ G için

fa−1(b) = b e³itli§inden (a−1)−1ba−1 = aba−1 = b dir ve böylece a ∈ Z(G) elde
edilir. Tersine, a ∈ Z(G) olsun. Her b ∈ G için b = aba−1 = (a−1)−1ba−1 olup

fa−1(b) = IG(b) e³itli§inden ψ(a) = fa−1 = IG olup a ∈ çek(ψ) dir. Dolay�s�yla

çek(ψ) = Z(G) olup birinci homomor�zma teoremi gere§i G/Z(G) ∼= I(G) elde

edilir. �
Teorem 2.7.12 den görülece§i üzere G nin abel grubu olmas� için gerek ve yeter

ko³ul iç otomor�zmalar grubunun a³ikar grup olmas�d�r. Özellikle, G de§i³meli grup

de§il ise, I(G) devirli grup olamaz (verilen bir G grubu için G/Z(G) devirli olsa,

G abel grubudur).

n ≥ 3 olmak üzere Dn = {e, r, r2, ..., rn−1, sr, sr2, ..., srn−1} Dihedral grubunun
baz� özelliklerini a³a§�daki teoremde verelim. sr = r−1s ba§�nt�s�n�n gerçeklendi§i

Dihedral grubun in³as�ndan bilinmektedir.
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Teorem 2.7.13. n ≥ 3 olmak üzere Dn = {e, r, r2, ..., rn−1, sr, sr2, ..., srn−1} ve-
rilsin.

(1) G = ⟨a, b | |a| = n, |b| = 2 ve ba = an−1b⟩ ise, Dn
∼= G dir. Özellikle,

r simetrisiyle a = (123...n) permütasyonu ve s simetrisiyle b permütasyonu

bire-bir e³lendi§inden Dn
∼= ⟨a, b | |a| = n, |b| = 2 ve ba = an−1b⟩ ≤ Sn

alt grubu gözüyle bak�labilir (burada a ve b permütasyonlar� için Dihedral

gruplar�n in³as�na çal�³�lmas� gerekmektedir);

(2) n = 3 ise, D3
∼= S3 tür;

(3) ⟨r⟩EDn normal alt gruptur;

(4) Dn = ⟨r⟩⟨s⟩ ve ⟨r⟩ ∩ ⟨s⟩ = {e} dir;

(5) [Dn, Dn] = ⟨r2⟩ E ⟨r⟩ olup 2 - n iken [Dn, Dn] = ⟨r2⟩ = ⟨r⟩ dir. Özellikle,
A = [Dn, Dn] olmak üzere [A,A] = {e} dir;

(6) 2 < n olmak üzere 2 - n ise, Z(Dn) = {e} dir. Ayr�ca 2|n olmas� için gerek

ve yeter ko³ul Z(Dn) = {e, r
n
2 } olmas�d�r;

(7) 2|n ise, Dn/Z(Dn) ∼= Dn
2
izomor�zmas� vard�r.

Kan�t. (1) r, s ∈ Dn oldu§undan ⟨r, s⟩ ≤ Dn ≤ ⟨r, s⟩ olup Dn = ⟨r, s⟩ dir. Burada
|r| = n, |s| = 2 ve sr = rn−1s sa§land�§�ndan

Dn = ⟨r, s | |r| = n, |s| = 2 ve sr = rn−1s⟩

gösterimi yaz�l�r. Her sjri ∈ Dn için f(sjri) = bjai ile tan�ml� f : Dn −→ G dönü-

³ümünün izomor�zma yap�s�na sahip oldu§u elemanter i³lemler ile gösterilebilir.

(2) n = 3 olmak üzere D3 = {e, r, r2, s, sr, sr2} de§i³meli olmayan gruptur.

Mertebesi 6 olan de§i³meli olmayan gruplar S3 simetrik grubuna izomorf oldu§un-

dan D3
∼= S3 tür.

(3) H = ⟨r⟩ olsun. Bu durumda |r| = n olup Lagrange teoremi gere§i [Dn :

H] = |Dn|
|H| = 2n

2 = 2 dir ve böylece H EDn dir.

(4) K = ⟨s⟩ olmak üzere H = ⟨r⟩ E Dn oldu§undan HK ≤ Dn alt gruptur.

Di§er taraftan ⟨r⟩ ∩ ⟨s⟩ = {e} dir ve bundan dolay� |HK| = |H||K|
|H∩K| = |H||K| = 2n

olup Dn = HK oldu§u görülür.

(5) rs = srn−1 ba§�nt�s� gere§i srs = rn−1 = r−1 dir ve bundan dolay�

[r, s] = r−1s−1rs = r−1srs = r−1r−1 = r−2 ∈ [Dn, Dn]
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olup ⟨r−2⟩ = ⟨r2⟩ ≤ [Dn, Dn] dir. M = ⟨r2⟩ olsun. Örnek 2.3.12 (19) gere§i normal

alt grup devirli iken normal alt grubun her alt grubu normal oldu§undan M =

⟨r2⟩ ≤ ⟨r⟩ = HEDn kapsamas� gere§iMEDn olup Dn/M bölüm grubu tan�ml�d�r.

f : G −→ G1 grup homomor�zmas� için X ⊆ G olmak üzere f(⟨X⟩) = ⟨f(X)⟩
oldu§undan π : Dn −→ Dn/M do§al homomor�zmas� dikkate al�n�rsa,

Dn/M = π(Dn) = π(⟨r, s⟩) = ⟨π(r), π(s)⟩ = ⟨rM, sM⟩

elde edilir. �imdi Dn/M bölüm grubunun abel grubu oldu§unu gösterelim. Bunun

için Dn/M = ⟨rM, sM⟩ oldu§undan (rM)(sM) = (sM)(rM) e³itli§ini göstermek

yeterlidir. (rM)(sM) = rsM = srn−1M = (sM)(rn−1M) dir. M = ⟨r2⟩ oldu-
§undan rn−1M eleman�n� tam olarak belirlemek için n− 1 ile 2 aras�ndaki ili³kiyi

irdelememiz gerekir. Bölme algoritmas� gere§i n − 1 = 2k + r ve r = 0, 1 olacak

³ekilde k, r ∈ Z mevcuttur.

r = 0 olsun. Bu durumda n− 1 = 2k olup rn−1 = r2k = (r2)k ∈ ⟨r2⟩ =M olup

Dn/M = ⟨rM, sM⟩ = ⟨sM⟩ devirli gruptur. Dolay�s�yla Dn/M abel grubudur.

Örnek 2.4.2 (10) gere§i [Dn, Dn] ≤ M kapsamas� elde edilir ve buradan M =

[Dn, Dn] dir. Ayr�ca n = 2k + 1 oldu§undan ebob(n, 2) = 1 dir ve bundan dolay�

n = |r| = |r2| olup M = ⟨r⟩ oldu§u görülür.

r = 1 olsun. Dolay�s�yla n− 1 = 2k + 1 d�r. Buradan

(rM)(sM) = rsM = srn−1M = (sM)(rn−1M)

= (sM)(r2k+1M) = (sM)(r(r2)kM)

= (sM)(rM)

olup Dn/M abel grubudur. O halde Örnek 2.4.2 (10) gere§i [Dn, Dn] ≤ M olup

M = [Dn, Dn] = ⟨r2⟩ e³itli§i elde edilir. Di§er taraftan |r2| = n
ebob(n, 2) = n

2

oldu§undan M = ⟨r2⟩ < ⟨r⟩ öz kapsamas� mevcuttur.

A = [Dn, Dn] olsun. [Dn, Dn] = ⟨r2⟩ devirli grubu abel grubu olup [A,A] = {e}
oldu§u aç�kt�r.

(6) 2 < n olsun. Bu durumda rs = srn−1 ̸= sr oldu§undan r, s /∈ Z(Dn) dir. O

halde Z(Dn) merkezinin birimden farkl� (varsa) elemanlar� 1 < u < n olmak üzere

ru veya rus ³eklinde olmal�d�r (çünkü Dn grubunun elemanlar� risj ³eklindedir).

Öncelikle 1 < u < n olmak üzere rus /∈ Z(Dn) oldu§unu gösterelim.

(rus)r = ru(sr) = ru(r−1s) = ru−1b ve r(rus) = ru+1s

olmak üzere

(rus)r = ru−1s = r(rus) = ru+1s
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e³itli§inden ru+1s = ru−1s olup rn−1 = r çeli³kisi elde edilir. O halde Z(Dn) alt

grubunun elemanlar� 1 < u < n olmak üzere ru ³eklindedir. x = ru ∈ Z(Dn) ve

y = risj ∈ Dn key� elemanlar� için y−1xy = x olup xy = yx dir. j = 0 ise, e³itlikler

aç�kt�r. Genelli§i bozmadan j = 1 olarak alal�m. ru ∈ Z(Dn) oldu§undan

xy = ru(ris) = (ris)ru = yx

e³itli§i gere§i ru(ris) = ri+us = (ris)ru olup rus = sru elde edilir. Böylece rs =

srn−1 ba§�nt�s� son e³itlikte kullan�l�rsa rus = ru−1(rs) = ru−1srn−1 = sru ve

buradan ru−1s = ru−2(rs) = ru−2srn−1 = sru+1 olup bu yöntem ile devam edilirse

sr2u = s elde edilir. O halde r2u = (r2)u = e dir.

2 - n olmas� durumunda |r2| = n
ebob(n, 2) = n

1 = n olup n|u çeli³kisi elde edilir

(1 < u < n). Böylece 2 - n iken Z(Dn) = {e} dir.
2|n olsun. |r2| = n

ebob(n, 2) = n
2 olup (r2)u = e oldu§undan u = mn

2 olacak

³ekilde m ∈ Z vard�r. Böylece u say�s� n
2 nin katlar�d�r. Dolay�s�yla ru ∈ Z(Dn)

key� bir eleman ve ru = rm
n
2 = (r

n
2 )m ∈ ⟨r n

2 ⟩ olup ⟨r n
2 ⟩ = Z(Dn) dir. Ayr�ca

(r
n
2 )2 = e oldu§undan Z(Dn) = {e, r

n
2 } dir. Tersi aç�kt�r.

(7) 2|n olsun. (6) gere§i Z(Dn) = {e, r
n
2 } dir. N = Z(Dn) ile gösterelim. Bu

durumda π : Dn −→ Dn/N do§al homomor�zma olmak üzere

Dn/N = ⟨π(r), π(s)⟩ = ⟨rN, sN⟩

olup (sN)(rN) = s2N = eN = N dir ve bundan dolay� |sN | = 2 dir. Benzer

³ekilde r
n
2 ∈ N oldu§undan r

n
2N = (rN)

n
2 = N olup |rN | = n

2 dir. Ayr�ca

(rN)(sN) = (rs)N = (srn−1)N

= (sN)(rn−1N)

= (sN)(r
n
2 −1r

n
2N)

= (sN)(r
n
2 −1N)

ba§�nt�s� sa§lan�r ve bundan dolay� Dn/N bölüm grubu mertebesi n olan Dihedral

gruptur. Sonuç olarak Dn/N ∼= Dn
2
dir.�

Önerme 2.7.4. p > q olacak ³ekilde p, q ∈ P için |G| = pq olsun. q - p − 1 ise,

G ∼= Zpq dur. q | p− 1 ise,

G ∼= Zpq

veya

G = ⟨a, b | |a| = p, |b| = q, ab = bar, 1 < r < p, ve p|rq − 1⟩
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d�r. Son durum için q = 2 al�n�rsa

G = ⟨a, b | |a| = p, |b| = q, ab = bap−1⟩ ∼= Dp

dir.

Kan�t. |G| = pq ise, Cauchy teoremi gere§i |a| = p ve |b| = q olacak ³ekilde a, b ∈ G
vard�r. H = ⟨a⟩ olsun. H, Sylow p-alt grup olup p > q oldu§undan H E G dir. O

halde H tek Sylow p-alt gruptur. Ayr�ca H asal mertebeli oldu§undan devirli olup

H ∼= Zp dir. G grubunun b eleman� taraf�ndan üretilen alt grubu K = ⟨b⟩ olsun.
K alt grubunun Sylow q-alt grup oldu§u aç�kt�r ve K ∼= Zq vard�r. Sylow q-alt

gruplar�n say�s� nq olmak üzere nq|pq ve nq = 1+qk olacak ³ekilde negatif olmayan

k ∈ Z vard�r. Dolay�s�yla bir m ∈ Z için pq = (1 + qk)m elde edilir. Buradan

nq = 1 + qk = 1 veya nq = 1 + qk = p olup

nq = 1 + qk = 1⇐⇒ q - p− 1 ve nq = 1 + qk = p⇐⇒ q|p− 1

önermeleri gerçeklenir.

nq = 1 + qk = 1 ⇐⇒ q - p − 1 ise, K tek Sylow q-alt grup olup K E G dir.

Bu durumda G grubu, H ve K alt gruplar�n�n direkt çarp�m�d�r ve G = H ×K ∼=
Zp ⊕ Zq

∼= Zpq izomor�zmas� elde edilir.

q | p− 1 olsun. G devirli grup ise, G ∼= Zpq oldu§u aç�kt�r. G grubunun devirli

olmad�§�n� kabul edelim. q | p−1 oldu§undan nq = p dir Böylece K alt grubu G nin

normal alt grubu olamaz (dolay�s�yla G de abel grubu olamaz). HEG oldu§undan

HK ≤ G olup |HK| = |H||K|
|H∩K| = |H||K| = pq dir ve böylece G = HK = ⟨H ∪

K⟩ = ⟨a, b⟩ elde edilir. Di§er taraftan H E G oldu§undan b−1ab ∈ H = ⟨a⟩ olup
b−1ab = ar ve r < p olacak ³ekilde r ∈ Z vard�r. r = 1 olsa, b−1ab = a olup

ab = ba e³itli§inden G abel grubudur. Bu ise, bir çeli³kidir. r ̸= 1 olmal�d�r ve r < p

oldu§undan p - r−1 yaz�labilir. Dolay�s�yla Örnek 2.1.8 (6) gere§i a = b−qabq = ar
q

olup p|rq − 1 bulunur.

G = ⟨a, b | |a| = p, |b| = q, ab = bar, 1 < r < p, ve p|rq − 1⟩ ve q = 2 olsun.

p|r2 − 1 ve p asal oldu§undan p|r − 1 veya p|r + 1 olup 1 < r < p e³itsizli§inden

p|r + 1 olup ayn� e³itsizlik gere§ince r = p− 1 elde edilir. Dolay�s�yla

G = ⟨a, b | |a| = p, |b| = 2, ab = bap−1⟩ ∼= Dp

bulunur.�

Örnek 2.7.10. (1) Üstteki önermede q|p− 1 iken ifade edilen

G = ⟨a, b | |a| = p, |b| = q, ab = bar, 1 < r < p, ve p|rq − 1⟩
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grubunu bir örnekle aç�klayal�m.

q|p− 1 olsun. Z∗
p = {1, 2, ..., p− 1} çarp�msal abel grubunu dü³ünelim. |Z∗

p| =
p − 1 ve q|p − 1 oldu§undan |r| = q olacak ³ekilde r ∈ Z∗

p vard�r ve r ̸= 0 d�r.

Ayr�ca |r| = q oldu§undan r ̸= 1 olup p - r ve p - r− 1 olacak ³ekilde 1 < r < p− 1

tam say�s� elde edilir. Her k ∈ Zp için f(k) = rk (veya f(1) = r) ile tan�ml�

f : Zp −→ Zp dönü³ümü bir otomor�zmad�r. �imdi her u ∈ Zq için Θ(u) = fu

ile tan�ml� Θ : Zq −→ Oto(Zp) dönü³ümü bir homomor�zma olup G = Zp ×Θ Zq

kümesi üzerinde

(k1, u1)(k2, u2) = (k1[Θ(u1)](k2), u1u2)

i³lemini tan�mlayal�m. Verilen bu i³lem alt�nda G = Zp×ΘZq kümesi, birim eleman�

(0, 0) ve (k, u) eleman�n�n tersi (Θ(u−1)(k
−1

), u−1) olan de§i³meli olmayan pq

mertebeli bir gruptur.

a = (1, 0) ∈ Zp ve b = (0, 1) ∈ Zq al�n�rsa |a| = p ve |b| = q oldu§u aç�kt�r ve

b−1ab = ar oldu§undan ab = bar d�r. Ayr�ca b−1ab = ar e³itli§inden (ar)q = 0 olup

rq ≡ 1(p) bulunur. Sonuç olarak

⟨a, b | |a| = p, |b| = q, ab = bar, 1 < r < p, ve p|rq − 1⟩ ⊆ G

ve mertebeler e³it oldu§undan

G = ⟨a, b | |a| = p, |b| = q, ab = bar, 1 < r < p, ve p|rq − 1⟩

grubu elde edilir.

(2) (1) de verdi§imiz grup yap�s�n� genel olarak in³a edelim. Öncelikle, motivas-

yonumuzu aç�klayal�m. A3 E S3, K = ⟨(12)⟩ ≤ S3 alt gruplar� için S3 = A3K ve

A3 ∩K = {e3} oldu§unu biliyoruz. Buna kar³�n K ≤ S3 normal alt grup olmad�-

§�ndan A3 ×K direkt çarp�m grubu ile S3 = A3K grubu izomorf de§ildir (izomorf

olsa, S3 = A3K ∼= A3 ×K ∼= Z3 ⊕ Z2
∼= Z6 çeli³kisi elde edilir).

G1 ve G2 gruplar ve τ : G2 −→ Oto(G1) grup homomor�zmas� olsun. Bu

takdirde, her g ∈ G2 için τ(g) := τg : G1 −→ G1 otomor�zmad�r ve bundan dolay�

τ(e2) := τe2 = IG1
dir (homomor�zma birim eleman� birim elemana dönü³türür).

G1 ×G2 kartezyen çarp�m�nda (a1, a2), (b1, b2) ∈ G1 ×G2 key� elemanlar� için

(a1, a2) ∗τ (b1, b2) = (a1τa2(b1), a2b2)

ile tan�ml�

∗τ : (G1 ×G2)× (G1 ×G2) −→ G1 ×G2
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dönü³ümünü alal�m. τ : G2 −→ Oto(G1) fonksiyon, G1 ve G2 gruplar� üzerindeki

i³lemler iyi tan�ml� oldu§undan ∗τ iyi tan�ml�d�r. �imdi (G1 × G2, ∗τ ) cebirsel

yap�s�n�n grup oldu§unu gösterelim. (a1, a2), (b1, b2), (c1, c2), (a, b) ∈ G1×G2 key�

elemanlar olsun.

(a1, a2) ∗τ ((b1, b2) ∗τ (c1, c2)) = (a1, a2) ∗τ (b1τb2(c1), b2c2)

= (a1(τa2(b1τb2(c1))), a2(b2c2))

= (a1(τa2(b1)τa2(τb2(c1))), (a2b2)c2))

= ((a1τa2(b1))(τa2τb2)(c1), (a2b2)c2))

= ((a1τa2(b1))τa2b2(c1), (a2b2)c2))

ve benzer i³lemler ile

((a1, a2) ∗τ (b1, b2)) ∗τ (c1, c2) = (a1τa2
(b1), a2b2) ∗τ (c1, c2)

= ((a1τa2
(b1))τa2b2(c1), a2(b2c2)))

olup birle³me özelli§i sa§lan�r. (e1, e2) ∈ G1 ×G2 çin

(e1, e2) ∗τ (a, b) = (e1τe2(a), e2b)

= (τe2(a), b)

= (IG1(a), b)

= (a, b)

ve (a, b)∗τ (e1, e2) = (aτb(e1), be2) = (ae1, b) = (a, b) oldu§undan (e1, e2) ∈ G1×G2

birim elemand�r. Son olarak ters eleman� bulal�m. (a, b)∗τ (a
′
, b

′
) = (aτb(a

′
), bb

′
) =

(e1, e2) ise, b
′
= b−1 ∈ G2 ve a

′
= (τb)

−1(a−1) = [τb−1(a)]−1 olup (a, b)−1 =

([τb−1(a)]−1, b−1) ∈ G1×G2 ters elemand�r. Dolay�s�yla (G1×G2, τ) grup yap�s�na

sahiptir ve G1 oτ G2 ile gösterilir.

(i) G1 = G1 oτ {e2} ⊆ G1 oτ G2 alt kümesi için (a1, e2), (b1, e2) ∈ G1 key�

elemanlar�n� alal�m.

(a1, e2) ∗τ (b1, e2)
−1 = (a1, e2) ∗τ ([τe−1

2
(b1)]

−1, e2)

= (a1, e2) ∗τ (b−1
1 , e2)

= (a1τe2 (b
−1
1 ), e2)

= (a1b
−1
1 , e2) ∈ G1 oτ {e2}

oldu§undan G1 ≤ G1 oτ G2 dir. �imdi (a, e2) ∈ G1 ve (x, y) ∈ G1 oτ G2 key�
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elemanlar�n� alal�m.

(x, y)−1 ∗τ (a1, e2) ∗τ (x, y) = (x, y)−1 ∗τ (a1τe2(x), e2y)

= (x, y)−1 ∗τ (a1x, y)

= ([τy−1(x)]−1, y−1) ∗τ (a1x, y)

= ([τy−1(x)]−1τy−1(a1x), y
−1y)

= ([τy−1(x)]−1τy−1(a1)τy−1(x), e2) ∈ G1 oτ {e2}

olup G1 EG1 oτ G2 dir. Benzer i³lemler ile G2 = {e1}oτ G2 ≤ G1 oτ G2 oldu§u

gösterilebilir. Ayr�ca G1

⋂
G2 = (e1, e2) oldu§u aç�kt�r. (x, y) ∈ G1 oτ G2 key�

eleman� için (x, y) = (x, e2) ∗τ (e1, y) ∈ G1 ∗τ G2 olup G1 oτ G2 = G1 ∗τ G2 dir.

(ii) G2 EG1 oτ G2 olmas� için gerek ve yeter ko³ul τ : G2 −→ Oto(G1) homo-

mor�zmas�n�n a³ikar homomor�zma olmas�d�r.

(iii) �imdi τ : G2 −→ Oto(G1), τ(g) := τg = IG1
, a³ikar homomor�zma olarak

alal�m. Bu takdirde her (a1, b1), (a2, b2) ∈ G1 oτ G2 için

(a1, a2) ∗τ (b1, b2) = (a1τa2
(b1), b1b2) = (a1a2, b1b2)

olup (G1 oτ G2, τ) grubu G1 ve G2 gruplar�n�n direkt çarp�m�d�r. Dolay�s�yla in³a

etti§imiz grup yap�s�yla gruplar�n d�³ direkt çarp�m�n� genelle³tirmi³ oluyoruz. Bu

nedenle (G1 oτ G2, τ) grubuna direkt yar�çarp�m grubu denir. Sonuç olarak

verilen herhangi bir τ : G2 −→ Oto(G1) homomor�zmas� için G1 oτ G2 grubu

yaz�l�r. Dolay�s�yla bu yöntem ile farkl� grup yap�lar� elde edilebilir.

(3) G grup olsun. H E G, K ≤ G alt gruplar� için G = HK ve H ∩ K =

{e} oldu§unu kabul edelim. Bu takdirde, k ∈ K key� bir eleman olmak üzere her

h ∈ H için τk(h) = khk−1 ile tan�ml� τk : H −→ H dönü³ümü otomor�zma olup

τ : K −→ Oto(H), τ(k) := τk homomor�zmad�r. Böylece her (h, k) ∈ H oτ K

için f(h, k) = hk ile tan�ml� f : H oτ K −→ HK = G dönü³ümünün izomor�zma

oldu§u görülür. Bu izomor�zmadan dolay� HEG, K ≤ G alt gruplar� için G = HK

ve H∩K = {e} ise, G = HoτK al�nabilir. Dolay�s�yla Sn = An⟨(12)⟩ oldu§undan
Sn = An oτ ⟨(12)⟩ dir.

Böylece K = ⟨(12)⟩ ≤ S3 olmak üzere S3 = A3K ∼= A3oτ K izomor�zmas� elde

edilir. Ayr�ca bu örnekten görülece§i üzere G1 ve G2 abel gruplar� iken G1 oτ G2

d�³ direkt yar�çarp�m� abel grubu olmak zorunda de§ildir.

(4) G1 oτ G2 = G1 ∗τ G2 e³itli§ini kullanarak G1 oτ G2 grubunu daha anla³�l�r

hale getirelim. (a, b) ∈ G1oτG2 key� eleman� verilsin. Gösterim kolayl�§� aç�s�ndan

(a, e2) := a ve (e2, b) := b olarak alal�m. G1oτ G2 = G1 ∗τ G2 oldu§undan (a, b) =

(a, e2) ∗τ (e1, b) = a ∗τ b := ab ³eklinde yaz�labilir. Dolay�s�yla a1b1, a2b2 ∈ G1 ∗τ
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G2 = G1 oτ G2 key� elemanlar� için

a1b1 ∗τ a2b2 = (a1, b1) ∗τ (a2, b2)

= (a1τb1(a2), b1b2)

= a1τb1(a2) ∗τ b1b2
= a1τb1(a2)b1b2 ∈ G1 ∗τ G2 = G1 oτ G2

³eklinde karakterize edilir. Bu karakterizasyondan dolay� G1 ∗τ G2 := G1G2 yaz�-

labilir ve x = ab ∈ G1G2 eleman�n�n tersi x−1 = [τb−1(a)]−1b−1 elde edilir. Ayr�ca

|G1G2| = |G1||G2| dir.
(5) G1 abel grubu ve G2 = ⟨b⟩ ∼= Z2 olmak üzere her a ∈ G1 için τb(a) = a−1

ile tan�ml� τb : G1 −→ G1 dönü³ümü bir otomor�zmad�r. Dolay�s�yla τ(b) = τb ve

τ(e2) = τe2 ile tan�ml� τ : G2 −→ Oto(G1) dönü³ümü homomor�zmad�r (burada

τe2 = IG1
oldu§u aç�kt�r). Böylece G = G1 oτ G2 = G1G2 grubunu elde etmi³

oluruz. ab ∈ G1G2 için (ab)−1 = [τb−1(a)]−1b−1 olup G2 = ⟨b⟩ ∼= Z2 oldu§undan

b−1 = b dir ve buradan (ab)−1 = [τb−1(a)]−1b−1 = [τb(a)]
−1b = (a−1)−1b = ab

oldu§u görülür. Di§er taraftan G grup oldu§undan ab = (ab)−1 = b−1a−1 = ba−1

olup her a ∈ G1 için bab = a−1 ba§�nt�s� elde edilir.

Özel olarak G1 = ⟨a⟩ sonsuz devirli grubunu alal�m. G = G1G2 oldu§undan G

grubunun elemanlar�, 0 ≤ u ve 0 ≤ v ≤ 1 olmak üzere aubv ³eklinde olup

G = G1 oτ G2 = G1G2 = ⟨a, b | b2 = e ve bab = a−1⟩ = D∞

ile gösterilir. Yani, Z oτ Z2 = D∞ dur.

�imdi G1 = ⟨a⟩ devirli grubunun mertebesi n olsun. Bu durumda

G = G1 oτ G2 = G1G2 = ⟨a, b | an = e, b2 = e ve bab = a−1⟩ = Dn

dir. Bir ba³ka deyi³le, Zn oτ Z2 = Dn dir.

(6) G1 = ⟨x⟩ ∼= Z2n ve G2 = ⟨y⟩ ∼= Z4 devirli gruplar�n� alal�m. 0 ≤ m < 2n

olmak üzere τe2 = IG1 , τy(x
m) = x−m = τy3(xm) ve τy2(xm) = IG2 dönü³ümleri

birer otomor�zmad�r ve bundan dolay� τe2 , τy, τy2 , τy3 ∈ Oto(G1) dir. 0 ≤ k < 4

olsun. Her yk ∈ G2 için τ(yk) = τyk ile tan�ml� τ : G2 −→ Oto(G1) dönü³ümü bir

homomor�zma olup G = G1 oτ G2 = G1G2 grubu elde edilir. xy ∈ G için

y−1x−1 = (xy)−1 = [τy−1(x)]−1y−1 = [τy3(x)]−1y−1 = (x−1)−1y−1 = xy−1

olup yxy−1 = x−1 ba§�nt�s� yaz�l�r ve (2)− (i) gere§i G1 := G1 EG dir. G1 = ⟨x⟩,
G2 = ⟨y⟩ ve G = G1 oτ G2 = G1G2 oldu§undan

⟨x, y⟩ ≤ G = G1G2 = {xuyv | 0 ≤ u ≤ 2n − 1 ve 0 ≤ v ≤ 3} ≤ ⟨x, y⟩
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olup G = ⟨x, y⟩ dir. Dolay�s�yla hem x hem de y ile de§i³meli olan eleman merkez

elemand�r.

y2xy−2 = y(yxy−1)y−1

= yx−1y−1

= (x−1)−1 = x

oldu§undan y2 ∈ Z(G) dir. Di§er taraftan x2
n−1

.x2
n−1

= x2
n−1+2n−1

= x2
n

=

e olup (x2
n−1

)−1 = x2
n−1

dir ve yx2
n−1

y−1 = (x−1)2
n−1

= x2
n−1

oldu§undan

x2
n−1 ∈ Z(G) dir. z = x2

n−1

y2 olmak üzere H = ⟨z⟩ olsun. y2, x2n−1 ∈ Z(G) ve
|y2| = |x2n−1 | = 2 oldu§undan |H| = |z| = 2 dir. Ayr�ca H ≤ Z(G) gere§i H E G

normal alt grup oldu§u aç�kt�r. Böylece Lagrange teoremi gere§i

|G/H| = |G|
|H| =

|G|
2 = 2n.4

2 = 2n+1

oldu§u görülür. a = xH ve b = yH olmak üzere π : G −→ G/H do§al homomor-

�zmas�n� alal�m. π(x) = xH = a ve π(y) = yH = b olup G = ⟨x, y⟩ oldu§undan
π(G) = G/H = ⟨π(x), π(y)⟩ = ⟨a, b⟩ dir. �imdi a ve b elemanlar�n�n mertebelerini

hesaplayal�m.

b2 = (yH)2 = (yH)(yH) = y2H = {y2, y2y2x2n−1} = {y2, x2n−1} ̸= H, b3 =

y3H = {y3, yx2n−1} ̸= H ve b4 = y4H = H oldu§undan |b| = 4 dür (|y| = 4).

Di§er taraftan |x| = 2n oldu§undan a2
n

= x2
n

H = H oldu§u aç�kt�r. Ayr�ca

|G/H| = 2n+1 ve |a|||H| oldu§undan u ≤ n olmak üzere |a| = 2u ³eklindedir.

Buradan a2
u

= x2
u

H = {x2u , x2u .x2n−1

.y2} = H = {e, x2n−1

y2} dir. Dolay�s�yla
x2

u

= e veya x2
u

= x2
n−1

y2 olmal�d�r. x2
u

= e ise, u = n oldu§u aç�kt�r. x2
u

=

x2
n−1

y2 oldu§unu kabul edelim. u < n olup u ≤ n− 1 dir. H = ⟨x2n−1

y2⟩ = ⟨x2u⟩
ve |H| = 2 oldu§undan |x2u | = 2 olup n ≤ u + 1 bulunur. Bu durumda u ≤ n − 1

oldu§undan u = n − 1 e³itli§i elde edilir. Dolay�s�yla x2
u

= x2
n−1

= x2
n−1

y2

e³itli§inden y2 = e çeli³kisi elde edilir. O halde kabulümüz yanl�³t�r ve bundan

dolay� u = n olup |a| = 2n bulunur. a2
n−1

= x2
n−1

H = {x2n−1

, y2} = b2 ve

bab−1 = (yH)(xH)(y−1H) = (yxy−1)H = x−1H = (xH)−1 = a−1 ba§�nt�lar�

gerçeklenir. H ̸= c ∈ G/H = ⟨a, b⟩ key� bir eleman olsun. Teorem 2.4.2 gere§i

1 ≤ i ≤ k için ei = ∓1 ve di = ∓1 olmak üzere c = ae1bd1ae2bd2 ...aekbdk ³ek-

linde yaz�labilir. bab−1 = a−1 ve a2
n−1

= b2 ba§�nt�lar� göz önünde bulundurulursa

c = aubv olacak ³ekilde u, v ∈ Z elde edilir. Böylece c ∈ ⟨a, b | |a| = 2n, |b| =
4, bab−1 = a−1 ve a2

n−1

= b2⟩ olup ⟨a, b⟩ ≤ G/H oldu§undan

G/H = ⟨a, b | |a| = 2n, |b| = 4, bab−1 = a−1 ve a2
n−1

= b2⟩

e³itli§i gerçeklenir. n = 2 olarak alal�m. Bu durumda
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G/H = ⟨a, b | |a| = 22, bab−1 = a−1 ve a2 = b2⟩ ∼= Q8

dir. Bu sebeple

G/H = ⟨a, b | |a| = 2n, |b| = 4, bab−1 = a−1 ve a2
n−1

= b2⟩

grubuna genelle³tirilmi³ quaterniyon grup denir ve G/H = Q2n+1 ile gösteri-

lir. [Q2n+1 : ⟨a⟩] = 2 oldu§undan ⟨a⟩EQ2n+1 oldu§u aç�kt�r. a2
n−1 ∈ Q2n+1 eleman�

için a2
n−1

b = b2b = b3 = bb2 = ba2
n−1

oldu§undan a2
n−1

= b2 ∈ Z(Q2n+1) dir. Ele-

manter i³lemler ile Z(Q2n+1) = {e, b2} = ⟨b2⟩ oldu§u gösterilebilir (0 ≤ u ≤ 2n− 1

ve 0 ≤ v ≤ 3 olmak üzere x = aubv ∈ Z(Q2n+1) için irdeleme yap�l�r).�

Son olarak mertebesi 12 olup de§i³meli olmayan gruplar� karakterize edelim.

Önerme 2.7.5. De§i³meli olmayan G grubunun mertebesi 12 olsun. Bu takdirde

G grubu, D6, A4 ve T = ⟨c, d | |c| = 6, d2 = c3 ve cd = dc5⟩ gruplar�ndan birine

izomorftur.

Kan�t. Mertebesi 12 ve de§i³meli olmayan G grubu verilsin. H, G grubunun Sylow

3-alt grubu olsun. [G : H] = 4 tür ve Örnek 2.6.6 (8) gere§i çek(f) ⊆ H olacak

³ekilde f : G −→ S4 homomor�zmas� vard�r. |H| = 3 oldu§undan Lagrange teoremi

gere§i çek(f) = H dir veya çek(f) = ⟨e⟩ dir. çek(f) = ⟨e⟩ ise, f monomor�zma

olup G, S4 simetrik grubunun 12. mertebeden bir alt grubuna izomorf olmal�d�r.

|f(G)| = |A4| = 12 ve A4 EG oldu§undan f(G) = A4 olup G ∼= A4 elde edilir.

çek(f) = H ise, H E G olup H, G grubunun tek Sylow 3-alt grubudur. Do-

lay�s�yla |H| = 3 oldu§undan a ∈ G olmak üzere H = ⟨a⟩ = {e, a, a2} = ⟨a2⟩
olup G grubunda mertebesi 3 olan elemanlar a ve a2 dir. a ∈ G eleman�n�n e³-

leniklerinin say�s� [G : CG(a)] ve a n�n her e³leni§inin mertebesi 3 oldu§undan

[G : CG(a)] = 1 veya 2 olmal�d�r. Buradan |CG(a)| = 6 veya 12 olmal�d�r. Her iki

durum için 2||CG(a)| olup Cauchy teoremi gere§i 2. mertebeden b ∈ CG(a) vard�r.

b ∈ CG(a) oldu§undan ab = ba olup (ab)6 = a6b6 = e sa§lan�r. O halde |ab| | 6
oldu§undan |ab| = 1, 2, 3, 6 olmal�d�r. |ab| = 1 ise, ab = e olup |b| = |a−1| = |a|
çeli³kisi elde edilir. |ab| = 2 ise, a2b2 = e olup a2 = e çeli³kisi elde edilir. |ab| = 3

olsa, a3b3 = e dir ve buradan b3 = e olup |b| = 2 oldu§undan b = e çeli³kisi elde

edilir. O halde |ab| = 6 olmal�d�r.

c = ab oldu§unu kabul edelim. |ab| = |c| = 6 oldu§undan [G : ⟨c⟩] = 2 olup

⟨c⟩ E G dir. Buradan G = ⟨c⟩ ∪ d⟨c⟩ ³eklindedir. Böylece d /∈ ⟨c⟩ ve d2 ∈ ⟨c⟩
olacak ³ekilde bir d ∈ G vard�r. O halde d2 = e veya d2 ∈ ⟨c⟩ iken |d2| 6 olup

|d2| = 2∨3∨6 d�r. |d2| = 6 olsa, |d| = 12 olup G = ⟨d⟩ devirlidir. Bu ise, hipotez ile

çeli³ir. |d2| = 3 olsa, S = ⟨d2⟩ ≤ G Sylow 3-alt gruptur. Bu ise, H alt grubunun tek
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Sylow 3-alt grubu olmas�yla çeli³ir. O halde |d2| = 2 olmal�d�r ve böylece d2 ∈ ⟨c⟩
oldu§undan d2 = c3 elde edilir. Ayr�ca ⟨c⟩ E G oldu§undan d−1cd ∈ ⟨c⟩ dir. G
de§i³meli olmad�§�ndan |c| = 6 ve d−1cd = c−1 = c5 dir. Dolay�s�yla

(i) d2 = e olsun. ⟨c⟩EG oldu§undan ⟨c⟩⟨d⟩ ≤ G olup

|⟨c⟩⟨d⟩| = |⟨c⟩||⟨d⟩|
|⟨c⟩

∩
⟨d⟩| = |⟨c⟩||⟨d⟩| = 6.2 = 12 dir ve buradan G = ⟨c⟩⟨d⟩ = ⟨c, d⟩

elde edilir. Dolay�s�yla

G = ⟨c, d | |c| = 6, |d| = 2, ve cd = dc5⟩ ∼= D6

d�r.

(ii) d2 = c3 olsun. Bu durumda |c| = 6 oldu§undan |d| = 4 olup ⟨c⟩∩⟨d⟩ = {e, d2}
dir. (1) e benzer yöntem ile

G = ⟨c, d | |c| = 6, d2 = c3 ve cd = dc5⟩ ∼= T

elde edilir.�

Örnek 2.7.11. (1) Üstteki önermede ifade edilen T grubunu bir örnekle aç�klaya-

l�m. G = S3 × Z4 grubunda c = ((123), 2) ve d = ((23), 3) elemanlar�yla üretilen

alt grubu karakterize edelim. Buradan |c| = 6 ve |d| = 4 olup d2 = (e3, 2) = c3 ve

cd = ((12), 1) = dc5 e³itlikleri sa§lan�r. Dolay�s�yla G = S3 × Z4 grubunun

T = ⟨c, d | |c| = 6, d2 = c3 ve cd = dc5⟩

alt grubu elde edilir.

(2) G grup ve |G| = n olsun. |G| = n ∈ P ise, G basit grup olup devirlidir.

Mertebesi n olan tüm devirli gruplar (Zn, +) abel grubuna izomorf oldu§undan G ∼=
Zn dir. Sonlu mertebeli abel gruplar�n s�n��and�rmas�n� "abel gruplar�" bölümünde

tamamen belirleyece§iz. �imdi mertebesi n ≤ 15 olan gruplar�n s�n��and�rmas�n�

a³a§�daki ³ekilde özetleyelim.

(a) n = 4 ise, G ∼= Z4 veya G ∼= K4 olup mertebesi 4 olan gruplar abel gruplar�d�r.

(b) n = 6 ise, G ∼= Z6 veya G ∼= S3 dür. Böylece de§i³meli olmayan en küçük

mertebeli gruplar�n temsilcisi S3 tür.

(c) G de§i³meli olmayan grup olmak üzere |G| = 8 olsun. G ∼= D4 veya G ∼= Q8

dir. Dolay�s�yla de§i³meli olmayan 8. mertebeden farkl� D4 ve Q8 gruplar�

vard�r.

(d) n = 9 ise, |G| = 32 olup G ∼= Z9 veya G ∼= Z3 ⊕ Z3 tür.
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(e) n = 10 = 2.5 olsun. 2|(5− 1) oldu§undan G ∼= Z10 veya G ∼= D5 tir.

(f) |G| = 12 olsun. G de§i³meli de§il ise, G ∼= D6, G ∼= A4 veya

G ∼= T = ⟨c, d | |c| = 6, d2 = c3 ve cd = dc5⟩ dir.

(g) n = 14 = 2.7 olsun. 2|(7− 1) oldu§undan G ∼= Z14 veya G ∼= D7 dir.

(h) n = 15 = 3.5 olsun. 3 ve 5 farkl� asallar olup 5 > 3 tür. 3 - 4 = 5 − 1

oldu§undan G ∼= Z15 tir.

(3) |G| = 65 olsun. 65 = 5.13 ve 5 - (13− 1) = 12 oldu§undan G ∼= Z65 dir.

(4) De§i³meli olmayan G grubu için |G| = 34 olsun. 34 = 2.17 ve 2|(17−1) = 16

oldu§undan verilen grubun de§i³meli olmamas� gere§i G ∼= D17 izomor�zmas� elde

edilir.

(5) |G| = 38 = 2.19 olsun. 2|18 oldu§undan G ∼= Z38 veya G ∼= D19 olmal�d�r.

Dolay�s�yla G abel grubu ise, G ∼= Z38 dir.

(6) H, K ≤ G alt gruplar olsun. G = HK ve H ∩ K = {e} olmak üzere her

h ∈ H ve k ∈ K için hk = kh ise G = H ×K d�r, gösterelim.

h ∈ H ve a ∈ G key� elemanlar� verilsin. G = HK oldu§undan a = h1k olacak

³ekilde h1 ∈ H ve k ∈ K vard�r. a−1ha = (h1k)
−1h(h1k) = (k−1h−1

1 )h(h1k) =

h−1
1 hh1k

−1k = h−1
1 hh1 ∈ H olup H E G dir. Benzer ³ekilde K E G oldu§u göste-

rilebilir. Dolay�s�yla istenen elde edilir.

(7) G ve G1 gruplar� ile f : G −→ G1 homomor�zmas� verilsin. H E G için

f |H : H −→ G1 izomor�zmas�n�n mevcut oldu§unu kabul edelim. Bu takdirde

G = H×çekf dir, gösterelim.

a ∈ G key� eleman� için f(a) ∈ G1 = f(H) oldu§undan f(a) = f(h) e³itli§ini

sa§layacak ³ekilde bir h ∈ H vard�r. e1, G1 grubunun birim eleman� olmak üzere

f(h−1a) = e1 oldu§undan h−1a ∈çekf elde edilir. Böylece b = h−1a olacak ³ekilde

b ∈çekf vard�r. a = hb oldu§undan G = Hçekf elde edilir. a ∈ H∩çekf olsun.

Bu takdirde a ∈ H ve f(a) = e1 = f(e) d�r. f |H bire-bir oldu§undan a = e olup

H∩çekf = ⟨e⟩ bulunur. Bu yüzden G grubunun H ve çekf normal alt gruplar� için

G = Hçekf ve H∩çekf = ⟨e⟩ oldu§undan G = H×çekf dir.

Bu sonuç H alt grubunun G grubunun normal alt grubu olmamas� durumunda

do§ru de§ildir. G = S3 ve |a| = 2 olacak ³ekilde 2 mertebeli devirli G1 = ⟨a⟩
grubunu alal�m. H = ⟨(12)⟩ olsun. f(e3) = e1, x ∈ G; 3 mertebeli bir eleman iken

f(x) = e1 ve x ∈ G; 2 mertebeli bir eleman iken f(x) = a ile tan�ml� f : G −→ G1

dönü³ümü homomor�zmad�r. Ayr�ca f |H : H −→ G1 izomor�zma olup

çekf = {e3, (123), (132)} = ⟨(123)⟩
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dür. Buna kar³�n G ̸= H×çekf dir.

(8) |G/Z(G)| = 91 olacak ³ekilde G grubu yoktur, gösterelim. |G/Z(G)| = 91

olacak ³ekilde G grubunun mevcut oldu§unu kabul edelim. 91 = 7.13 ve 7 - 12

oldu§undan G/Z(G) ∼= Z91 izomor�zmas� vard�r. Bu durumda G/Z(G) devirli grup

olup G = Z(G) çeli³kisi elde edilir.

(9) |G| = 80 olsun. 80 = 245 oldu§undan G grubunun Sylow 2-alt grubu ve

Sylow 5-alt grubu vard�r. G grubunun Sylow 2-alt grubu H olsun. [G : H] = 5 olup

80 - 5! oldu§undan H EG oldu§u görülür.

(10) |G| = 99 olsun. G grubunun merkezinde kapsanan bir alt grubu ve mertebesi

33 olan bir eleman� vard�r, gösterelim. 99 = 9.11 oldu§undan G nin Sylow 11-alt

grubu vard�r ve bu alt grup H olsun. 11 > 9 oldu§undan HEG oldu§u aç�kt�r. |H| =
11 oldu§undan H devirli grup olup H = ⟨a⟩ olacak ³ekilde a ∈ G vard�r. x ∈ G key�

bir eleman olsun. H E G oldu§undan x−1ax ∈ ⟨a⟩ = H olup x−1ax = ak olacak

³ekilde negatif olmayan ve 11 den küçük k ∈ Z mevcuttur. Buradan her m ∈ Z+ için

Örnek 2.1.8 (6) gere§i x−maxm = (ak)m dir (x−2ax2 = x−1(x−1ax)x = x−1akx =

(x−1ax)k = (ak)2 dir). Di§er taraftan Cauchy teoremi gere§i |b| = 3 olacak ³ekilde

b ∈ G mevcut olup x = b ve m = 12 al�n�rsa b−12ab12 = (ak)12 = a12k = ak

e³itli§inden k ≡ 1(11) bulunur. O halde k = 1 için x−1ax = a olup a ∈ Z(G) elde
edilir. Dolay�s�yla H ⊆ Z(G) dir.

a ∈ Z(G) oldu§undan ab = ba oldu§u aç�kt�r. Buradan (ab)33 = e olup |ab| = 33

bulunur.

(11) G grup ve H ≤ G tam de§i³mez alt grup olsun. HEG dir, gösterelim. a ∈ G
key� bir eleman olsun. H ≤ G tam de§i³mez alt grup oldu§undan fa : G −→ G iç

otomor�zma olmak üzere fa(H) = a−1Ha ≤ H olup H EG dir.

(12) G grup olmak üzere N EG ve H ≤ N tam de§i³mez alt grup (N nin tam

alt grubu) olsun. H E G dir, gösterelim. a ∈ G key� eleman� için fa : G −→ G

iç otomor�zmas�n�n N alt grubuna k�s�tlan�³�n� g ile gösterelim. g : N −→ G

monomor�zma oldu§u aç�kt�r. N E G oldu§undan g(N) = fa(N) = a−1Na = N

olup g : N −→ N otomor�zmad�r. Hipotez gere§i, H ≤ N tam de§i³mez alt grup

oldu§undan g(H) = fa(H) = a−1Ha ≤ H olup HEG dir (genel olarak; g ∈ Oto(G)
ve N EG ise, g|N : N −→ N otomor�zmad�r).

(13) G grup olmak üzere N EG ve H ≤ N tam de§i³mez alt grup (N nin tam

de§i³mez alt grubu) olsun. N , G nin tam de§i³mez alt grubu iken H alt grubun

G nin tam de§i³mez alt grubudur, gösterelim. f : G −→ G homomor�zmas�n�

alal�m. Hipotez gere§i f(N) ≤ N dir. f nin N ye k�s�tlan�³� g ise, (12) deki benzer

tart�³ma ile NEG oldu§undan g : N −→ N homomor�zmad�r. (12) den HEG olup

H E N dir. Dolay�s�yla g nin H alt grubuna k�s�tlan�³� h ise, H E N oldu§undan
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h(H) = g(H) = f(H) ≤ H olup istenilen elde edilir.�
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2.7 Al�³t�rmalar

1. Q8 kuaterniyonlar grubunun tüm homomor�k görüntülerini karakterize edi-

niz.

2. S3 simetrik grubu için I(S3) = Oto(S3) oldu§unu gösteriniz.

3. G a³ikar olmayan grup olsun. Z(G) = {e} ise, G ∼= I(G) oldu§unu gösteriniz.

Ayr�ca Z(Oto(G)) = {IG} oldu§unu kan�tlay�n�z.

4. 6Z/30Z ∼= Z5 oldu§unu gösteriniz.

5. 8Z/40Z ∼= Z5 oldu§unu gösteriniz.

6. Z/9Z⊕ Z/11Z⊕ Z/8Z grubunu karakterize ediniz.

7. Z120 grubunu alt gruplar�n�n direkt toplam� olarak yaz�n�z.

8. Z30 grubunu alt gruplar�n�n direkt toplam� olarak yaz�n�z.

9. Mertebesi 12 olan abel gruplar�n� s�n��and�r�n�z.

10. Mertebesi 18 olan abel gruplar�n� s�n��and�r�n�z.

11. Z9 un tüm homomor�k görüntülerini bulunuz.

12. Her öz alt grubu normal olan bir de§i³meli olmayan grup örne§i veriniz.

13. De§i³meli olmayan en küçük mertebeli grubu karakterize ediniz.

14. (Z140, .) abel grubunu alt gruplar�n�n direkt toplam� olarak yaz�n�z.

15. f : G −→ G1 epimor�zma olmak üzere çek(f) = H olsun. a, b ∈ G için

f(a) = f(b) olmas� için gerek ve yeter ko³ulun aH = bH olmas� oldu§unu

gösteriniz.

16. Her a ∈ R\{0} için f(a) = |a| ile tan�ml� f : R\{0} −→ C\{0} dönü³ümünün

homomor�zma oldu§unu gösteriniz ve çekirde§ini bulunuz.

17. Z36 abel grubunda H = ⟨6⟩ ve K = ⟨9⟩ olsun. H +K/K ve H/H ∩K bölüm

gruplar�n� bularak aralar�ndaki izomor�zmay� yaz�n�z.

18. Z24 abel grubunda H = ⟨4⟩ ve K = ⟨8⟩ olmak üzere G/H, G/K, H/K

ve (G/K)/(H/K) bölüm gruplar�n� bulunuz. Ayr�ca G/H ve (G/K)/(H/K)

gruplar� aras�ndaki izomor�zmay� yaz�n�z.

19. G grup olmak üzere H, K EG ve K ≤ H olsun. G/H devirli ve |H/K| = 2

ise, G/K grubunun devirli oldu§unu gösteriniz.
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