AMASYA UNIiVERSITESI YAYINLARI NO: 1

GRUP TEORISI-I

ISBN: 978-605-80546-6

PROF.DR.BURCU NiSANCI TURKMEN

PROF.DR.ERGUL TURKMEN

AMASYA
2021




GRUP TEORISI-I

Prof. Dr. Burcu Nigsanci Tiirkmen
Prof. Dr. Ergiil Tiirkmen

ISBN:978-605-80546-6

2021



ii Grup Teorisi - I

Bu kitabin Tiim Yaymn Haklar1 Amasya Universitesi’ne aittir. Yaymcimnin izni
olmadan, CD ile ¢ogaltilmasi kismen de olsa fotokopisi yapilamaz. Tekrar basimi

icin bir sistemde depolanamaz.

Kitabin Adi : Grup Teorisi-1

Yazarlar . Prof. Dr. Burcu NISANCI TURKMEN
. Prof. Dr. Ergil TURKMEN

Hakemler : Prof. Dr. Hamza CALISICI

Do¢. Dr. Yilmaz Mehmet DEMIRCI
. Dr. Ogr. Uyesi Yildiz AYDIN
TEXnik Destek : Dr. Ogr. Uyesi Hasan Hiiseyin OKTEN

Yayinlayan . Amasya Universitesi
Basildigr Yer : Dijital Yayin
ISBN 1 978-605-80546-6
: 1.Baski
Yil : 2021
Goriig, Oneri ve elegtirileriniz i¢in : burcu.turkmen@amasya.edu.tr

ergul.turkmen@amasya.edu.tr

I¢indeki bilgiler tamamen yazarlarin kendi tasavvufudur.

Bilimsel a¢idan yayin evimiz sorumlu degildir.

www.amasya.edu.tr



Grup Teorisi- I i1
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YCX
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P(X)

SEMBOLLER LISTESI

z, X kiimesinin bir elemanidir

z, X kiimesinin bir elemani degildir

Y kiimesi X kiimesinin alt kiimesidir

Y kiimesi X kiimesinin 6z alt kiimesidir

X fark Y kiimesi

z ve y elemanlarinin sirali ikilisi

Dogal sayilar kiimesi

Tam sayilar kiimesi

Asal sayilar kiimesi

Pozitif tam sayilar kiimesi

Rasyonel sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi

Pozitif reel sayilar kiimesi

Karmagik sayilar kiimesi

Sifirdan farkl tam sayilar kiimesi

Sifirdan farkh rasyonel sayilar kiimesi
Sifirdan farklh reel sayilar kiimesi

Sifirdan farklh karmagik sayilar kiimesi

A kiimesinin en kiigiik eleman1

X kiimesinin kuvvet kiimesi

1 den n pozitif tam sayisina kadar olan tam sayilarin ¢arpimi
n tam sayist m tam sayisini boler

n tam sayist m tam sayisin1 bolmez

n ve m tam sayilarinin en biiyiik ortak bdéleni
n ve m tam sayilarinin en kii¢lik ortak kati
Kiimelerin birlegimi

Kiimelerin kesigimi

n modiiliine gére m tam sayis1 a tam sayisina denktir
Z de kongriians bagintisi

f, A kiimesinden B kiimesine bir fonksiyon

z elemaninin f fonksiyonu altindaki goriintiisii
f fonksiyonuyla g fonksiyonunun bilegkesi

X kiimesinin f fonksiyonu altindaki goriintiisii
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7y) : Y kiimesinin f fonksiyonu altindaki ters goriintiisii

L, :  n modiiliine gore kalan siiflarin kiimesi

7Y =U(Z,) : n modiiliine gore asal kalan (terslenebilir) simflarin kiimesi

[Lic: Gi ¢ G; gruplariin direkt ¢arpimi

Hzﬂe ;1 Gi : G, gruplarmn zayif direkt ¢arpim

Dicr Gi : G, abel gruplarmin direkt toplam

Mat™(...) : n x m tipindeki matrisler kiimesi

GL(n, R) : Reel katsayili n x ntipindeki determinant: sifirdan farkli matrisler
grubu

SL(n, R) . Reel katsayih n x n tipindeki determinanti 1 olan matrisler grubu

| X : X kiimesinin kardinalitesi veya kardinal sayisi

(X grup ise, X grubunun mertebesi)

|al : G grup olmak tizere a € G elemanimin mertebesi
H<L<G :  H, G grubunun alt grubudur

H<G :  H, G grubunun 6z alt grubudur

HJLG :  H, G grubunun normal alt grubudur

Nk (H) : Grupta H alt grubunun K alt grubundaki normallegtiricisi
(X) : Grupta X alt kiimesi tarafindan iiretilen alt grup

(a) ¢ Grupta a eleman tarafindan iiretilen devirli alt grup
Z(Q) : G grubunun merkezi

Ca(a) : G grubunda a elemamnin merkezlegtiricisi

Cr(a) : Grupta a elemaninin eglenik simifi

r lax : x € G olmak iizere G grubunda a elemaninin eglenigi
a 'Ha : H < G olmak lizere H alt grubunun eglenigi

[G:H] : G grubunun H alt grubuna gore indeksi

aH :  Grupta H alt grubunun a elemanina goére sol yansinifi
Ha : Grupta H alt grubunun a elemamina gore sag yansinifi
G/H : @G grubunun H normal alt grubuna gore boliim grubu
Sx ¢ X kiimesinin simetrik grubu

Sn :  n elemanl bir kiimenin simetrik grubu

A, : Alterne grup

D, :  n. mertebeden Dihedral grup

D :  Genellegtirilmig Dihedral grup
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G ve H gruplarmin direkt yaricarpimi
Kuaterniyon grup

G grubunun alt gruplarinin kafesi

G grubunun normal alt gruplarinin kafesi

Genellestirilmis kuaterniyon grup

G grubundan H grubuna tanimli tiim homomorfizmalarin grubu

G grubunun tim otomorfizmalarinin grubu

G grubunun tiim i¢ otomorfizmalarinin grubu
G grubunda z ve y elemanlarinin komiitatorii
({[h, k] € Glh € H, k € K}) <@ alt grubu

X indis kiimesine gore serbest abel grup
Priifer p-grup

{a € G|na =0}

{a" € Gla € G}

G abel grubunun boliinebilir kismi

G grubunun burulmali elemanlarinin kiimesi
G grubunda mertebesi bir p asalimin kuvveti olan elemanlarin

kiimesi
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ONSOZ

Iki cilt olarak sunulan bu kitabin amaci, cebirsel yapilarin temel kavrami olan
grup teorisini okura detayli ve acik bir dille sunmaktir. Verilen tanimlarin daha iyi
anlagilir ve akilda kalici olmasini saglamak i¢in kanit yapilirken tanimlardan yola ¢i-
karak sade bir yol izlenmesine gayret edilmigtir. Grup teorisinin konular1 arasindaki
geciglerde kavram boglugu olugturmamaya 6zen gosterilmigtir. Verilen kavramlar,
mutlak suretle matematik ile ilgilenen okur tarafindan bilinen yapilar ile 6rnek-
lendirilmis veya iligkilendirilmigtir. Lisans seviyesinde hazirlanmig olmasina kargin
kavramlara derinlik kazandirarak lisans dersleri {izerinde bir kapsama sahip bu ki-
tap, Cebir ve Sayilar Teorisi anabilim dalinda yiiksek lisans yapan bir 6grencinin
grup teorisinde temel bilgileri edinebilecegi bir kaynak olarak tasarlanmigtir.

Okuyucunun bu kitabi takip edebilmesi i¢in Lineer Cebir ve Soyut Matemati-
gin temel konularina hakim olmas: gerekmektedir. Kitabin lisans konularim igeren
birinci cildi, iki boliim ve alt bagliklardan olugsmaktadir. Grup teorisinin kolay an-
lagilabilir ve yapi teoremlerinin inga edilebilmesi i¢in tam sayilarin ve Z, kalan
siniflar kiimesinin ¢ok iyi bilinmesi gerekmektedir. Bu yiizden birinci boliimde tam
sayilarda aritmetik ve modiiler aritmetik konularina yer verilmistir. Tkinci béliimde
ise, grup kavramma yer verilmigtir ve alt baghklar ile detaylandirilmigtir. Tkinci
ciltte yer alan ii¢iincii ve dordiincii boliimler, Cebir ve Sayilar Teorisi anabilim da-
linda yiiksek lisans yapan bir 6grencinin ilgilenecegi nilpotent gruplari, ¢oziilebilir
gruplari, serbest gruplari, serbest abel gruplarin yapisini, sonlu iiretilmig abel grup-
larin yap1 teoremlerini, Z;, ¢carpimsal grubunu ve birtakim abel gruplarin yapilarini
icermektedir. Kitapta verilen ¢6ziimlii problemler konularin pekigtirilmesine katki
saglamaktadir. Ayrica konu sonunda okuyucuyu diigiinmeye sevk etmek icin konu
sonu aligtirmalarina yer verilmigtir.

Universitelerimizde ve diger yiiksekdgretim kurumlarinda Soyut Cebir dersleri
i¢in her 6grencinin kolayca yararlanabilecegi bu eserin, cebirin diger konularini da
anlamada yardimeci olacagini iimit etmekteyiz.

Prof. Dr. Burcu Niganc1 Tiirkmen
Prof. Dr. Ergiil Tiirkmen
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GRUP TEORISININ TARIHI

Matematik 6gretimine katkida bulunmak amaciyla, Matematik ve Cebir tarihi iize-
rine 6nemli calismalar yapilmistir. Oncelikle, Cebir tarihi ve Cebire 6nemli katkilar
sunmus iinlii matematikciler icin 6zel bir aragtirma veya caligma yapmadigimizi
ozellikle belirtmek isteriz. Biz bu boliimde, grup teorisinin kavramlarinin daha iyi
anlagilacag diiglincesiyle Israel Kleiner’in 2007 yilinda yayimlamig oldugu "A his-
tory of abstract algebra (Soyut cebirin tarihi)" adli eserinin "Grup teorisinin tarihi"
boliimiinden ve David M. Burton’in 2011 yilinda yayimlamig oldugu "The history
of mathematics-an introduction (Matematik tarihine girig)" adh eserinden yararla-
narak grup teorisinin ve 6zel olarak cebirin igerik bakimindan gecirdigi degisiklikleri
okura aktaracagiz. Ilk olarak Cebirin isim babasi El-Harizmi’nin kisa bir biyogra-
fisini verelim.
El-Harizmi (780-850)

Islam matematikgileri, M.S. 9. ve 15. yiizyillar arasinda énemli cebirsel basarilar
ortaya koymusglardir. Belki de aralarinda en énde geleni, "Cebirin Euclid’i" veya
"Cebirin Babasi" olarak adlandirilan Muhammet ibn-Musa El-Harizmidir. Farsh
bilim adami El-Harizmi, 780 yilinda Iranl bir ailede Horasan bélgesinin Harezm
sehrinde (Hive-Ozbekistan) diinyaya gelmistir. 850 yilinda Bagdat’ta vefat etmistir.

El-Harizmi’nin matematik, cografya, astronomi ve haritaciliga katkisi, cebir ve
trigonometride yeniligin temelini olugturdu. 820 yilinda Harizmi tarafindan yazilmig
olan “Hint Rakamlariyla Hesaplama Uzerine” isimli kitap Hint-Arap rakam siste-
minin Ortadogu ve Avrupa’ya yayilmasinin ana sebebidir. Latinceye "Algoritmi de
numero Indorum" olarak c¢evrilmistir. Caligmalarindan bazilar1 Fars ve Babillerin
astronomisi, Hint sayilar1 ve Yunan matematigi lizerine kuruludur. Harizmi, Bat-
lamyus’un Afrika ve Orta Dogu’yla ilgili verilerini sistematize etti ve diizeltti. Bir
diger 6nemli kitap olan Kitab Surat Al-Ard (Diinya’nin goriiniigii; Cografya ola-
rak terciime edildi), Batlamyus’un Cografyasi’ndaki yerlerin koordinatlarini temel
almakla birlikte, Akdeniz, Asya ve Afrika icin var olan degerleri geligtirerek sun-
mugtur. Halife el-Memun tarafindan diinyanin g¢evresini belirlemek ve bir diinya
haritasi hazirlamak igin gorevlendilen 70 kadar cografyaciya eglik edip ve projeye
yardim etmigtir. Ayrica Batlamyus’un “Cografya” isimli yapitini gbzden gegirerek
diizenlemis, astronomi ve astroloji alaninda ¢aligmalar yapmigtir.

Hint rakamlar {izerine yaptig1 caligmalarin Latince gevirileri, ondalik konumsal
say1 sistemini 12. yiizyilda bati diinyasina tanitmigtir. 820 yilinda El-Harizmi’nin
yazmig oldugu "Tamamlama ve Dengeleme ile Hesaplama Uzerine Ozlii kitap" dog-

rusal ve ikinci dereceden denklemlerin ilk sistematik ¢éziimiinii sunmugtur. Bu kitap
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ticaret, Ol¢lim ve yasal miras alanlarinda, ¢ok genig yelpazedeki problemlerin ¢6-
ziimi icin 6rnekler ve uygulamalarla dolu popiiler bir hesaplama c¢aligmasi olarak
halife el-Memun’un tegviki ile yazilmigtir. “Cebir” terimi bu kitapta tanimlanan te-
mel iglemlerden biri olan denklemlerden gelmektedir (al-jabr, manasi "restorasyon"
dur, terimlerin birlestirilmesi veya sadelestirilmesi icin denklemin her iki tarafina
bir say1 eklenmesi anlamina gelir). Bu eser ayni zamanda dogu ve batinin ilk miis-
takil cebir kitabi olma 6zelligini tagimaktadir. Cebiri bagiumsiz bir disiplin olarak
ogreten, "indirgeme" ve "dengeleme" (denklemin farkli taraflarindaki benzer te-
rimlerin ayni tarafa alinarak sadelegtirilmesi) yontemlerini tamtan ilk kisi oldugu
i¢in, Harizmi cebirin kurucusu olarak tanimlanmigtir. Cebir alanindaki ¢aligmalari,
16. ylizyila kadar Avrupa tiniversitelerinde temel matematik ders kitab1 olarak kul-
lanilmigtir. Bu kitap Robert of Chester (Segovia, 1145) ve daha sonra Gerard of
Cremona tarafindan Latinceye cevrilmistir. Ozgiin bir Arapca kopyasi Oxford’da
bulunmaktadir ve F. Rosen tarafindan 1831 yilinda terciime edilmigtir. Latince
bir ¢evirisi Cambridge’de muhafaza edilmektedir. Harizmi O (sifir) rakamini ve x

bilinmeyenini kullandig: bilinen ilk kisidir.
Grup Teorisinin Tarihi ve Kaynaklar:

Grup teorisinin geligimi 18. yiizyilin sonlarina dogru klasik cebirde Lagrange ile
baglamis ve en biiyiik gelisim 19. yiizyilda gerceklesmistir. Bu siireci etkileyen en
o6nemli faktorler soyut "kavraminin ortaya ¢ikmasi" ve "aksiyomatik olarak" tanim-
larin verilmesinin baglamasi olmustur. 18. yiizyilin sonlarina kadar, polinomlarin
koklerini bulma caligmalar: biiyiik 6lgiide klasik cebiri olusturmaktaydi. 20. yiiz-
yilda ise cebir, soyut calisma ve aksiyomatik sistemler haline geldi. Klasik cebirin
polinom denklemler olarak adlandirilmasinin aksiyomatik sistemler olarak adlan-
dirlmasina doniislimii 20. yiizyilda meydana gelmistir. Grup kavramina ek olarak,
degismeli halkalarin belirmis yapilari, cisimler, degismeli olmayan halkalar ve vektor
uzaylarimin yapilar1 ortaya cikmigtir. Tiim bu yapilar eslenik kavramiyla beraber
grup teorisinin geligimine katkida bulunmustur. Galois teorisi; hem gruplar1 hemde
cisimleri icermektedir. Ozellikle; grup teorisinin, degismeli halka teorisinin ve cisim
teorisinin elemanlar1 Galois teorisinde ¢cok 6nemli yere sahip olan cebirsel sayilar te-
orisini kapsamaktadir. Ayrica gruplarin gosterim teorisi, grup teorisinin, degismeli
olmayan cebirin ve lineer cebirin bir karigumi olarak ¢alisilmigtir. Grup teorisinin

gelisiminde dort 6nemli kaynak mevcuttur.

(1) Klasik Cebir (Joseph Louis Lagrange, 1736-1813)
Lagrange’in 1770 yilinda "Reflections on the solution of algebraic equations (Ce-
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" adlh temel giinliigiinde yazdig:

birsel denklemlerin ¢oziimii {izerine yansimalar)
cebirdeki biiyiik problemler, polinom denklemleriyle ilgiliydi. Bu ¢aligmada, "Her
denklemin kokii var midir?", "Denklemin kokii varsa ka¢ tanedir?", "Kokler reel,
karmagik, pozitif veya negatif midir?" gibi koklerin dogasi ve var olugunu ele alan
"teorik" ve kokleri bulma yontemlerini ele alan "pratik" sorular mevcuttur.

Babilliler (M.O. 1600) birinci derece denklemleri ve kareyi tamamlama yon-
temiyle ikinci derece denklemleri nasil ¢zeceklerini biliyorlardi. Uciincii ve dor-
diincii dereceden denklemlerin ¢oziimii igin cebirsel yontemler 16. yiizyilin ortala-
rinda verilmigti. Sonraki iki yiizyilin asil problemlerinden birisi, beginci dereceden
denklemlerin cebirsel ¢ézlimiiydii. Lagrange’in eserinin asil amaci bu problemin ¢6-
ziimi iizerinedir. Bu eserde, Lagrange ilk olarak, iigiincii ve dordiincii dereceden
denklemlerin ¢éziimiine dair Viete, Descartes, Euler ve Bezout tarafindan ortaya
konulmus olan ¢esitli yontemleri incelemistir. Bu yontemlerin ortak 6zelliginin, bu
tiir denklemlerin "¢6ziim denklemleri" olarak adlandirilan yardimci denklemlere
indirgendigini gostermistir. Lagrange daha sonra, derecesi n olan herhangi bir po-
linom igin benzer bir analiz yapmaya tegebbiis etmistir. Lagrange bu ¢caligmasinda,
besinci dereceden denklemlerin cebirsel ¢oziilebilirligi problemini ¢6zmeyi basara-
mamig olmasina ragmen, onun c¢aligmasi bir déniim noktas: olmugtur. Polinom ile
koklerinin permiitasyonlar1 arasinda bir bagdastirma ilk defa yapilmigtir. Ayrica
Lagrange Teoreminin kaynagi bu ¢alismada bulunmaktadir. Daha sonra Galois bu
caligmadan yola ¢ikarak genel teoriyi inga etmigtir.

(2) Sayilar Teorisi
Disquisitiones Arithmeticae adli kitabinda Gauss, kendinden 6nce gelen sayilar te-
orisinin ¢ogunu 6zetlemis ve birlegtirmistir. Bu caligma ayrica, yiizyilin tamama icin
matematikcileri meggul eden yeni yontemler de 6neriyordu. Grup teorisi {izerindeki
etkisine gelince, Disquisitiones adli caligmasinin sonlu abel grup teorisini baglat-
mig oldugu soylenebilir. Gauss, hicbir grup teorisi terminonlojisi kullanmadan bu
gruplarin 6nemli 6zelliklerinin bir ¢ogunu ortaya koymustur.

Gruplar; (Z,,, +) grubu, (Z%,, .) grubu, ikili kuadratik formlarin denklik sinif-
larimin grubu ve birimin n-inci koéklerinin grubu olarak dort farkli bigimde ortaya
gikmigtir. p € P olmak {izere (Zj, .) grubu yardimiyla Fermat teoreminin kanitin
vermistir ve bu grubun iirete¢ sayin1 Euler fonksiyonu yardimiyla hesaplamigtir.

®n, n-inci daire polinomlariyla baglantili oldugunu diisiindiigii 1’in n-inci kokleri
ile ilgili olarak bu koklerin de bir devirli grup olugturdugunu gdstermistir. (Zy, .)
grubunda ortaya koydugu ve cevapladigl benzer sorularin ¢ogunu bu gruplar ile
ilgili olarak ortaya koymus ve cevaplamigtir. Gauss Disquisitiones eserinin biiyiik

bir boliimiini, ikili kuadratik formlarin kapsaml gekilde ¢aligmasina ve bu formlarla
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tamsayilarin temsiline adamigtir.

Gauss, yukarida bahsedilen "grup" tiplerinin her birini ayri ayri ele almasina
kargin tiim durumlar i¢in uyguladig: birlestirici bir grup teori yontemi uygulama-
migtir.

(3) Geometri
1872 yilinda Klein’mn, fakiilteye kabulii miinasebetiyle Erlangen Universitesi'nde
verdigi "A comparative review of recent researches in geometry (Geometrideki
Giincel Aragtirmalarim Kiyaslamali Incelemesi)" baglikli konugmasi meshurdur. Er-
langen Programu olarak adlandirilan bu ¢aligmanin amaci, gesitli doniigiim gruplar:
altinda degismezler ¢aligmasi olarak geometrinin siniflandirilmasidir. Burada pro-
jektif grup, kat1 hareketler grubu, benzerlikler grubu, hiperbolik grup, eliptik grup
gibi bir takim gruplarin ortaya ¢ikmasimin yam sira geometriler bunlara bagdasgti-
rilmigtir (Afin grup Klein tarafindan dile getirilmemigtir). Simdi, Klein’in Erlangen
Programi’na 6nciiliik eden baz1 ¢alismalardan bahsedelim.

Ondokuzuncu yiizyil, hem kapsamli hem de derinlikli olarak geometride biiyiik
geligmelere gahitlik etmigtir. Projektif geometri, Euclid olmayan geometri, diferan-
siyel geometri, cebirsel geometri, n-boyutlu geometri ve Grassmann’in genigleme
geometrisi bu dénemde ortaya ¢ikmigtir.

Yiizyilin ortalarinda, geometrik metodlar ve diferansiyel geometri arasindaki ig
baglantilarin ve bagintilarin siniflandirilmasi iizerine ¢aligmalar énem kazanmigtir.
Bu durum, déniigimler altinda sekillerin degismezlik 6zellikleri ¢aligmas iizerine
yogunlagilmasiyla, "geometrik bagintilar" ¢caligmasina yol agmistir. Cok ge¢meden
bu odaklanma, déniigiimlerin ¢alisilmasini ortaya ¢ikarmigtir. Boylece sekillerin ge-
ometrik bagintilarin ¢aligmasi, baglantili doniigiimlerin ¢aligmas: olmustur.

Déniiglimlerin cesitli tipleri (dairesel doniigiimler, terslenebilir doniigtimler, afin
doniigiimler gibi) uzmanlik gerektiren ¢aligmalarin amaclar: haline gelmigtir. Hemen
ardindan, déniigiimler arasindaki mantiksal baglantilar incelenmeye baglanmis ve
bu durum, doéniigiimlerin siniflandirilmasi problemine ve sonunda Klein’in geomet-
rinin grup-teorik sentezine 6nciiliik etmigtir.

Klein’in gruplar: geometride kullanimi, geometriyi siraya koymada son agama-
dir. Bir orta agama, 1850’li yillarin baglarinda geometrideki simiflandirmanin ilk
temeli Cayley-Sylvester Degismez Deger Teorisidir. Buradaki amag, degiskenleri-
nin doniigiimleri altinda "formlarin" degismezligini aragtirmaktir. Klein'in Erlangen
Programi’nin habercisi olan bu siniflandirma teorisinin, tam olarak bir grup teorisi
oldugu soylenebilir.

Klein'in Erlangen Programi’nin grup teorisinin evrimi agisindan énemi biiyiik-

tiir. Bu Program, Lagrange’in caligmasindan yiiz yil ve Gauss’un caligmasindan
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seksen yil sonra ortaya ciktigi icin grup teorisi agisindan 6nemi en iyi gekilde,
Lagrange ve Gauss’un c¢aligmalariyla baglayan ve 1870°li yillarda sonlanan grup
teorisinin evrimi iizerine yapilan bir tartigmadan sonra deger kazanacaktir.

(4) Analiz
1874 yilinda Lie, su an Lie gruplari olarak adlandirdigimiz siirekli déniistim gruplari
genel teorisini tanitmigtir.

Lie, Abel ve Galois’un cebirsel denklemler i¢in yaptiklarini, kendisinin de di-
feransiyel denklemler icin yaptigimi diiglinerek, kendisini onlarin bir halefi olarak
gbrmiigtiir. Onun ¢aligmasi, daha eski yontemlerle entegre edilmig olan neredeyse
tiim diferansiyel denklemlerin, kolayca kurgulanabilen siirekli gruplar altinda de-
gismez kalmasindan ilham almigtir. Daha sonra o, genel olarak, verilen bir siirekli
grup altinda degigmez kalan diferensiyel denklemleri diigtinmeye ve verilen grubun
bilinen 6zelliklerinden kaynaklanan bu denklemlerdeki muhtemel sadelegtirmeleri
aragtirmaya yonelmigtir. Lie, "diferansiyel denklemleri hakkindaki Galois teorisi-
nin" gergek formiiliinii bagaramamasina ragmen onun caligmasi, Picard (1883 -
1887) ve Vessiot (1892) tarafindan ortaya konan boyle bir teorinin formiiliiniin
esasini olusturmustur. Ponicare ve Klein, "otomorfik fonksiyonlar" tizerine calig-

malarini baglatmiglardir ve gruplar, 1876’11 yillarda onlarla iligkilendirilmistir.
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Bolum 1

TAM SAYILAR ve Z,

1.1 Tam Sayilarda Aritmetik

Bu boliimde, Z tam sayilar kiimesinin bildigimiz toplama "+" ve ¢arpma "." iglem-

leri altinda sagladig1 temel cebirsel 6zellikleri verecegiz. Bu o6zellikler, ¢alisacagimiz
yart grup ve grup yapilarinin belirlenmesinde ve anlagilmasinda kolayliklar sagla-
yacaktir.

Toplama ve ¢arpma iglemlerinin bilinen 6zelliklerini agagidaki sekilde verebiliriz.

Her m,n,k € Z i¢in,
(1) (m+n)+k=m+ (n+k)ve (mn)k =m(nk) (birlesme ozelligi);
(2) m+n=n+mve mn=nm (degisme ozelligi);
(3) m+0=m ve ml =m (birim eleman 6zelligi);
(4) m+ (—m) = 0 (toplama igleminin ters eleman ozelligi);
(5) m(n + k) = mn + mk (garpma igleminin toplama {izerine dagilma 6zelligi).

Yukarida verilen dagilma &zelligi ve birlesme 6zelligi sonlu tane tam say1 icin ge-

nellegtirilebilir. Carpma iglemi agagidaki iki 6nemli 6zelligi de saglamaktadir:
(6) m,n € Z olmak iizere mn = 0 iken m = 0 veya n = 0 dur;

(7) m,n,k € Z ve k # 0 olmak iizere mk = nk iken m = n dir (kisaltma veya

sadelegtirme 6zelligi).
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(6) ozelliginden Z tam sayilar kiimesinde "sifirdan farkli iki tam sayimin ¢arpimi
sifirdan farklidir" kural elde edilir.

Z tam sayilar kiimesinde toplama iglemine gore her elemanin tersi olmasina
karsin carpma islemine gore —1 ve 1 elemanlar: diginda hig bir elemanin tersi mevcut

degildir. Bir bagka deyisgle, 1 = nk iken n = k = —1 veyan =k = 1 dir.

Tanim 1.1.1. m, n € Z olsun. m = nk olacak sekilde bir k € Z wvarsa, n tam
sayse m tam sayisim béler ve n tam sayisina da m’nin bir béleni denir, n | m ile
gasterilir ve "n béler m" diye okunur. Boyle bir k € Z elemant mevcut degil ise, n

tam sayist m yi bélmez denir, nt m ile gdsterilir ve "n bélmez m" diye okunur.

Acikca 1 ve —1 her tam sayiy1 boler. 0 tiim tam sayilar tarafindan bdlinir.
Fakat m € Z olmak iizere 0 | m iken m = 0 oldugundan 0 sadece 0’1 boler. Bundan
dolayr bolme igleminde bolen tam sayilar 0 ve +1’den farkli alinabilir. n | m ise,
kisaltma ozelliginden m = nk olacak gekilde bir tek k£ € Z vardir. 1 tam sayisinin
bolenlerine terslenebilir eleman denir ve tiim terslenebilir elemanlarin kiimesi
U(Z) ile gosterilir. U(Z) = {—1,1} oldugu agiktir. Kanitlar1 kolayca goriilebilen
bolmenin sagladig: temel 6zelliklerinden bazilar: asagida verilmigtir:

(1) Her m € Z i¢in m | m dir;

(2) m,n € Z olmak iizere, m | n ve n | m <= m = Fn dir;

(3) m,n,k € Z olmak tizere n | m ve m | k ise, n | k dir;

(4) m,n,k € Z olmak tizere k | m ve k | n ise, her z,y € Z i¢in k | mx + ny dir.

Teorem 1.1.1. (Z de Béolme Algoritmasi) m, n € Z ve 0 # n olsun. Bu tak-
dirde, m = nk +r ve 0 < r < |n| olacak gekilde tek tirli k, r € Z ¢ifti vardur.

Burada k tam saysina boliim ve r tam saypsina kalan ady verilir.

Kanat. Oncelikle n > 0 oldugunu kabul edelim. S = {k € Z |m —nk >0} C Z

kiimesini tanimlayalim.
(i) n<mise, k=1€S5;

(ii) n > m ve n > |m| ise, k = —1 igin m — n(—1) = n+ m > 0 oldugundan
k=-1€S8;

(iii) n >m, m < 0ve 0 <n<|mlise, k =micin m—nim)=m-—nm >0

oldugundan k =m € S dir.
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Dolayisiyla S # () dir. Simdi T'= {m —nk > 0|k € S } kiimesini goz 6niine alalim.
T C N oldugu agiktir. N iyi sirali kiime oldugundan r = eke(T') vardir ve bir k € S
igcin » = m —nk ve r > 0 dir. Z tam sirali oldugundan » < n veya r > n dir. r > n
olsa, r—n =m—nk—n=m—n(k+1) > 0 olup T kiimesinin tanimi geregi
r—n € T elde edilir. Béylece n > 0 oldugundan r —n < r = eke(T) olup bu, r tam
sayisinin 7' kiimesinin en kii¢iik elemani olmasiyla celisir. Dolayisiyla m = nk +r
ve 0 < r < n olacak sekilde k,r € Z vardir.

n < 0 ise, [n| > 0 olup m = |nlk + r =n(—k) +r ve 0 < r < |n| olacak sekilde

k,r € Z vardir. Simdi k ve r tam sayilarinin teklikle belirli oldugunu gosterelim.
m=mnky+1r1 =nka+1rave 0 <ry,7r9 < |n|

olacak gekilde ki ,ko,r1,72 tam sayilari mevcut olsun. Z tam sirali oldugundan
r1 < 79 kabul edilebilir. Bu takdirde n(k; — ko) = ro — r1 esitliginden

In|[ky — k| = |r2 — 11| =12 — 11 < |n|
elde edilir. Sonug olarak |k — k2| < 1 olup k1 = ko ve 71 = 79 egitlikleri bulunur.0)

Ornek 1.1.1. m ve n tam sayilarine asaqidaki sekilde secelim:

(1) m =27 ven =6 olmak iizere 27 =6.4+3 ve 0 < 3 <6 dur.

(2) m = =59 ve n =5 olmak iizere =59 = 5.(—12) + 1 ve 0 <1 < 5 dir.

(3) m = 41 ve n = —7 olmak iizere 41 = (=7).(-5) +6ve 0 <6 < | -7 =7
dir.

(4) m = =22 ve n = —9 olmak dizere —22 = (—9).34+5ve0<5<|—-9/=9
dur.

(5) m =15 ve n = 20 olmak tizere 15 = 0.20 + 15 ve 0 < 15 < 20 olacak gekilde

bolme algoritmast uygulansr.C]

Uygulama 1.1.1. Her m pozitif tam sayisi, a, # 0 ve an, ...,a1,a0 € {0,1,2,...,9}
olmak iizere m = 10"a,, + ... + 10%2ay + 10a; + ag olacak sekilde tek tirli yazilabi-
lir. Bu durumda m tam sayisimin onluk taban gésterimi m = a,...a1a¢ olarak

tanimlanir. Bélme algoritmasin asagrdaki sekilde wygulayalim.

m = 10k0+a0, 0<ay3 <9
= 10(10]€1 + al) + ag = 102]{31 +10a; +ag, 0<a; <9
= 102(10k2 + CLQ) + 10a1 + ag = 103k2 + 102a2 +10a; +ag, 0 <az <9

olacak gekilde negatif olmayan k;, a; (i € N) tam sayilar tek tirli olarak mevcuttur.

Ayrica kg # 0 ise, dogal sayilarin azalan zinciri
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ko >k >...>k; > ..
yazilur. Simdi
S={kieN|ky>k>..>k >..}

kimesini tanamlayalim. N iyi siraly oldugundan k,_1 = eke(S) vardir. k,—1 > 10
olsa, k,_1 = 10k, + a, ve 0 < a,, < 9 olacak sekilde negatif olmayan k,,a, € Z
vardir ve buradan k, € S celiskisi elde edilir. Dolayisiyla sonlu bir n — 1 adim
sonunda kn—1 <9 olacak sekilde m = 10"k,_1 + 10" *a,_1... + 10%as + 10a; + ag
yazilvma tek tirli olarak belirlidir. a, = k,—1 alimirsa, S nin segimi geregi a, # 0
olup istenilen yazilim elde edilir.

Benzer yontem ile 10 yerine n = 2,3,...,9 alimrsa m tam sayisyman n tam

sayrsina gore taban gdsterimi elde edilir.0

Ornek 1.1.2. 1 < m tam sayisiman 2-tabanana gore yaziisine karakterize edelim.
an # 0 ve 0 < ay, an_1, ..., G2, a1, ag < 2 olmak dizere m = 2"a, + 2" la,_1... +
22ay + 201 + ag seklindedir. a, #0 ve 0 < ay, Gp_1, ..., a2, a1, ag < 2 oldugundan
an =1 ve herie€ {0,1,2, .., (n—1)} igin a; = 1 veya a; = 0 duwr. Dolayrsiyla m
tam sayisi, 2 nin farkl kuvvetlerinin toplams seklinde tek tirli olarak yaziler.

753 tam sayrsine 2 nin kuvvetlerinin toplama seklinde ifade edelim. 753 = 2.376+
1, 376 = 2.188 + 0, 188 = 2.94 + 0, 94 = 247+ 0, 47 =223+ 1, 23 = 2.11 + 1,
11=254+1veb=2.2+1 oldugundan

753 = 2376+1
2.(2.188+0) +1=22.188 41
22(2.94)+1=12%3.94+1
23(247) +1=2%47+1
24223 +1) +1=2%23+2* +1
(
(
(

= 25(211+1)+21+1=2611425+2"+1
26025+1)+25+20+1=2"5+20 425424 +1
27(2.2+1)+26 425+ 24 +1

— 29+27+26+25+24+20

seklinde yazilir.O)

Tanim 1.1.2. m,n € Z olsun. m = kn olacak sekilde k € U(Z) varsa, m ile n tam

sayrlarinag tlgils tam sayilar denir ve m ~ n ile gosterilir.

U(Z) = {—1,1} oldugundan m ~ n olmasi i¢in gerek ve yeter kogul m = —n

veya m = n olmasidir.
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Teorem 1.1.2. m, n € Z verilsin.
(1) d|m ve d|n ve
(2) e| m ve e|n olacak sekildeki her e € Z i¢in e | d

kogullarina gercekleyen ilgililik hari¢ bir tek d tam sayist vardir ve d = mz + ny

olacak sekilde x, y € Z mevcuttur.

Kanit. m = n = 0 ise, her tam say1 0’1 ve 0 da sadece kendisini boldiigiinden
d = 0 tek tiirlii olarak belirlidir ve buradan her z, y € Z i¢in 0 = Oz + Oy esitligi
gerceklenir.

m # 0 veya n # 0 oldugunu kabul edelim ve

S={mx+ny|mx+ny>0z,y€ZCN

kiimesini tamimmlayalim. x = m ve y = n alinirsa, m?+n? > 0 oldugundan S # () dur.
N iyi sirali oldugundan d = eke(.S) mevcuttur. Bolme algoritmasi geregi m = dk+r
ve 0 < r < d olacak gekilde tek tiirlii k,r tam say: ¢ifti vardir. d € S oldugundan
uygun z ve y tam sayilar i¢in d = ma—+ny dir. Bu takdirde dk = (ma+ny)k = m—r
egitliginden r = m(1 — k) 4+ n(—ky) elde edilir. » # 0 ise, r € S dir ve bu d tam
sayisinin sec¢imiyle celisir. Dolayisiyla » = 0 olup d | m dir. Benzer sekilde d|n
oldugu da gosterilebilir. e | m ve e | n olacak sekilde keyfi e € Z verilsin. e | mz+ny
oldugundan e | d dir. Boylece (1) ve (2) kogullarimi saglayan d tam sayis: elde edilir.

d bu kogullar gercekleyen herhangi bir tam say: olsun. d | m ve d | n oldu-
gundan (2) dzelligi geregi d | d ve d | d elde edilir. Buradan d = d veya d = —d
olup d ~ d bulunur. Dolayisiyla ilgililik hari¢ d tek tiirlii olarak belirlidir. [J

m ve n tam sayilari verilsin. Teorem 1.1.2 deki (1) kogulunu saglayan d tam
sayisina m ile n tam sayilarinin ortak bdéleni, her iki kogulu saglayan d tam sayisina
m ile n tam sayilarinin en biiyiik ortak béleni (ebob) denir ve d = ebob(m,n)
ile gosterilir. m = n = 0 ise, ebob(m,n) = 0 dir. m # 0 veya n # 0 olmak iizere d
tam sayisinin ilgili oldugu tam sayilar kendisi ve negatifi oldugundan genel olarak
d = ebob(m,n) > 0 aliur. m = 0 ve n > 0 ise, ebob(0, n) = n oldugu agiktir (benzer
sekilde m = 0 ve n < 0 ise, ebob(0,n) = —n dir). m ve n sifirdan farkh keyfi iki tam
say1 olsun. Bu takdirde, ebob(m,n) = ebob(m, —n) = ebob(—m,n) = ebob(—m, —n)
oldugundan teorik olarak iki tam sayinin ebob’ini bulma isgleminde tam sayilar
pozitif kabul edilebilir. Béylece Theorem 1.1.2 nin kamitindan goriiliiyor ki; m ve n
tam sayilariin ebobu ma + ny (z, y € Z) olacak sekildeki pozitif tam sayilarin en
kii¢ligiidiir.

Sonug 1.1.1. my,ma,...,m; € Z verilsin (2 <t € N). Bu takdirde,
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ebob(my, ma, ..., mi_1, my) = ebob(my, ma, ..., my_o, ebob(mi_1,my))
dir.
Kanat.
dy = ebob(my, ma, ..., my_1, My)
dy = ebob(mi_1,my)
ds = ebob(my, ma, ..., my_a, da)
olsun. ebob(my, ma, ..., m¢_1, my) = di oldugundan her i € {1, 2, ..., t} i¢in dy|m;

ve dq|ds olup di|ds dir. Diger taraftan ebob(my, ma, ..., mi_a, d2) = ds oldugundan
dslds ve her i € {1, 2, ..., t — 2} i¢in d3|m; dir. Ayrica m;_; ve m; tam sayilarinin
en biiyitk ortak boleni ds olmasi geregi ds|m:—1 ve dz|lm; dir. Boylece her i €
{1, 2, ..., t} i¢in d3|m; olup ds|d; dir. Sonug olarak d;|d3 ve ds|d; dir ve en biiyiik
ortak bolenleri pozitif olarak aldigimizdan dolay: d; = d3 esitligi elde edilir. O

Teorem 1.1.2 den d = ebob(m,n) pozitif tam sayisi, m ile n tam sayilarinin
dogrusal toplamlarindan pozitif olanlarinin en kii¢iigiidiir. Dolayisiyla m ile n tam
sayilarinin dogrusal toplami olarak yazilabilen tam sayi en biiyiik ortak bélen olmak

zorunda degildir. Fakat 1 tam sayis1 igin 6zel durum séz konusudur.

Onerme 1.1.1. m ve n pozitif tam sayplar verilsin. ebob(m,n) = 1 olmasi igin
gerek ve yeter kosul 1 = mx + ny olacak sekilde x ve y tam sayilarinin mevcut

olmasudar.

Kamit. (=) ebob(m,n) = 1 olsun. Bu takdirde Teorem 1.1.2 geregi 1 = ma + ny
olacak gekilde x ve y tam sayilar1 vardir.
(<) x,y € Z igin 1 = mx 4+ ny olmak iizere ebob(m,n) = d olsun. d | m ve d | n

oldugundan d | mz + ny =1 olup d = 1 elde edilir.0]

Sonug 1.1.2. m ve n pozitif tam sayilar olmak iizere ebob(m,n) = d olsun. Bu
takdirde ebob(“y, %) = 1 dir.

Kamt. ebob(m,n) = d olsun. Teorem 1.1.2 geregi bir z,y € Z igin mz + ny = d
esitligi yazihr. Diger taraftan d | m ve d | n oldugu icin m = dm’ ve n = dn’ olacak
sekilde m', n’ € Z vardir. Buradan

d=mz+ny = (dn' )z + (dn')y = d(m'z +n'y)

olup kisaltma 6zelliginden m/x—i—n/y = 1 esitligi elde edilir. Onerme 1.1.1 geregince

ebob(m’,n") = ebob(™, ™) = 1 bulunur. [J
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Simdi ebob bulma igleminde oldukca kullanigh bir yontem olan Euclid algorit-
masini asagidaki Teoremde verelim. m ve n pozitif tam sayilar olsun. n | m ise,
ebob(m,n) = n oldugu agikardir. n ¥ m oldugunu kabul edelim. Bélme algoritmasin-
dan m = nk; +r1 ve 0 < r; < n olacak gekilde kq,7; € Z tek tiirli olarak belirlidir.
Benzer sekilde bolme algoritmasimndan n = r1ka + 72 ve 0 < ry < rp olacak sekilde
tek tiirlii keo,7ry € Z vardir. Bu sekilde devam edilirse, ilk bélme algoritmasindan
sonra bolene kalan ile bolme algoritmasini uygulayarak art arda bélme algoritmasi
yapilabilir. Oncelikle agsagidaki yardimer teoreme ihtiyacimiz vardir.

Yardimci Teorem 1.1.1. m,n € Z* olsun. m = nk + r ise, ebob(m,n) =
ebob(n,r) dir.

Kanit. ebob(m,n) = dy ve ebob(n,r) = ds olsun. ebob(m,n) = dy oldugundan d;|m
ve di|n olup m — nk = r esitligi geregi di|r dir. Dolayisiyla d; tam sayisi, n ve
r tam sayilariin bir ortak bolenidir. O halde ebob(n,r) = da oldugundan d;|ds
dir. Benzer yontem ile ebob(n,r) = dy oldugundan da|n ve da|r olup do tam sayisi,
m ve n tam sayilarinin bir ortak bolenidir. ebob(m,n) = dy oldugundan ds|dy dir.
Boylece en biiyiik ortak bdolenleri pozitif olarak kabul ettigimizden d; = ds esitligi
elde edilir.[]

Teorem 1.1.3. (Euclid Algoritmasi) m,n € Z ve n t m olsun. Bu takdirde
asagidaki sekilde art arda bélme algoritmast uygulamirsa, sonlu t-advm sonunda

kalan O elde edilir ve O dan dnceki en son kalan m ile n tam sayilarinin ebob’i dir.

Kanit. Basglangicta m tam sayisina n ile bélme algoritmas: uygulama koguluyla
art arda bolme algoritmas: yapilirsa dogal sayilar kiimesinin iyi sirali olmasindan
dolay: t-adim sonunda

kn+ry, 0<ri<n

n = k27”1+7"2, 0§7‘2<7"1<TL

71 = ]C37"2—|—7’3, 0<rg<ra<ri<n

i1 = kppire+reer, 0<rgi<r<..<ra<r;<n
Ty = kiyore41 +0

elde edilir. Dolayisiyla Yardimci Teorem 1.1.1 geregi

Tt41 = ebob(rt, T‘t+1)

ebob(n,ry)

= ebob(m,n)
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dir. O

Euclid algoritmasinda yerine yazma yontemiyle

™ = m-—kn=m+ (=k)n
n— kory = (—ka)m + (1 4 k1ka)n

T2

rir1 = ebob(m,n) =mx + ny

olacak sekilde z, y € Z bulunur.

Ornek 1.1.3. Euclid algoritmasine kullanarak ebob bulalum ve bulunan ebob deje-

rini verilen tam sayilarin dogrusal toplams olarak yazalim.

(1) m = 512 ve n = 320 olsun.

512 = 320.1+192
320 = 192.1+128
192 = 128.1464
128 = 64.240

oldugundan Euclid algoritmasy geredi ebob(512,320) = 64 bulunur. Simdi 64 =
512z 4 320y olacak gekilde x ve y tam sayilariny bulalim.

64 = 192 —128.1
= 192 — (320 —192.1).1 = 2.192 — 320
= 2(512 —320.1) — 320 = 2.512 + (—3).320

olup x =2 ve y = —3 elde edilir.

(2) m =45 ve n = 58 olsun.

58 = 45.1+13
45 = 133+6
13 = 6.2+1

oldugundan ebob(58,45) = 1 dir. Buradan 1 = 13 — 6.2 = 13 — 2(45 — 3.13) =
7.13 — 245 = 7(58 — 45.1) — 2.45 = 7.58 + (—9)45 olup x = 7 ve y = —9 igin
1 = 58z + 45y dogrusal toplams yazilur.



Grup Teorisi- I 9

(3) m =726 ve n = 275 olsun. Bu takdirde

726 = 275.24176
275 = 176.1+99
176 = 99.1477
9 = T71+22
7T = 223411
22 = 11240

olup ebob(726,275) = 11 elde edilir. Ayrica gerekli diizenleme yapilirsa 11 = 11.726—
29.275 dogrusal toplami yazilabilir.
(4) ebob(1314,147,27,18) = d degerini bulalim. Sonu¢ 1.1.1 den

d = ebob(1314,147,27,18)

ebob(1314,147, ebob(27,18))

ebob(1314, 147,9)
(
(

= ebob(1314, ebob(147,9))
ebob(1314, 3)
3

elde edilir. Ebob verilen tam sayilarin

3 = 1314 -—4373
1314 — 437(147 — 9.16)

1314 — 437.147 + 6992.9

1314 — 437.147 + 6992(27 — 18)

= 1314 — 437.147 4 6992.27 — 6992.18

dogrusal toplama seklinde yazlir.]

m ve n sifirdan farkh tam sayilar olsun. d = ebob(m,n) sayis1 m ile n tam
sayilarinin tiim dogrusal toplamlarini béldiigiinden Euclid algoritmas: kullanila-
rak iki bilinmeyenli dogrusal mz + ny = ¢ Diophantus denklemlerinin ¢6ziimleri

bulunabilir. Oncelikle agagidaki yardimer teoremi kanitlamamiz gerekmektedir.

Yardimei Teorem 1.1.2. (Euclid) m, n, k € Z olsun. ebob(m,n) =1 ve m | nk

ise, m | k dar.

Kant. ebob(m,n) = 1 ve m | nk olsun. Onerme 1.1.1 geregi mz + ny = 1 olacak

sekilde x ve y tam sayilar: vardir. Son esitligin her iki tarafi k tam sayisi ile gar-
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pilirsa, (mk)x + (nk)y = k egitligi elde edilir. m | mk ve m | nk oldugundan tam

sayilarda boliinebilme 6zelliklerinden m | k& bulunur. OJ

Onerme 1.1.2. 0 # m, n € Z ve ebob(m,n) = d olsun. mx + ny = ¢ Diophantus
denkleminin ¢oziminin olmast icin gerek ve yeter kosul d | ¢ olmasidir. Bu du-
rumda mz + ny = ¢ Diophantus denkleminin bir ¢ézimi (xo,yo) ise, u € Z olmak

tizere denklemin genel ¢oziimi (x,y) = (zo + Su,yo — Fu) seklindedir.

Kanit. (=) mx + ny = ¢ Diophantus denkleminin bir ¢éziimii (xg,yo) olsun. d =
ebob(m,n) oldugundan m ile n tam sayilarinin tiim dogrusal toplamlarini boler ve
buradan d | mxg + nyo = c elde edilir.

(<) d | ¢ olsun. Bu takdirde ¢ = d¢’, m = dm' ve n = dn’ olacak sekilde

c/, m/7 n’ € Z vardir. Buradan
c=dc =mz+ny = (dn)z+ (dn)y =dm'z+n'y)

olup kisaltma dzelliginden ¢ = m’z4ny elde edilir. Sonug 1.1.2 geregi ebob(m',n') =
1 olup Onerme 1.1.1 den m'29+n'yo = 1 olacak gekilde z( ve yo tam sayilar vardir.

Boylece son esitligin her iki tarafi ¢ ile ¢arpilirsa

c = c(m/xo + n/yo)

= (dc)(m'zo+n'yo)
(dm’)(c'zo) + (dn')(c yo)
m(c o) + n(c yo)

elde edilir. Boylece (¢ zo, ¢ yo) denklemin bir ¢oziimiidiir.

Simdi mxz+ny = ¢ Diophantus denkleminin bir ¢éztimii (zo, yo) iken (z,y) genel
¢8ziimiinii bulahm. ¢ = ma +ny = mao 4+ nyo esitliginden m’ (z — o) = n' (yo — )
yazilir. Sonug 1.1.2 ve Yardimc: Teorem 1.1.1 geregi n | . — 2o olup z — xzg = n'u
olacak gekilde w € Z vardir. Son egitlikte n = T yazihirsa, x = xo + Su bulunur.
Bulunan bu ¢éziim m’ (z —z0) = n’ (yo — y) esitliginde yazihir ve gerekli diizenleme

yapilirsa y = yo — “7u oldugu goriiliir.[]

Ornek 1.1.4. (1) 6z +51y = 22 iki bilinmeyenli Diophantus denkleminin tam say
¢oziimlerinin olup olmadigini aragtiralim. ebob(51,6) = 3 1 22 oldugundan Onerme
1.1.2 geregi verilen 6x + 51y = 22 Diophantus denkleminin tam sayr ¢ozimleri
mevcut degildir. xo ve yo tam saylar i¢in (zo,yo) ikililerinin belirttigi noktalar,
diizlemde v = x¢ ve y = yo dogrularimn belirttigi birim karenin kégeleridir. O
halde 6z + 51y = 22 dogrusunun (xg,yo) tam sayr ¢ézimi olmadign igin, dizlemde

6z + 51y = 22 dogrusu bu birim karelerin kdselerinden ge¢mez.
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(2) Tz + 52y = 13 denklemi verilsin. 52 = 7.7+ 3 ve 7 = 3.2 + 1 oldugundan
ebob(52,7) = 1 dir. Buradan 1 | 13 olup Onerme 1.1.2 geregi sistemin ¢oziimii
vardir. 1 =7—-3.2=7—(52—"7.7).2 = 52(—2) 4+ 7.15 egitligi yazlr ve egitligin her
iki tarafi 13 ile ¢arpilirsa 13 = 7.195 + 52.(—26) elde edilir.

(3) 8x + 14y = 21 dogrusunun dizlemde késelerden gegip gegmedigini belirleye-
lim. ebob(8,14) = 2 1 21 oldugundan verilen dogrunun tam says ¢éziimleri yoktur.
Dolayisiyla 8x + 14y = 21 dogrusu dizlemde hicbir késeden ge¢gmez.

(4) 123z + 138y = 30 dogrusunw alalim. Bu durumda

ebob(123,138) = 3 = 9.123 + (—8).138

olup 3 | 30 oldugundan verilen dogru (xo,yo) = (90, —80) késesinden geger. Dogru-
nun gectigi diger kogeler ise, u € Z olmak tizere (x,y) = (xo + %u,yo - %u) =

(90 + 46w, —80 — 41u) dur.O
Teorem 1.1.4. m, n € Z verilsin.

(1) m|kven|k ve

(2) m|e ven|e olacak sekildeki her e tam sayisi i¢in k | e dir
kogullarina gercekleyen ilgililik hari¢ bir tek k tam sayist vardar,

Kanit. m =0 veya n = 0 ise, k = 0 dir. m ve n sifirdan farkli tam sayilar olsun.
Simdi S = {u > 1| m | vwve n | u} kiimesini tamimlayalim. m ve n sifirdan farkli
tam sayilar oldugundan mn # 0 olup mn € S veya —mn € S dir. Dolayisiyla
S # (0 dir. Dogal sayilar kiimesinin iyi sirali olmasindan dolay1 k = eke(S) eleman:
vardir. m | e ve n | e olacak gekildeki keyfi e € Z alahm. Genelligi bozmadan
e > 0 alimabilir. Bu durumda e € S dir. Z de bolme algoritmasindan e = kg + r ve
0 <r < k olacak sekilde ¢ ve r tam sayilar1 vardir. Buradan r = e — kq olup m | r
ve n | r elde edilir. 0 < r < k = eke(S) oldugundan r = 0 olup % | e bulunur.

(1) ve (2) kogullarim saglayan herhangi bir k' € Z alalm. (2) dzelligi geregi
k' =k veya k' = —k dir. Yani, k¥ ~ k elde edilir. Dolayisiyla ilgili olma haric
tutulursa k tek tiirlii olarak belirlidir..]

Teorem 1.1.4 deki (1) kogulunu saglayan k tam sayisina m ile n tam sayilarinin
ortak kati, her iki kogulu saglayan k tam sayisina en kiigiik ortak kati (ekok)
denir ve ekok(m,n) = k ile gosterilir. m = 0 veya n = 0 ise, ekok(m,n) =0 dir. m
ve n sifirdan farkli tam sayilar olsun. ekok(m,n) = k sayisi ilgililik harig tek tiirlii
belirli oldugundan genel olarak ekok(m,n) =k > 0 alnr.

Simdi kendisinden ve 1 den bagka pozitif béleni olmayan tam sayilar: inceleye-

lim.
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Tamim 1.1.3. p tam sayist sifirdan ve £1 den farkl olsun.

(1) p = mn olacak sekildeki her m,n € Z i¢in p | m veya p | n ise, p tam sayisina
indirgenemez denir;

(2) p| mn olacak sekildeki her m,n € Z i¢in p | m veya p | n ise, p tam sayisina

asal sayr denir.

U(Z) = {—1,1} oldugundan p tam sayis: i¢in agagidaki ifadelerin denk oldugu
kolayca kanitlanabilir.

(1) p asaldir.
(2) p indirgenemezdir.
(3) p tam sayisinin bolenleri £1 ve +p dir.

m,n € Z (n # 0) olmak {izere n | m iken —n | m dir. Tersine, —n | m iken n | m
dir. Bundan dolay1 bélme igleminde bir tam sayinn pozitif bélenlerinde caligmak
yeterlidir. Dolayisiyla bir p tam sayisinin asal olmasi icin gerek ve yeter kosul p
nin 1 den ve kendisinden bagka pozitif bolenin mevcut olmamasidir. Buna gére en
kiiciik asal say1 2 dir.

p asal say1 olmak {izere mq,ma, -+ ,my tam sayilari i¢in p | myms - - - my olsun.

t lizerine tiimevarimla en az bir i € {1,2,--- , ¢} igin p | m; oldugu goriiliir.
Onerme 1.1.3. 1 den biyik her tam sayinin en az bir asal béleni vardur.

Kamt. m > 1 tam sayisi verilsin. m asal ise, m | m oldugundan istenen agiktir.
m tam sayisinin asal olmadigim kabul edelim ve S,, = {n € Z | n > 1,n | m}
kiimesini tamimlayalim. S, C N oldugu agktir. m > 1 ve m | m oldugundan
m € Sy, # 0 dir. N iyi sirali oldugundan S,, kiimesi en kiiciik elemana sahiptir.
p = eke(S,,) olsun. Simdi p tam sayisimn asal oldugunu gosterelim. S,, kiimesinin
tammmindan p > 1 dir. p asal degilse, 1 < ¢ < p olmak iizere p = gr olacak gekilde
q,r € Z vardir. Bu durumda ¢ | p ve p | m oldugundan ¢ | m olup ¢ € S,, elde
edilir. Bu ise, p tam sayisinin S;,, kiimesinin en kii¢iik elemani olmasiyla ¢eligir. O

halde p tam sayis: asaldir. [J

m > 1 asal olmayan tam sayis1 verilsin. Bu takdirde Onerme 1.1.3 geregi m = pn
olacak gekilde p asal sayisi1 vardir. m asal olmadigindan n > 1 olup n asal ise, m
asallarin ¢arpimidir. n asal degil ise, Onerme 1.1.3 geregi n = gk olacak sekilde ¢
asali mevcut olup m = (pq)k seklinde yazilabilir. Aym yontem ile devam edilirse,

m tam sayisinin asal tam sayilarin ¢arpimi seklinde yazilabilecegi sezgisel olarak
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goriilmektedir. Aritmetigin temel teoremi bize asal olmayan her tam sayinin sonlu
¢oklukta asal sayinin ¢arpimi geklinde yazilabildiginin formal kanitini sunmaktadar.

Oncelikle asal sayilarin kiimesi hakkinda bilgi sahibi olmamiz gereklidir.
Onerme 1.1.4. Sonsuz sayida asal sayr vardar.

Kamt. (1.Yol Euclid’in Kanit1) Asal sayilarin sonlu ¢oklukta oldugunu kabul
edelim ve tiim asal sayilar 2 = p; < 3 = py < 5 =p3 < ... < p, olsun. m =
P1.p2,--.-pr +1 > 1 pozitif tam sayisi ya asaldir yada asal degildir. m asal olsa,
her bir 1 <7 < r i¢in p; < m oldugundan bu say1 kabul ettigimiz tiim asal sayilar
arasmda, degildir. Dolayisiyla m asal olamaz. Onerme 1.1.3 den p | m olacak sekilde
bir p asal sayis1 vardir. Bu takdirde p asal tam sayis1 p1,p2, ..., pr asallarindan
birisine egit olup p | p1.p2...p, dir. p | m oldugundan p | m — p1.p2...p, = 1
celigkisi elde edilir. Sonug olarak sonsuz sayida asal say: vardir.

(2.Yol) 1 < n € Z* olsun. m = n! + 1 > 1 tam sayisin1 alalim. Onerme 1.1.3
geregi p|m olacak gekilde p asal sayis1 vardir. Simdi p > n oldugunu gosterelim.
Aksini kabul edelim ve p < n olsun (Z tam sirali oldugundan bdyle bir secim
yapilabilir). Bu takdirde, 1 den n’e kadar olan tam sayilar arasinda p asal sayisi
vardir ve bundan dolay1 n! tam sayisinin garpanlarindan biri p dir. O halde p|n!
dir. Boylece p|m ve p|n! olup p|1 geligkisi elde edilir. O halde kabuliimiiz yanlhg olup
p > n dir. Sonug olarak, her pozitif tam sayidan kesin olarak daha biiyiik bir asal

sayl mevcut oldugundan sonsuz ¢oklukta asal say1 vardir.[]

Tiim asal sayilarmn kiimesi P = {p € ZT|p asal say1} = {2,3,5,7,11, ...} ile
gosterilir. Asal sayilar, 6zel bir ¢caligma konusudur. Bu galigmada, asal sayilar ay-
rintili olarak irdelenmeyecek olmasina kargin asal sayilarin belirlenmesi hususunda

Eratosthenes Kalburunu ifade etmenin yararl olacaginmi diisiiniiyoruz.

Onerme 1.1.5. (Eratosthenes Kalburu) m > 1 asal olmayan tam sayist veril-

sin. p < v/m ve p | m olacak sekilde bir p asal sayise vardur.

Kanat. m asal olmadigindan m = nk ve 1 < n, k < m olacak gekilde n ve k tam
sayilar1 vardir. Bu durumda n < /m veya k < y/m dir (n > \/m ve k > /m olsa,
nk > m celigkisi elde edilir). n < /m oldugunu kabul edelim. n asal ise, istenen
elde edilir. n asal say1 degil ise, n > 1 oldugundan Onerme 1.1.3 geregi p | n olacak
sekilde p € P vardir. Buradan pn ve n | m oldugundan p | m dir ve p < n < /m
dir.

Eratosthenes kalburu yontemiyle n > 1 tam sayist icin n? ye kadar olan asal

sayilar bulunabilir. 1 den n? tam sayisina kadar olan sayilar arasindan 2 haric, 2’'nin
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katlar1 ve 3 harig, 3’lin katlari ve 5 harig, 5’in katlar atilarak n tam sayisina kadar

devam edilirse elde edilen liste n? tam sayisindan kiiciik asal sayilar1 verir.

Teorem 1.1.5. (Aritmetigin Temel Teoremsi) 1 den biyik bir tam say, ya

asaldir ya da swra gozetmeksizin tek tirli olarak sonlu sayrda asal sayimn ¢arpima-
dar.

Kamit. Oncelikle asal olmayan 1 den biiyiik bir tam sayinin asal sayilarin carpimi
olarak yazildigini gdsterelim. Sonlu sayida asal sayinin ¢arpimi olarak yazilamayan
1 den biiyiik ve asal olmayan tiim tam sayilarin kiimesi S olsun. S = () oldugunu
gostermeliyiz. S # 0 olsun. S C N olup dogal sayilar kiimesinin iyi sirali olma-
sindan dolayr m = eke(S) vardir. m > 1 ve m asal olmadigindan m = nk ve
1 < n,k < m olacak gekilde n,k € Z vardir. Dolayisiyla m tam sayisimin asal
sayilarin carpimi olarak yazilamayan 1 den biiyiik en kii¢iik tam say1 olmasindan
dolayi n = p1.p2...p: ve k = q1.q2 - . - gy olacak sekilde p1,p2, ..., D¢, ¢1,G2 5 -y Gu
asal sayilar1 mevcuttur ve boylece m = nk = (p1.p2 ... p:)(q1.92 - . . ¢u) seklinde asal
sayilarin carpimi olarak yazilir. Bu ise, m > 1 tam sayisinin segimiyle geligir. Sonug
olarak, S = () olup asal olmayan her a > 1 i¢in a = p1ps - - - p; olacak sekilde p; € P
ve 1 <i <t (t€N) vardir.

Simdi bu yaziligin sira diiginmeksizin tek tiirli oldugunu kanitlayalim. i =
1,2,..,tvej=1,2,.., uicin p;, ¢; € P olmak iizere m = pip2---pt = q1q2 ... qy
olsun. Buradan pi | qig2...qu olup en az bir jo € {1,2,...,u} i¢cin p1 = gj,
dir. Sira gozetilmedigi i¢in p; = ¢; alnabilir. Bu takdirde, kisaltma ozelliginden
DP2P3 -+ Dt = 243 - - . Gy, olup benzer yontemle pa = g2 bulunur. Bu sekilde iglemlere

devam edilirse t = u ve her 7=1,2,...,¢ icin p; = ¢; oldugu goriiliir.[]

m < —1 tam sayis1 verilsin. |m| > 1 olup aritmetigin temel teoreminden |m| =
p1pe - pr olacak gekilde (1 < ¢ < t) p; € P vardir. Buradan m = —p1ps---pt
elde edilir. Dolayisiyla asagidaki sonug aritmetigin temel teoreminin 6nemli bir

uygulamasidir.

Sonug 1.1.3. m terslenebilir olmayan sifirdan farkle herhangi bir tam says olsun.
Bu takdirde, m = £p1ps - ps (s > 1) yaznhs sira disinilmeksizin tek tirli olacak
sekilde p1, p2, ..., s asal sayilary yardimiyla belirlenir. Burada p1, po, ..., s asal
sayrlariman birbirinden farkl olmasi gerekmez. Dolayisiyla py, pa, ..., Py birbirinden

farkly asal sayilar ve t; € Zt (1 < i < u) olmak dizere
m=Fp; . = F L P

seklinde yazilabilir.
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m,n > 1 tam sayilar verilsin. m tam sayisinda carpan olup n de ¢arpan olmayan
ve n tam sayisinda carpan olup m de carpan olmayan p asal sayilar icin p° = 1
yazilirsa m = [[{_, pi* ve n = [[}_, pi*, pi € P, ebob(pi,p;) =1, i # j, ti,s; €N
seklinde ayni p; asal sayilarinin ¢arpimi olarak karakterize edilir.

Simdi bu yaziligin temel sonucu olarak orta 6gretimde uygulamasini yaptigimiz

ebob ve ekok bulma yonteminin temel teoremini verelim.

Teorem 1.1.6. m,n > 1 tam sayilar ve herbir 1 < i < u (u € N) i¢in p; ler farkl

asallar olmak dizere m = [}, p" ve n =[]}, i’ (ti,s; € N) olsun. Bu takdirde
(1) n| m olmasu igin gerek ve yeter kogul herbir 1 < i < w igin s; < t; olmasidar,

(2) ebob(m,n) _ Hu pmin{ti,si} ve ek‘ok(m,n) — Hu pmaks{ti,si}’

i=1P; i=1P;
(8) mn = ebob(m, n)ekok(m,n) dir.

Kanit. (1) n | m olsun. Bu takdirde, m = nk olacak gsekilde & > 0 tam sayis1 vardir.
k =1 ise, m = n olup aritmetigin temel teoremi geregi s; = ¢; dir. £ > 1 olsun.
O zaman Onerme 1.1.3 den k tam sayisinin asal boleni meveuttur. p | k olacak
sekildeki her p asal sayis1 i¢in p | m olacagindan, p asal sayisi pi1,p2,...,p, asal
sayilaridan birine esit olacaktir. O halde k tam sayisi k = p¥iph? .. pk (k; > 0)

seklinde yazilabilir. m = nk egitliginden

T pi = (I, ) AT p) = iy pf
yazabiliriz. Aritmetigin temel teoremi geregi t; = s; + ki, (¢ = 1,2,...,u) olup
k; > 0 oldugundan s; <t; (i=1,2,...,u) elde edilir.
Tersine; s; < t; (1 = 1,2,...,u) ise, her bir 1 <14 < w icin t; = s; + k; olacak
sekilde k; > 0 dogal sayilar1 vardir. Boylece

- ithki _ i i) — ki
m =Tl vt = Lm0 = (T o) (T 27 = I, i)
olup n | m dir.
(2) Herbir 1 < i < u icin k; = min{t;, s;} olmak iizere d = [[}_, p}* olsun. Bu

takdirde (1) den d | m ve d | n dir. e | m ve e | n olacak gekilde bir e tam sayisini

alahm. Bu takdirde miimkiin vy, vs, ..., v, dogal sayilar1 i¢in e = [[;_, p;* seklinde
yazilabilir. (1) geregi her i € {1,2,...,u} i¢in v; < t;, s; olup k; = min{t;,s;}
oldugundan v; < k; (i = 1,2,...,u) elde edilir. Tekrar (1) kullanilirsa e | d dir.
Sonug olarak d = ebob(m,n) bulunur.

Benzer yontem ile k; = maks{t;,s;} (i =1,2,...,r) alnwsa, k =[]}, Pl tam
sayisinin m ve n tam sayilarinin ekok’u oldugu goriiliir.

(3) Her bir 1 < i < w igin min{t;, s;} + maks{t;,s;} = t; + s; esitligi aciktar.

Boylece ebob(m, n)ekok(m,n) = mn elde edilir.0]



16 Grup Teorisi - I

Sonug 1.1.4. 2 < t € N olmak tizere ny, no, ..., ny pozitif tam sayilar olsun. Bu
takdirde,

ebob(ekok(ny, ng, ..,ni—1), ng) =
ekok(ebob(ny, nt), ebob(na, nt), ..., ebob(ni—1, nt))

esitligi mevcuttur.

Kanit. Her i € {1, 2, ..., t — 1} icin k; = ebob(n;, n;) olmak {izere

k= ekok(ni, nay ...,np—1)
diy = ebob(k, n)
dg = ek‘ok‘(k‘l, ]{)2, ceey k‘tfl)

olsun. Simdi d; = dy oldugunu gostermeliyiz.

dy = 1 oldugunu kabul edelim. i € {1, 2, ..., t—1} i¢in k;|n; ve k;|n; oldugundan
k;|k olup her bir k; tam sayis1 k ve n; tam sayilarinin bir ortak bolenidir. Dolayisiyla
dy = ebob(k, ni) oldugundan (1 <i <t —1) k;|dy olup k; = d; = 1 dir ve bdylece
do = ekok(ky, ko, ..., ki—1) = 1 elde edilir.

dy > 1 olsun. Aritmetigin temel teoremi geregi d; = p}*py>...p%" olacak gekilde
D1, P2,y ooy Pr € P ve uy, ug, ..., u, € ZT vardir. p := p; ve u := u; olarak alalim.
p*|d; oldugundan p“|k ve p¥|n; olup en az bir iy € {1, 2, ..., t — 1} i¢in p|n,;, dir.
Dolayisiyla plk;, dir ve bdylece p|ds dir. O halde ds = p“a olacak sekilde a, v € ZT
vardir. Her ¢ € {1, 2, ..., t} i¢in vy, va, ..., vy € Z negatif olmayan tam sayilar ve

ai, as, ..., a; € Z* olmak iizere n; = p¥ia; olarak yazlabilir. Genelligi bozmadan
v Sv2 <. <y S

se¢imini yapalim. p asalinin en biiyiik kuvveti £ tam sayisinin ¢arpani olacagindan
p¥t=1|k dir ve bdylece u = min{v,_1, v;} = v;_1 dir. Ayrica Teorem 1.1.6 (2) geregi
i€{l,2, .., t—1}icin pmin{vi vl = pui

k; olup
mak{v; | 1 <i<t—1}=wv;

olmak tizere p¥*~!|dy bulunur ve bdylece v = v;_1 dir. Sonug olarak v = v olup p
asalinin d; ve dy tam sayilarindaki kuvvetleri esittir. p; asal sayisi i¢in yaptigimiz bu
iglemler po, ps, ..., p, asal sayilan iginde tekrarlanabilir. O halde d;|d2 dir. Benzer
yontem ile da|d; oldugu gosterilebilir. Sonug olarak d; = ds esitligi elde edilir.C]

2ntl 1

Uygulama 1.1.2. Herhangi bir x belirsizi igin bilinen 1+x 422 +... 42" =

r—1
esitligi ve Teorem 1.1.6 kullanilirsa bir m = H?Zl pf tam sayisinan pozitif bo-

lenlerinin sayrsy ve pozitif bolenlerinin toplams formiile edilebilir. m tam sayisi-

nmin pozitif bolenleri Teorem 1.1.6 (1) geregi (1 < i < w) s; < t; olmak dizere
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n =1, p;" seklindedir. Buna gire m tam sayisinan pozitif bolenleri {1, p1, oI,
{1, pa, ...,pgz},..., {1, pu, ..., plx} kiimelerinin herbirinden sadece bir eleman seg-
mekle elde edilen elemanlarin ¢arpima seklindeki sayilardir. Her i = 1,2, ...,u i¢in
{1,pi,p?, ,pfl} kiimelerinden herbirinde t; + 1 eleman bulundugundan m tam sa-
yissan pozitif bolenlerinin sayist p(m) = (t1 + 1)(ta + 1)...(t, + 1) dir.

Ayrica m nin pozitif bolenleri 0 < s; < t; i¢in [[:_, p;’ = pi'p3*..p5 oldugun-

dan bunlarin toplams

tu t t )
O(m) = Zsuzo 2322:0 511:0 piﬁpgz pfj‘
tu t .
= Yo oL D1+ DT+ 4 P1 P52 Pl
= (Q+pi+ ..+ A+pe+ o +952) (14 py + ...+ plo)

ty4+1 to+1
pll _1 p22 -1 f‘qul_l

(=) (B =) (B =)

dir.0d

Ornek 1.1.5. (1) 145 saysuman pozitif bolenlerinin saysine ve bunlarn topla-
mane bulalvm. Oncelikle verilen 145 sayisine asal sayilarin carpima seklinde yazalim.

145 = 5.29 olup p(145) = (1 +1).(1 + 1) = 4 ve o(145) = 22 =1 5°7—1 — g0

bulunur.

(2) 10! sayisini asal ¢arpanlarina ayiralvm. p | 10! = 10.9.8.7.6.5.4.3.2.1 asal
bolen ise, p’'nin asaligindan p < 10 olmalidir. Dolayisiyla p = 2,3,5 veya p = 7
dir. 10!in asal ¢arpanlara ayriiginda 10 = 2.5 oldugundan 5-tane 2 'nin katlar:, 8 =
4.2 oldugundan 4 ’in 2-tane katlary ve 8’in 1-tane katr bulunmaktadir. Dolaysiyla
toplam 8-tane 2 ¢arpant vardir. Benzer yontemle 4-tane 3 ¢arpani, 2-tane 5 ¢arpans
ve 1-tane 7 c¢arpant bulunmaktadir. Buradan 10! = 283%527 yazlisy elde edilir.
Ayrica 10! = 2834527 = 10226347 oldugundan 10! sayisinin sondan iki basamags O
dur.

(3) m bir pozitif tam sayr olsun. m tam sayisimn pozitif bolenlerinin toplama
o(m) = 2m ise, m tam saysina mikemmel sayr denir. 6’mn pozitif bolenleri
1,2,3 ve 6 olup 0(6) =1+24+3+6 =12 = 2.6 oldugundan 6 en kii¢iik miikemmel
sayudur. Benzer sekilde 28 de bir mikemmel saydir. 496 = 24.31 olup 0(496) =

24;if1.31;1+i;1 = 2.496 oldugundan 496 da mikemmel sayidar.

(4) m miikemmel sayisinin tiim pozitif bolenlerinin kimesi S = {ni,na,...,n,}

olmak iizere n% + n—12 + ...+ ni = 2 oldugunu gésterelim. m mikemmel sayr oldu-
gundan o(m) = 2m olup % = 2 dir. Her i = 1,2,...,7 i¢in n; | m oldugundan

m = n;.n;; olacak sekilde n;, € S (1 < j <r) elemant vardwr. Dolayisiyla

T s L T AL A L P o4 U1 Q)

ni no Ny m m
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elde edilir. Ornejin; m = 6 ise, 1+%+%+%:2 ve m = 28 ise, 1+%+%+%+
L+ 5% =2 dir.

(5) Hig bir p asal sayistnan mikemmel sayr olmadigine gosterelim. p asal oldu-
gundan pozitif bolenleri 1 ve p dir. Buradan o(p) = 1+ p = 2p olsa, p = 1 ¢eliskisi
elde edilir.

(6) 2 digandaki tim asal sayilarin tek oldugu agiktar. IIk olarak asal olup olmadig
kontrol edilebilecek tek tam sayilar, n > 1 olmak dizere 2" —1 veya 2" +1 seklindedir.
Orneginn = 2,3,5,7,13,17,19, 31,67, 127 ve 257 olmak iizere 2 —1 sayst asaldur.
n = 11 asal sayise igin 211 — 1 = 2047 = 23.89 asal dejildir. Benzer sekilde n =
23,29,37 i¢in 2" — 1 asal degildir. n > 1 olmak dzere M, = 2" — 1 saysina
Mersenne sayist ve asal olan M, = 2" — 1 sayisina Mersenne asaly denir.,

Simdi n > 1 olmak tizere 2™ — 1 Mersenne asali iken n tam sayisimin asal says
oldugunu gdsterelim. 2" — 1 asal sayr ve 0 < t, r € Z i¢in n = tr olsun. Keyfi bir

x belirsizi igin
(zt" —1) = (2" = ) (2"D 42702 4 4 am 4 1)

oldugundan (2" — 1) = (27 —1)(27¢~D 4 2r(t=2) 1 427 4+ 1) dir. 2" — 1 asal says
ve v > 0 oldugundan 2" — 1 = 1 veya 2" — 1 = 2" — 1 dir. Buradan r = 1 veya
r=tr =n olup n asaldr.

Benzer sekilde n > 0 i¢in F,, = 2" + 1 sayisina Fermat sayist ve asal olan
F,, = 2" + 1 Fermat saysina, Fermat asaly denir (Fermat asal saylar: dizgin
n-genlerin pergel ve cetvel ile ¢izilebilmesinde dnemli bir yere sahiptir). F,, = 2" +1

Fermat asalv olsun. m > 1 ve ebob(2, m) =1 olmak tizere n = km (k > 0) ise,
on 4] = 2km 411 = (2k + 1)(2k(m—1) _ 2k(m—2) 4 2k(m—3) — 4+ 1)

yazihisinda her iki carpanda 1 den biyiktir. Bu ise, F,, = 2" + 1 sayisimn asal
olmaswyla ¢eligir. O halde F,, = 2™+ 1 Fermat asal sayist igin n = 2" olacak sekilde
u € N vardur.

(7) Aritmetigin temel teoremi yardimayla asal sayilar kiimesinin sonsuz elemanly
oldugunu gdsteren Euler’in yapmas oldugu analitik kanitr verelim.

Asal sayilarin sonlu ¢oklukta oldugunu kabul edelim ve tim asal sayilar 2 =

p1 <3 =ps <H=p3<..<p, olsun. Her bir p; asal sayist i¢in
o] 1 1 1

geometrik serisini alalyim. Bu takdirde, \p%| < 1 oldugundan her i € {1, 2, ..., r}

.. oo 1 _ 1 o . ) ..
igin Y g T = Py yakimsamast mevcuttur ve her bir p; asal sayist i¢in
P

p?’il > 1 dir. Buradan
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H:ll HlleOk

elde edilir. Aritmetigin temel teoremine gére n = py*ps?..ptr (u; > 0) olacak ge-

kilde tek tirli olarak yazilir. Bu takdirde

S = l4gz+i+. i+
(Xki=o kl)(ZkQ =0 kQ) (R =0 )
= Il X oik
= H::ll_li

Py

IN

dir ve bundan dolay > 7

olarak kabuliimiiz yanhs olup asal sayilar kimesi sonsuz elemanlidir.l]

el o L harmonik serisi yakinsaktir. Bu ise celiskidir. Sonug

Farkli p, g asal sayilar1 igin ebob(p, ¢) = 1 oldugunu biliyoruz. Asal olmayan bazi
tam sayilarinda 1 den bagka ortak boleni mevcut olmayabilir (6rnegin, ebob(8,9) =

1). Simdi bu 6zelligi saglayan tam sayilar: diigiinelim.

Tamim 1.1.4. m, n € Z olmak iizere ebob(m,n) = 1 ise, m ve n tam saylarina

aralarinda asal sayilar denir.

Simdi n dogal sayisindan kiigiik ve n ile aralarinda asal olan sayilarin sayisini

veren fonksiyonu tanimlayalim. Her 1 < n tam sayisi i¢in
¢(n) = {n den kii¢lik ve n ile aralarinda asal olan pozitif tam sayilarin sayisi}

ile tammh ¢ : Z*\{1} — Z* fonksiyonuna Euler ¢-fonksiyonu denir. ¢(2) = 1
ve ¢(3) = 2 oldugu goriiliir.

Uygulama 1.1.3. "1 < n’den kiicik ve 1 den baska n ile ortak boleni olmayan
dogal sayilarin toplamy nedir?" sorusunu ele alalim. n den ki¢ik n ile aralarinda
asal dogal sayilarin kiimesi S = {a1, az, ..., ag(n)} ise, Z¢(1) a; toplamini aryoruz.
1 < a < n olmak dizere ebob(a,n) = 1 olmast i¢in gerek ve yeter kogul ebob(n —
a,n) =1 olmasidir. O halde S kiimesi ile {n — a1, n —ag, ..., n — a¢(n)} kiimesi S
nin elemanlarnin farkl sirada yazlhisindan ibarettir. Boylece Z 1 al Z¢(n)(
a;) = np(n) — X0 a; esitliginden S0 a; = %n) elde edilir.(]

Onerme 1.1.6. p € P ve 0 # m € Z olsun. Bu takdirde, ebob(m, p) = 1 olmas

icin gerek ve yeter kosul pt m olmasidur.

Kanit. (=) ebob(m,p) =1 olsun. p | m olsa, p | p oldugundan ebob tanimi geregi
p | 1 geligkisi elde edilir. Dolayisiyla p { m dir.

(<) ebob(m,p) = d ise, d | p olup p asal say1 oldugundan d = 1 ve d = p dir.
p1m oldugundan d # p dir. Sonug olarak, ebob(m,p) = d =1 elde edilir.00
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Onerme 1.1.6 den her p € P igin ¢(p) = p — 1 dir. Bu durumu genellestirerek

asagidaki 6nermeyi verebiliriz.

Onerme 1.1.7. p € P olsun. u > 1 dogal saysi icin ¢(p*) = p* — p*~* dir.

Kamit. p* tam sayisindan kiiciik veya egit ve 1 den biiyiik veya egit toplam p“-tane
tam say1 vardir. x, p* ile aralarinda asal olmayan ve p* tam sayisindan kiiciik veya
esit olan tam sayilarin sayis1 olsun. O halde ¢(p*) = p* — x dir. ebob(a,p™) > 1

ufl)

ise, ebob(a, p) = p dir. Dolayisiyla a tam sayisi p, 2p, 3p, ..., (p p sayilaridir ve

xz = p*~! dir. Buradan istenen esitlik elde edilir. O

Onerme 1.1.7 den herhangi bir p asal sayis1 icin

L+ ¢(p)+0(P°)+ ..+ (") = 1+@—-D+@*—p)+..+ (@ —p* ")
pu

esitligi gercgeklenir.

Ornek 1.1.6. 0 < 5= seklinde sadelesmeyen 1 den kiiciik kesirli sayiarin topla-
mane bulalim. Verilen kesirin sadelegmemesinin anlami ebob(27, m) = 1 olmasidar.
Istenen sayr 1 den kiicik oldugundan 1 < m < 27 olup m tam saylarmin sayise
Onerme 1.1.7 geregi ¢(27) = ¢(3%) = 33 — 3% = 18 dir. 2 kesirlerinin toplam

m tam saylarinin toplaminin 27’ye oram oldugundan ve m degerlerinin toplams

27.@ = 27.9 = 243 olup miimkiin 0 < 52 < 1 sadelesmeyen kesirlerinin toplam
% =9 elde edilir."]

Herhangi bir 1 < n tam sayist i¢in ¢(n) degerini, modiiler aritmetik kisminda

karakterize edecegiz.
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1.1 Ahstirmalar

1. Agagida verilen esitlikleri tiimevarim yontemiyle kanitlayiiz. Ayrica agagi-
daki egitliklerin sag tarafim kendiniz elde ediniz (Bkz: Tosun Terzioglu, Ma-
tematik Diinyasi, 2004 Bahar).

(a) 1lk pozitif n tek saymin toplami 1+ 3 + ... + (2n — 1) = n?;
(b) 1lk pozitif n ¢ift sayinmn toplami 2 44 + ... + 2n = n(n + 1);
() 12422 43>+ .. +n?=in(n+1)(2n+ 1);

(d) 13423 +3%+ ..+ nd=1n2(n+1)2

(e) 1*+2*+ 3%+ .. +n* = FHn(n+1)(2n+1)(3n? + 3n — 1);
(f) 1°4+ 25435+ .. 4+n° = Ln*(n+1)2(2n 4+ 2n—1).

2. 42! sayisimi asal ¢arpanlarina ayiriniz. Ayrica 50! sayisinin sondan ka¢ basa-

mag sifirdir, aragtiriniz.

3. m+n = 25 ve ebob(m,n) = 4 olacak gekilde hig bir tam say1 ¢iftinin olmadigim

gosteriniz.

4. 1 # j olmak tizere her 1 < 4,5 < k igin ebob(m;,m;) = 1 ve m; | n ise,

mims - - -my | n oldugunu gosteriniz.

5. Asagida verilen Diophantus denklemlerinin ¢oziimlerini aragtiriniz.

(a) 6z 4+ bly = 22;
(b) 33z + 14y = 115;
(c) 14z + 35y = 93,
(d) 562 + 72y = 40;
(e) 24z + 138y = 18;

(f)
(g) 123z + 360y = 99;
(h) 123z + 138y = 30.

221x + 35y = 11,

6. 2" — 1 Mersenne asal ise, her ¢ift m miikemmel saymin 2"~1(2" — 1) seklinde

oldugunu gosteriniz.
7. m,n, k € Z igin ebob(m,n + mk) = ebob(m,n) oldugunu gosteriniz.

8. 1 < ¢ <t olmak {izere m; pozitif tam sayilar i¢in
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Grup Teorisi -1

ekok((my,ma, - ,mu_1),m¢) = ekok(my, ma, - ,my)

esitliginin dogrulugunu tiimevarim yontemini kullanarak kanitlayiniz. Bu esit-

ligi kullanarak ekok(618,312,84) degerini hesaplayiniz.

. Her n € Z* igin ¢(n?) = ng(n) oldugunu gdsteriniz.

Eratosthenes kalburu yontemi ile 100 den kiiciik olan asal sayilar1 belirleyiniz.

ay = as = 1veher 2 <n€Zign a, = ap—1 + ap_2 ile tammh (ay,)nen
dizisine Fibonacci dizisi adi verilir. Her n € Z7 i¢in ebob(an 11, a,) = az =

1 oldugunu gosteriniz.

n € ZT olmak iizere 4n + 3 seklinde sonsuz ¢oklukta asal say1 oldugunu

gosteriniz (Dolayisiyla asal sayilar sonsuzdur).

m, n, k € Z* olsun.

mak(m, n, k) =

m+n+ k —min(m, n) — min(m, k) — min(n, k) + min(m, n, k)

egitligini kanitlayiniz. Bu esitlikten yararlanarak

_ mnk.ebob(m, n, k)
ekOk(m’ n, k) " ebob(m, n).ebob(m, k).ebob(n, k)

oldugunu gosteriniz.

n > 2 olsun. Diizgiin n-genin pergel ve cetvel ile ¢izilebilmesi i¢in gerek ve
yeter kogul p1, pe, ..., p; birbirinden farkli Fermat asal sayilar: ve £ € N olmak

iizere n = 2Fp1py...p; seklinde olmasidir, aragtiriniz.
p € Pvem € Z igin p|[m? + (p — 1)!m] oldugunu gosteriniz.
1 <m € Z* olsun. Her n € Z7* i¢in
m = apn® + ap_1n* P+ . +an+agveap #0

olacak sekilde 0 < ag, ax—1, ..., a1, ap < n tam sayilarinin tek tiirlii olarak

belirli oldugunu kanitlayiniz.
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1.2 Modiiler Aritmetik

Tam sayilar kiimesindeki Bolme algoritmasi ile herhangi bir pozitif tam sayinin
n > 1 tam sayisina boliimiinden kalan » = 0,1,2,...,n — 1 olabilir ve ¢ogu zaman
r kalanm hesaplamak énemlidir. Ornegin bir tam sayimm 7 ile bsliimiinden kalan:
yardimiyla, bir haftanin 7 giin oldugu gerceginden yola ¢ikarak "Bugiin giinlerden
pazartesi ise, 100 giin sonraki giin nedir?" sorusunun cevabi kolaylikla hesaplana-
bilir. Her 7 giin sonra pazartesi olacagindan, 100 = 7.14+4 2 den tam 14 hafta sonra
pazartesi olup, 100. giin carsambadir. Simdi kalan1 bulma igleminde iyi bir yéntem

olan modiiler aritmetik kavramini verelim.
Tanim 1.2.1. 1 <n € Z olsun. m, ¢ € Z olmak tizere
m=c(n)<n|m-c

ile tanaml "= (n) " bagintisina kongrians ve n tam sayisina da modiil ady verilir.

Ayrica m = ¢(n) ifadesi m ve ¢, modiilo n kongriient (denk) diye okunur.

1 < n € Z olsun. m,c € Z olmak iizere bolme algoritmasindan k,q,r, ¥ tam
sayilar icin 0 < r, r < n olmak iizere m = nk +r ve ¢ = ng+r yazilabilir.

Buradan
m—c=nk—q)+ @ —r)ve0<r—r <n
olup,
m=cn)<=n|m-—ce=n|nk—q +@r—r)=n|r—r <r=r

dir. Yani, n modiiliine gore iki tam sayinin kongriient olmasi igin gerek ve yeter
kosul bu iki tam sayimnin n ile boliimiinden elde edilen kalanlarin esit olmasidir.

Boliinebilmenin 6zelliklerinden "= (n)" kongriians bagintis1 Z de denklik ba-
gintisidir. m tam sayisimin denklik smifi @ = {¢ € Z| m = ¢(n)} kiimesine n
modiiliine gore kalan sinifi denir.

m1 = ¢1(n) ve ma = ca(n) olsun. Bu takdirde n | m; — ¢ ve n | ma — ¢o dir.
Dolayisiyla n | (mq4+ma)—(c1+c2) ven | mymg—cica = my(mg—ca)+ca(mi—cq)
oldugundan my + mg = ¢1 + c2(n) ve mymg = ¢1c2(n) dir. Buradan u > 1 dogal
say1 olmak {izere m = ¢(n) ise, u lizerine tiimevarimla um = uc(n) ve m* = c*(n)
oldugu gosterilebilir. Simdi bu &zellikler yardimiyla bazi béliinebilme kurallarim
asagida ifade edelim.

Yardimci Teorem 1.2.1. m,n, c tam sayilar olmak tiizere m ile n aralarinda asal

olsun. Bu takdirde m | ¢ ve n | ¢ olmasu i¢in gerek ve yeter kosul mn | ¢ olmasidur.
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Kanit. (=) n | c oldugundan ¢ = nq olacak gekilde ¢ € Z vardir. Buradan m | ¢ =
ng ve ebob(m,n) = 1 oldugundan Yardimci Teorem 1.1.1 geregince m | ¢ bulunur.
O halde bir r € Z i¢in ¢ = mr yazilir. Buradan ¢ = ng = n(mr) = (mn)r olup
mn | ¢ elde edilir.

(<) Agktir. O

Uygulama 1.2.1. n+1 basamaklh m = a,,...aza1a¢ pozitif tam sayisi verilsin. Bu
takdirde

m = 10"a,, + ... + 10%as + 10aq + ag

seklinde yazilabilir.
(1) 2| 10 oldugundan istteki ag¢iklamalar geregi

m = 10"a, + ... + 10%2ay + 10a; + ag = ao(2)

olup 2 | m olmas i¢in gerek ve yeter kogsul 2 | ap olmasidar.
(2) 10 =3.3+ 1 veya 10 = 1(3) oldugundan

m = 10"a, + ... + 10%as + 10a; + ap = a, + ... + a1 + ao(3)

dir. Dolayisiyla 3 | m olmas i¢in gerek ve yeter kogul 3 | an+...4+a1+ag olmasidar.
(3) k > 2 igin 4 | 10* olup

m = 10"a, + ... + 10%2ay + 10a; + ap = 10a; + ag = aiag(4)

gerceginden 4 | m olmasi i¢in gerek ve yeter kosul m tam sayistnan son iki basama-
gin 4 tarafindan bélinmesidir.

(4) 5| m olmast igin gerek ve yeter kogulun ag = 0 veya ag = 5 olmasi oldugu
agrktar.

(5) Yardimer Teorem 1.1.4 geregi 6 | m <= 2 | m ve 3 | m olmasidar.

(6) 10 = 7.1+3, 102 = 7.1442, 103 = 7.156+6 = 7.157—1, 10* = 10(7.156+6) =
7.1560 + 60 = 7.1560 + 7.8 + 4 = 7.1560 + 7.9 — 3 = 7.1569 — 3, vs. egitliklerini

gézénine alinirsa

m = 10"a, + ... + 10%as + 103a3 + 10%as + 10a; + ag
= [ —+ (720,5 — 3CL4 — ag) —+ (20,2 —+ 30,1 —+ ao)](7)

elde edilir. Dolayiswyla 7 | m olmast icin gerek ve yeter kosul m tam sayisinin
birler basamagindan baslayarak sagdan sola dogru sirasiwyla basamak terimlerinin
katsayilars 3°li grup halinde once (1,3,2) ve sonra (—1, —3, —2) ile ¢arpip bu gekilde

devam edilerek elde edilen toplamin 7 tarafindan bolinmesidir.
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(7) k > 3 igin 8 | 10 oldugundan 8 | m olmas: icin gerek ve yeter kosul m tam
sayisinan son ¢ basamaginin 8 ile bolinmesidir.
(8) 10 =9.1+1 oldugundan

m = 10"a, + ... + 10%2ay + 10a; + ag = ap + ... + a1 + ao(9)

olup 9 | m olmas icin gerek ve yeter kosul m tam sayisimin basamak terimlerinin
toplamanin 9 tarafindan bolinmesidir.

(9) Simdi 11 ile béliinebilmeyi karakterize edelim. 10 = 1.11—1, 10> = 9.11+1,
10 = 10(9.1141) = 11.90+ 10 = 11.91 — 1 olup bu sekilde devam edelim. Buradan
m = 10"a, + ... + 10%ay + 10a; + ag = .. — a3 + az — a1 + ap(11) seklinde yazlabi-
lir. Dikkat edilirse m tam sayisinin basamak terimleri yazilan son denklikte birler
basamagi + olmak tizere siraswyla +, —, +, —, +, ... seklinde isaret degistirmektedir.

Dolaysiyla 11 | m olmast i¢in gerek ve yeter kosul

m = 10"a, + ... + 10%2a5 + 10a; + ag
= (-D"ap + ()" La,_1 — ... —az +as —a + ap(11)

olmasidir.C]

Ornek 1.2.1. (1) 1142143/ 44!+ ...499!4-100! saywsinan 12 ile boliminden kalan
bulalvm. 12 | 4! oldugundan her n > 4 igin n! = 0(12) oldugu agiktar. Dolayisiyla

kongrians bagintise sonlu toplamlar altinda korundugundan
W+21 431441+ ...+ 99! + 100! = 1! + 2! 4 3!(12) = 9(12)

elde edilir.
(2) 10% + 52 sayrsenan 7 ile boliimiinden kalana bulalvm. 10 = 3(7) oldugundan

10%° = 34%(7) denkligi alinar. Kongriians bagntisinan 6zellikleri kullanalirsa

31 = 3(7)
32 = 27
3 = 6(7)
3 = 4(7)
3 = 5(7)
3¢ = 1(7)

olup 3% = (3%)8.3 = 3(7) dir Dijer taraftan 5° = 52.5 = 4.5(7) = 6(7) oldugundan
109 + 53 =31 4+ 53(7) = 3+ 6(7) = 2(7) bulunur.
(3) Her n > 0 igin 7.16™ + 3 = 2.1" + 3 = 0(5) oldugundan 5| 7.16™ + 3 dir.
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(4) n > 0 dgin 13372 4 3 sayusman 7 ile béliimiinden kalany bulalim. Kongriians
bagintisiman dzellikleri kullamilirsa 133772 +3 = 637.62 + 3 = 63" 4 3(7) elde edilir.
62 = 1(7) oldugundan n ¢ift tam say ise,

133n+2 4 3 637.62 + 3
63" + 3
1+3(7)

A(7)

bulunur. n tek tam sayr ise, bir k € Z i¢in n = 2k + 1 olup

133n+2 +3 = 66k+3 +3
= 6%.63+3
= 9(7)
= 2(7)

dir.

(5) ma = ca(n) < m = c(m) dir, gdsterelim. ebob(n,a) = d olsun.
Buradan d | n ve d | a olup a = da' ven = dn’ olacak sekilde a',n' € 7 vardur.
Sonug 1.1.2 geregi ebob(a’, n') = 1 dir. ma = ca(n) ise, n | (m — ¢)a dir. Béylece
n' | (m—c)a ve ebob(n',a’) = 1 olup Yardimer teorem 1.1.1 geregi m = c(n)
bulunur. Dolaysiyla m = c(m) elde edilir. Tersine, m = c(m) olsun.
Bu takdirde n' | m — ¢ dir. O halde n'd | (m — ¢)da’ olup n | (m — ¢)a elde edilir.
Sonug olarak ma = ca(n) dir.

(6) k € Z* olmak tizere a — b | a® — b* dir, gésterelim. k iizerine timevarim
uwygulayalim. k = 1 i¢in a — b | a — b agikter. 1 < k igin iddia dogru olsun. Bu
takdirde a — b | a* — b* olup a* — b* = 0(a — b) elde edilir. Béylece

abtt — b = gk (a — b) + b(a® — bF) = 0(a — b)

olup a — b | a*tt — b+ elde edilir.

(7) Herhangi bir n > 1 tam sayr i¢in timevarim yontemiyle

14243+ .. +n="00

oldugu kamitlanabilir. Burada 1 + 2 + 3 4 ... + n toplaminin n("2+1) sayisina egit
oldugu bilinmese, timevarim ile kanit yapilamaz. Simdi Gauss yontemini verelim
ve bu yontemi genelleyelim.

1+2+4+3+...4 100 toplaminz bulalim. x = 1+ 2+ 3 + ... + 100 olsun. Simdi

bu toplamu x = 100 + (100 — 1) + (100 — 2) + ... + 1 seklinde tersten yazabiliriz.
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Bu iki ifade toplanirsa 2z = (100 + 1) + (100 + 1) + ... + (100 + 1) = 100(100 + 1)

% = 5050 bulunur. 100 dogal sayist yerine keyfi bir n dogal sayis

n(n+1)
2

olup x =
alimirsa benzer yontem ile 1 +2+ ...4+n =z den x = oldugu gorilebilir.
(8) n € Z*t olmak tizere F,, = 22" + 1 Fermat asal sayst ise, F, = 12k +5
olacak sekilde k tam sayisiman mevcut oldugunu gosterelim (Fy = 3 Fermat asal
sayust icin bu durum sizkonusu degildir). Her u € ZV i¢in tiimevarimla 4% = 4(12)

oldugu gosterilebilir. Dolayrsiyla
F,=2" +1=4"+1=4+1=5(12)
olup istenilen elde edilir.C]

Orneklerden goriilecegi iizere m® = 1(n) denklemleri ile karsilagilmaktadir. Bazi
ozel durumlar igin m* = 1(n) denklemlerinin ¢6ziimiinii Euler teoremi yardimiyla
verebiliriz. Bunun i¢in modiilo n kalan siniflarin sagladigi baz1 cebirsel 6zellikleri
incelememiz gerekmektedir.

Tiim modiilo n kalan simiflarin kiimesi Z,, = {m | m € Z} ile gosterilir. Simdi
Z.,, kiimesini karakterize edelim. m € Z olsun. Bu takdirde m € Z,, dir. Z de bolme
algoritmasi geregi m = nk +r ve 0 < r < n olacak gekilde k,r € Z mevcuttur.
Bu takdirde 7 € {0,1,2,...,n — 1} dir. m = nk + r oldugundan m — r = nk olup
m = r(n) elde edilir. Denklik bagintisiyla birbirine bagh iki elemanin denklik sinifi
esit oldugundan m = 7 dir ve buradan Z,, = {0,1,2,...,n — 1} n elemanh kiimesi
elde edilir.

M1, My € Zy i¢in Ty + Mo = my + ma ve M1.Me = Mmyms ile tamml + :
Lo X Ly —> Ly, toplama ve . : Zy, X Z,, —> Z,, carpma doniigiimlerinin iyi taniml
oldugu gosterilebilir.

Sira ile tanimlamig oldugumuz toplama ve ¢arpma iglemlerinin 6zelliklerini aga-

gidaki gekilde verebiliriz. Her my, ma, ms3 € Z,, igin,

(1) My + (e +Mms3) = (M + M) + M3 ve My.(M2.3) = (My.M2). M3 (birlegme

ozelligi);
(2) M1 + Mo = Mo + My ve My .M = Moy (degisme Ozelligi);
(3) m1 + 0 =m; ve m;.1 =m; (birim eleman ozelligi);
(4) my + (—m1) = 0 (toplamanin ters eleman 6zelligi);

(5) my.(M2 + m3) = (M1.M2) + (M1.Mm3) (¢arpma igleminin toplama iizerine

dagilma 6zelligi).
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Tam sayilar kiimesinde sifirdan farkli iki elemanin ¢arpimi sifirdan farkli olma-
sina kargin n nin alacagl degere gore Z, de bu 6zellik korunmayabilir. Ornegin,
2,3 € Zg kalan smuflan icin 2.3 = 2.3 =6 = 0 dir.

Tanim 1.2.2. Z, de kendileri 0 dan farkl oldugu halde carpimlar: O olan kalan

stniflara sifir bolen denir.

Onerme 1.2.1. m € Z,\{0} olsun. m nin sifir bolen olmasi igin gerek ve yeter

kosul ebob(m,n) = d > 1 olmasidur.

Kamit. m € Z,\{0} oldugundan n { m oldugu agiktur.

(=) ebob(m, n) = d = 1 olsun. Bu takdirde Onerme 1.1.1 geregi max + ny = 1
olacak gekilde z,y € Z vardir. Diger taraftan m kalan sinifi sifir bélen oldugundan
m.a = ma = 0 olacak sekilde 0 # @ € Z,, vardir. Dolayisiyla n | ma dir. mz +ny =
1 ve 0 # @ oldugundan (ma)z + (na)y = a olup tam sayilarda boliinebilmenin
dogrusalhigmdan n | a ¢eligkisi elde edilir. Sonug olarak d > 1 dir.

(<) ebob(m, n) = d > 1 oldugunu kabul edelim. d < n oldugu agiktir. d = n
olsa, d|m oldugundan n | m geligkisi elde edilir. Dolayisiyla d < n dir. d | m ve
d | n oldugundan m = dm' ve n = dn’ olacak sekilde m',n’ € Z vardir. Sonug
1.1.2 den ebob(m’,n’) = 1 dir. Bu takdirde mn = dm'n’ = m'n olup n | mn’ ve
buradan mn’ = 0 bulunur. d #n ve dn' =n oldugundan n ¢ n olup n £ 0 elde

edilir. Boylece m sifir bolen siniftir.[]

Tamum 1.2.3. m € Z,, olsun. ebob(m,n) = 1 ise, m kalan simfina asal kalan

swnaf denir ve n modiline gére tim asal kalan siniflarin kimesi
Z; ={m € Zy | ebob(m,n) =1}
ile gosterilir. A¢ik olarak, 1 € 7, ve |27 = ¢(n) dir.

Z, kiimesi Z,, deki ¢arpma islemi altinda kapaldir. m,a € Z; olsun. Bu tak-
dirde, ebob(m,n) = ebob(a,n) = 1 dir. ebob(ma,n) = d olsun. ebob(m,n) = 1
oldugundan Onerme 1.1.1 geregi z,y € Z icin mx + ny = 1 yazlabilir. Her iki
taraf a ile garpilirsa a = (ma)x + (na)y elde edilir ve ebob(ma,n) = d oldugundan
d | a dir. Dolayisiyla d, a ile n tam sayillarimn bir ortak boleni olup ebob(a,n) =1
oldugundan d = 1 bulunur. Sonug olarak, m.a = ma € Z;, dir.

Z de 1 tam sayisimin bolenlerinin (terslenebilir elemanlarinin) +1 oldugunu

biliyoruz. Kalan simiflarin kiimesi Z,, de durum farklidir.

Onerme 1.2.2. m € Z,, olsun. m.m' =1 vem.m” =1 olacak sekilde m’, m” € Z,,

kalan stnaflart varsa, m' = m' dir.
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Kamt. m', m” € Z,, icin m.m’ = 1 ve m.m” = 1 olsun. Z,, de carpma igleminin

birlesme, degisme ve birim eleman &zelligi kullanilirsa

m =1m = (m"m)m =m”.(mm)=m"1=m"
olup istenilen elde edilir.CJ
m € Zy olsun. Onerme 1.2.2 den goriilecegi iizere m.m’ = 1 olacak sekilde
m € Z.,, mevcut ise, m e Z.,, tek turli olarak belirlidir. Bu durumda m kalan

sinifina terslenebilir eleman ve m’ kalan sinifina m kalan sinifinin tersi denir.

Z,, deki tiim terslenebilir elemanlarin kiimesi U(Z,,) ile gosterilir.
Onerme 1.2.3. 1 <n € Z i¢in U(Z,) = Z, du-

Kamit. m € U(Zy,) ise, m.m’ = mm’ = 1 olacak sekilde bir m’ € Z, vardir.
ebob(m,n) = d = 1 oldugunu gostermeliyiz. d > 1 olsun. Bu takdirde, Onerme

1.2.1 geregince bir ¢ € Z,\{0} icin m.¢ = me¢ = 0 dir. Buradan

em).m’ =0m' =0

—~

c=cl=¢c(mm')=

celigkisi elde edilir. Dolayisiyla d = 1 olup m € Z; dir. Tersine m € Z; olsun.
Bu durumda ebob(m,n) = 1 dir. Onerme 1.1.1 geregince zo,yo € Z olmak iizere
mzo + nyo = 1 yazilir. Buradan mzo = 1(n) olup m.Zg = 1 gerceklenir. Sonug
olarak m € U(Z,,) elde edilir. O

p asal sayis1 icin Onerme 1.2.3 den Z5=A{1,2,...,p — 1} = U(Z,) oldugu agiktur.

elemanlarine bulalim. Onerme 1.2.3 den terslenebilir elemanlarin kiimesi U(Zg) =
7t = {m € Zg|ebob(m,6) = 1} = {1,5} dir. Onerme 1.2.1 ve Onerme 1.2.3
den 0 kalan simafi disgindaki terslenebilir olmayan elemanlar sifir bélen oldugundan
{2,3,4} sufir bolenlerin kiimesidir. Ayrica 1.1 = 1 ve 5.5 = 1 oldugundan her
elemanin ¢arpvmsal tersi kendisidir. Yani, > = 1(6) denkleminin Z¢ da ¢éziimleri
mevcutiur.

(2) U(Z12) = Zy = {m € Z12 | ebob(m,12) = 1} = {1,5,7,11} dir. Burada her
elemamin tersinin kendisine egit olduguna dikkat edilmelidir.

(3) U(Zs) = Z; = {m € Zs|ebob(m,5) = 1} = {1,2,3,4} olup 23 = 1
oldugundan Zs de 2 kalan sinifinan tersi 3 diir.

(4) p asal sayr olmak izere Z, de tersi kendisine esit kalan sinyflary bulalim.
T € Zp kalan simfimn tersi kendisine esit ise, v.x = x* = 1(p) dir. Buradan

p | 22 — 1 olup p asal oldugundan p | x — 1 veya p | x + 1 dir. O halde v —1 =0

veyaz+1=0olupT=1veyaT=—1=p—1 elde edilir.
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2 —m ise, m kalan simifina idempotent denir. 0, 1 € Z,

(5) m € Zy, verilsin. m
idempotent elemanlardir. Z1o da sifirdan ve birden farkly idempotent elemanlar 5
ve 6 dir.

(6) m € Z,, olmak iizere m' = 0 olacak sekilde t > 0 tam sayisi mevcut ise,
m kalan simifina nilpotent denir. 0 € Z, nilpotent elemandir. Zg da 0, 3 ve 6

nilpotent elemanlardir.l]

Simdi n > 1 tam says1 icin ¢(n) degerini karakterize edelim. Oncelikle agagidaki

yardimc1 teoremleri vermemiz gerekmektedir.

Yardime1 Teorem 1.2.2. m,n,c,my, ma, ..., m; tam sayilars verilsin (t > 2). Bu
takdirde ebob(mims...my,n) = 1 olmasi icin gerek ve yeter kogul heri =1, 2, ..., t

igin ebob(m;,n) = 1 olmasidur.

Kamnit. t izerine tiimevarimla kamt yapilir. Biz burada ¢ = 2 i¢in iddiay: kanitla-
yalim.

(=) ebob(mima,n) = 1 olmak flizere ebob(mi,n) = d olsun. d|m; oldugundan
bdliinebilme 6zelligi geregince d | mims olup d, n ve mymsg tam sayilarinin bir
ortak bolenidir. ebob(mimsa,n) = 1 oldugundan d = 1 olmalidir. Benzer gekilde
ebob(mg,n) = 1 oldugu gosterilebilir.

(<) Iki asal kalan simfinin ¢arpimi asal kalan sinifi oldugundan bu yonlii kanit
aciktir.[J

Yardimei Teorem 1.2.3. 1 < u, v € Z ig¢in ebob(u, v) = 1 ise, p(uv) = ¢p(u)p(v)
dir.

Kamt. |Z;| = ¢(u) ve |Z;| = ¢(v) oldugundan Z} = {Z1, T3, ..., Teu)} ve Z; =
{U1, 25 s Yp(v)} diyebiliriz. §imdi

S={uy;, +vr; €Ly, |i=1,2, ..., 0(v)vej=1,2 ..., ¢(u)}

kiimesini tanimlayalim. T = uy, + vz;, § = uy, + vzy € S olmak iizere z = y(uv)
olmasi icin gerek ve yeter kogulun y; = yr(v) ve z; = 24(u) olmast oldugu aciktir.
Dolayisiyla S kiimesinin elemanlar: tam olarak T; € Z;, ve §; € Z;, kalan simflarinin
farkl secimleri ile olusan uy; + vz, elemanlaridir ve bundan dolay: |S| = |Z5||Z}| =
d(u)p(v) dir. Simdi S = ZF, esitligini gosterelim. T € S olsun. Bu takdirde, T =
uy; + vz, olacak sekilde y; € Z% ve T; € Z7 vardir. ebob(u, x;) = ebob(u, v) = 1
oldugundan Yardimc: Teorem 1.2.2 geregi ebob(u, ve;) = 1 dir. ebob(x, u) = d ise,
T = uy; + vz, oldugundan d|vz; olup d pozitif tam sayisi vz, ve u tam sayilarimin
bir ortak bolenidir (T = uy; + va; € S C Zy, oldugundan bir k € Z i¢in « = uy; +
vaj + (uv)k olup ebob(z, u) = d oldugundan d|vz; dir). Boylece ebob(u, va;) = 1



Grup Teorisi- I 31

olmas1 geregi d = 1 dir. Benzer gekilde ebob(x, v) = 1 dir. Tekrar Yardimc1 Teorem
1.2.2 kullanilirsa ebob(z, uv) = 1 oldugu elde edilir ve buradan z € Z,, dir.
Tersine T € Z%, olsun. Bu takdirde, ebob(z, uv) = 1 ve buradan ebob(z, u) = 1
ve ebob(z, v) = 1 dir. Hipotez geregi ebob(u, v) = 1 oldugundan miimkiin a, b €
Z i¢in ua + vb = 1 esitligi yazilabilir ve esitligin her iki tarafi x ile carpilirsa
uwax + vbx = x elde edilir. ebob(a, v) = d ise, d|a ve d|v dir ve ua + vb = 1 esitligi
geregi d = 1 dir. ebob(a, v) = ebob(z, v) = 1 oldugundan Yardimc: Teorem 1.2.2
geregi ebob(ax, v) = 1 olup az = 7, € Z; dir ve boylece ax = y; + vc olacak
sekilde ¢ € Z vardir. Benzer sekilde bir e € Z icin xb = x; 4 ue esitligi yazilabilir.

uax + vbr = z esitliginde xb = x; + ue ve ax = y; + vc degerleri yerine yazilirsa

T = wuax+ vbx
u(y; + ve) + v(x; + ue)

uy; + uve + vr; + uve

uy; + vz + uve +c)

= uy; +vzj(uwv)

*

bulunur. S kiimesinin tanimi geregi © € S dir. O halde S = Z}, olup ¢(uv) =
|Z%,| = P(u)p(v) esitligi elde edilir.O

Teorem 1.2.1. 1 < n tam sayisinin asal ¢arpanlarna ayriigs n = pﬁlpgz...pfc’“
olsun. Bu takdirde ¢(n) = ¢(pi")d(p%)...0(py*) dir.

Kanat. k lizerine tlimevarim uygulayalim. £ = 2 olsun. n = p’il p? olup p1 ve po

farkl asal sayilar oldugundan ebob(p}', p?) = 1 dir ve Yardimec: Teorem 1.2.3 geregi

p(n) = p(p})p(p%) dir.0

Teorem 1.2.2. (Fermat Teoremi) p € P ve m € Z olmak tizere ebob(m, p) =1
olsun. Bu takdirde mP~* = 1(p) dir.

Fermat Teoreminin kanit1 agagida kanitlayacagimiz Euler Teoreminin sonucu

olarak verilir.

Teorem 1.2.3. (Euler Teoremi) 1 < n € Z olmak iizere ebob(m, n) = 1 olacak

sekilde herhangi bir m tam sayisi verilsin. Bu takdirde m®™ = 1(n) dir.

Kamt. Z,, de m asal kalan sinifin1 alalim ve sabitleyelim. Onerme 1.2.3 geregince

m terslenebilirdir. Her € Z, icin
f(@) =mzx=mz

ile tamumh f : Z}, — Z} doniigiimil verilsin. m terslenebilir oldugundan
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f@=fH = mr=my<= mex=my(n) <= T=7

olup f, bire-bir fonksiyondur. Z;, = {71, Ms, . .., My} kiimesi sonlu oldugundan

f ortendir. Buradan

MM My(ny = f(0).f([W2)...f (Mgn))

olup m?™ =T yani m?™ = 1(n) elde edilir.0]

Ornek 1.2.3. (1) 3?7 nin 5 ile boliminden elde edilen kalan: bulmak icin Fermat

teoreminden yararlandirsa ¢(5) = 4 oldugundan

34 = 1(5)
(3% = 1(5)
olup
327 — 324+3 — 32433 = 33(5)
= 2(5)

elde edilir.

(2) 13%° tam sayrsinan 16 ile bolimiinden kalan: hesaplayalim. ebob(13,16) = 1
oldugundan Euler teoremi geregi 139016 = 1(16) dur. Onerme 1.1.7 den ¢(16) =
#(2%) = 2% — 23 =8 olup 13% = 1(16) dir. Buradan 13°° = 13%6.13%(5) = 13%(5) =
9(16) elde edilir.

(3) 4141 tam saypsiman sondan iki basamagini hesaplayalm. 41*1 tam sayrsinan
sondan ki basamagimi bulmak icin saynin 100 ile boliminden kalany bulmaliyiz.
ebob(41,100) = 1 oldugundan Euler teoremi geregi 419(1%°) = 1(100) diir. Teorem

1.2.1 ve Onerme 1.1.7 kullanilirsa
#(100) = ¢(22.5%) = ¢(22).4(5%) = (4 — 2)(25 — 5) = 40

olup 41%° = 1(100) diir. Buradan 41*! = 419,41 = 41(100) elde edilir.

(4) Euler Teoreminden ebob(m,n) = 1 olmak iizere m®™ = 1(n) oldugu bi-
linmektedir. Burada ¢(n) dejeri m* = 1(n) kosulunu saglayan en kii¢ik dogal say:
olmayabilir. Ornek olarak m = 5 ve n = 12 tam sayiarine alalm. ebob(5,12) = 1 ve
#(12) = $(4.3) = ¢(4).0(3) = ¢(22).2 = 2.2 = 4 olup Euler teoreminden 5* = 1(12)
bulunur. Buna karsin 5% = 1(12) dir.

(5) m® = 1(n) kogulunu saglayan en kiigik dogal sayimin t oldugunu kabul

edelim. Bu takdirde, m* = 1(n) olmas: igin gerek ve yeter kosulun t | v olmasidur.
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m* = 1(n) ise, Z de bolme algoritmasindan u =tk +r ve 0 < r < t olacak sekilde
k,r € Z mevcuttur. Buradan, m* = m**t" = m* m" =m" = 1(n) olup 0 < r < t
ve m* = 1(n) kogulunu saglayan en kiigik dogal sayr t oldugundan r = 0 bulunur.
Tersine, u = tk ve m' = 1(n) oldugundan m* = 1(n) olduju agiktrr.

ebob(m,n) = 1 olsun. m* = 1(n) kosulunu saglayan en ki¢ik dogal says t,
o(n)’in bir bolenidir.

(6) #(10) = ¢(5) = 4 egitligini yazabiliriz. Genel olarak n tek tam sayisi i¢in
?(2n) = ¢(n) oldugunu gosterelim. n tek dogal sayr oldugundan 2 1 n olup n’nin
asal par¢alaniginda 2 ’nin kuvvetleri mevcut degildir. Dolayisiyla ebob(n,2) =1 dir
ve Teorem 1.2.1 geregi ¢(2n) = ¢(2)¢p(n) = ¢(n) elde edilir. Benzer yontemle n
¢ift tam saysi igin ¢(2n) = 2¢(n) oldugu gdsterilebilir.

(7) n = pi*pk2...pke olsun. n = Zd‘n o(d) oldugunu gésterelim. Teorem 1.1.6 dan
d | n olmast i¢in gerek ve yeter kogul 1 < i < w igin 0 < k; < t; olmak iizere d =
phiphz. phe seklinde olmasudir. Teorem 1.2.1 geregi ¢(d) = d(pi)p(p5?)...d(pkw)

dur. Bu durumda

Zd|n¢(d) = 231 k,,_0¢( )
(14 6(p1) + 6(01) + - + ST [1+ d(pu) + ¢(P2)-- + S(ph)]
= pi'ph..pl

elde edilir.

(8) ¢(n) =4 olacak sekildeki n tam sayilarine bulalim. p | n ise, p—1 | ¢(n) = 4
olup 4 tam sayrsiman pozitif bolenleri {1,2,4} oldugundan p —1 =1, 2, veya 4 olup
p asalr 2, 3 veya 5 olmalidir. Dolayisiyla n = 2435 seklindedir. Diger taraftan

2u=t4, 39714 ve 571 | 4

oldugundan u < 3, v < 1 ve t < 1 dir. Buradan tim mimkin n tam sayilarinin
kiimesi {5,8,10,12} bulunur.

(9) ¢(n) = ¢ denkleminin sonlu tane ¢éziime sahip oldugunu gésterelim. p* | n
ise, p*~1 | ¢ olup c = p*ta olacak sekilde a € Z vardwr. Buradan pc = p a ve
pt < pla < ” 9 < 9¢ elde edilir (her p asaly igin 1 < 35 <2 olup p'a < p la <
2pta = 2c e;’ttszzhgz saglanar). Dolayisiyla p* asal kuvvetlermm sayist sonlu olur.
Bdéylece p* tam sayilarinin ¢arpima olarak yazilabilen n sayilarida sonludur.

(10) (9) da verilen ¢éziimiin sonlu olmasi ¢ézimiin mevcut oldugu anlamina
gelmez (Bog kiime sonludur). 3 = ¢(n) olsun. Bu takdirde p | n ise, p—1 | 3
oldugundan p—1 = 1 veya p—1 = 3 olmalidir. Dolayisiyla p asal oldugundan p = 2
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olup n = 2% seklindedir. p(n) = 2*~1(2—1) = 3 oldugundan 2“1 = 3 ¢eliskisi elde
edilir. Sonug olarak 3 = ¢(n) olacak sekilde n tam sayist mevcut degildir.

(11) (Wilson Teoremi) 1 < n € Z olsun. n tam sayisimn asal olmasy igin
gerek ve yeter kogul (n — 1)! = —1(n) olmasidar, gésterelim.

n asal say ise, igin Onerme 1.2.8 gerei Z,, de 0 dan farkl her kalan siafin
tersi mevcuttur. Dolayiswyla Z.,, de tersi kendisine esit olan elemanlar 1 ve —1 dir.
Diger sayilarin tersi kendilerinden farkl olup bu kalan siniflar ikiser-ikiser grup-
landvrlirsa, bu gruplarn carpimlar 1 dir. O halde 1,2,...,n — 1 kalan sinsflarinan

carpyms —1 olur. Buradan
1.2---(n—=1)=(n-1)=-1(n)

oldugu gorilir. Tersine, 1 < m < n olmak izere n = mk olsun. (n — 1)! = —1(n)
ise, n | (n—1)!4+1 olup m | n oldugundan m | (n— 1)1+ 1 dir. Buradan (n—1)! =
—1(m) yazbr. Ayrica m < n oldugundan m < n — 1 elde edilir. Bu durumda
m | (n—1)! olup (n—1)! =0= —1(m) dir. Boylece m — 1 =0 egitliginden m = 1
dur.O
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1.2 Ahsgtirmalar

1.

10.

11.

12.

13.

m € Z olsun. Bu takdirde m? = 0 veya 1(3), m3 = 0, 1veya 6(7) ve m* =
Oveya 1(5) oldugunu gosteriniz. Ayrica m tek tam sayi ise, m? = 1(8) oldu-

gunu kanitlayiniz.

. 2<n€Zign ¢(n) dogal sayisinin ¢ift oldugunu kanitlayimiz.

. ebob(m,n) = 1 ise, m®™ 4+ n?(™ = 1(mn) oldugunu gosteriniz.

. Z14 de n.6 = 0 olacak sekilde en kiiciik n pozitif tam sayisim bulunuz.

. Zoy de 7" =T olacak sekilde en kiiciik n pozitif tam sayisin belirleyiniz.

. Zog’nin sifir bolenlerini, terslenebilir elemanlarini, idempotent elemanlarini,

nilpotent elemanlarini ve m?(%) = 1(20) olacak sekildeki 7 € Zyo bulunuz.

. n > 1 tam say1 olsun. Agagidaki ii¢ ifadenin denk oldugunu kanitlayiniz.

(a) n asal sayidir.
(b) Zr = 7,\{0} dir.

(¢) Z,, sifir bolen icermez.

. n =16, 147, 854, 1000 tam sayilar1 i¢in ¢(n) degerini hesaplayimz.

. L5, Ly ve L3y kiimelerini bulunuz.

17 € Zo3 asal kalan sinifimn garpma iglemine gore tersini bulunuz.

p € P olsun. m € Z; kalan simfinin ¢arpma iglemine gore tersinin mP=2 € Z,

oldugunu kanitlayiniz.
p €Pvem,n € Zolsun. (m+n)? = m+ n(p) oldugunu gosteriniz.

31 m olacak sekildeki her tek m € Z icin m? = 1(24) oldugunu gosteriniz.
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1.3 Z, de Bir Bilinmeyenli Dogrusal Denklemler
1 < n € Z olsun. ag, a1, as, ..., a;y € Z olmak iizere derecesi m > 0 olan
f(@) = apma™ + apm_12™ L+ .+ arz + ag

polinomunu alahm. @ € Z,, olmak iizere n|f(a) ise x = a, f(z) = 0(n) denkleminin
¢Oziimii (veya f(x) polinomunun modiilo n kdkii @ € Z,,) * = a € Z,, kalan simifidir.

Bu béliimde, bir bilinmeyenli f(z) = a1z + ap = 0(n) dogrusal denkleminin
¢oziimlerinin hangi kosullar altinda mevcut oldugunu arastiracagiz ve Cin kalan

teoremini kanitlayacagiz.

Tanum 1.3.1. mz = ¢ (n) seklindeki denkleme, bir bilinmeyenli dogrusal kong-
rians denir. {9 € Z|mxo = c¢(n)} kiimesine de, dogrusal kongriiansin ¢é-

zum kiimest adr verilir.

mz = ¢(n) kongrilansinin bir ¢6zlimii x¢ ise, her x € Tg i¢in x = x (n) oldu-

gundan zg € Z, modiilo n kalan simifindaki tiim tam sayilarda bir ¢ozliimdiir.

Yardime1 Teorem 1.3.1. ebob(m,n) =1 ise, maz = c(n) kongriansinin ¢éziumi
vardir ve m’ € Ly, elemans m € 7, nin tersi olmak iizere ¢6zim T = cm’ € Z.,, tek

kalan simaftor,

Kanat. ebob(m,n) = 1 olsun. Bu takdirde 7 € Z% olup mm’ = T olacak sekilde
m' € Z, vardir. O halde T = &m’ alinirsa, = em’(n) bir ¢dziimdiir. Coziimiin
tekligini gosterelim. mz1 = ¢(n) ve mxo = c¢(n) ise, mz1 = mas (n) olup Mz =
maxy dir. Esitligin her iki tarafi m’ ile carpilir ve gerekli diizenleme yapilirsa z; =
x2 (n) elde edilir. O

Onerme 1.3.1. mz = ¢ (n) kongriansinin ¢éziminin mevcut olmass i¢in gerek ve
yeter kosul ebob(m,n) = d|c olmasidir. Bu durumda m’ kalan sinaf, 5 modiiliine
gore 7 kalan sinsfiman tersi olmak tizere v, = gm/ + Zr(n) (0 <r < d) seklinde n

modiiline gore d-tane kalan sinif ¢ozim vardr.

Kanit. mz = c¢(n) dogrusal kongiirans: verilsin ve d = ebob(m,n) olsun. Buradan
mz = c¢(n) iken n | max — ¢ olup mx — ny = c olacak sekilde y € Z vardir.
ma — ny = c denklemi iki bilinmeyenli Diophantus denklemidir. Onerme 1.1.2
geregince bu sistemin bir ¢ziimiiniin olmas igin gerek ve yeter kogul d | ¢ olmasidir.

Simdi Onerme 1.1.2 de ifade edilen genel ¢oziim = = 2o + Zu (u € Z) i¢in x¢

¢Oziimiinii bulahm. ebob(m,n) = d ve d | ¢ oldugundan %z = §(%) kongriiansi

yazalabilir. Sonug 1.1.2 geregince ebob(Z, 2

%, 5) = 1 olup Yardimci teorem 1.1.2 den
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m

7 . . . 4
m’ kalan siufi, % kalan siifinin modiilo % tersi olmak tizere zo = §m (%) tek

¢Oziimdiir. Diger taraftan %m/ =1(4)olup 5 | ™7 —1den mm’ = d(n) elde edilir.

cm/

Buradan 7o = “~ € Z, almirsa, mzg =

mem’ _— (mm’

= (M7 )e = ¢(n) bir ¢oziimdiir.
Dolayisiyla 2 = 2o+ 5u (u € Z) genel ¢oziimdiir. Bolme algoritmasindan u = dk+r
ve 0 < r < d olacak gekilde tek tiirli k,r € Z vardir. Bu takdirde, 0 < r < d olmak

lizere

T, = Zo+ Gu
xo + 5 (dk + )
xo +nk+ 77

= %m/ + 47 (n)

¢oziimleri bulunur.O

Ornek 1.3.1. (1) 38z = 16 (112) kongriians denklemini ¢izelim. ebob(38,112) =
2 dir ve buradan 2 | 16 olup Onerme 1.3.1 gereji sistemin 2-tane modilo 112
kalan swmaf ¢oziimi varder. 38z = 16 (112) ise, 192 = 8(56) yazilabilir. 19 kalan
sinafinan modiilo 56 da tersi 3 oldugundan son elde edilen esitligin her iki tarafi 3
ile ¢arpilirsa, xo = 24(56) ¢ozimi bulunur. Genel ¢oziim r = 0,1 olmak tizere x =
T + 567(112) oldugundan 112 modiiliine gére ¢iziimler 24 ve 80 kalan siniflaridar.

(2) 62 = 9(21) verilsin. Onerme 1.3.1 geregi ebob(6,21) = 3 ve 3 | 9 oldugundan
sistemin 21 modiiliine gore 3-tane ¢éziimi vardir. Verilen denklem ebob(6,21) = 3
oldugundan 2z = 3(7) seklinde sadelestirilebilir. 2 kalan sinifinin modilo 7 de tersi
4 oldugundan xo = 12 = 5(7) ¢dziimi bulunur. Bu takdirde genel ¢ézim v = 0,1, 2
olmak iizere x = 5 + 7r(21) olup ¢oziimler 5, 12, 19 kalan simiflaridar.

(3) 152 = 37(137) denklemini alalvm. Euclid algoritmas: yardimayla 15 ile 137
nin ebob’ini hesaplayalim. 137 = 15.942 ve 15 = 2.7+1 oldugundan ebob(15,137) =
1 oldugu gorilir. Verilen sistemin Onerme 1.3.1 geredi bir tek ¢ozimi vardar.
Modiilo 137 de 15 kalan swmfiran tersini bulalim. Euclid algoritmasindan 1 =
64.15 — 7.137 olup 64.15 = 1(137) elde edilir. O halde 15x = 37(137) sistemi i¢in
xog = 37.64 = 39(137) bulunur.

(4) 13z = 27(52) sistemi igin ebob(13,52) = 13 ve 13 1 27 oldugundan Onerme
1.8.1 geregi ¢oziim mevcut degildir.

(5) 3z = 7(13) kongriians denklemini ¢ézelim. ebob(3,13) = 1 oldugundan
Onerme 1.3.1 den bu kongrians denkleminin ¢ézimi var ve 13 modiliine gére
tek kalan simiftir. 3 kalan sinafinan modiilo 13 tersi 9 oldugundan 9.3x = 7.9(13)
olup © = 11(13) bulunur.

(6) 16x = 24(40) kongriians denkleminin ¢ozimlering arastiralim. ebob(16,40) =
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8 ve 8 | 24 oldugundan Onerme 1.3.1 geregi sistemin 8-tane modilo 40 ¢ozimii
vardwr. 162 = 24(40) ise, ebob(16,40) = 8 oldugundan 2x = 3(5) yazilabilir. Modiilo
57de 2 kalan sinafiman tersi 3 oldugundan xo = 9 = 4(5) olup genel ¢éziim r =
0,1,2,...,7 olmak dizere x, = 4 + 5r € Zgo bulunur.

(7) Z11 de 3T +2 = 6 denkleminin ¢ézimlerini bulalim. 3T +2 = 6 ise, 3.7 = 4
olup 3z = 4(11) kongriians denklemi yazlabilir. Buradan 3 kalan sinifinan modiilo
11’ gére tersi 4 oldugundan tek ¢éziim T = 16 = 5 bulunur.

(8) Z157 kiimesinde 31 kalan simifiman tersini bulalvm. 31x = 1(157) kongriians
denklem sistemini ¢ézmeliyiz. Ebob’i bulmak i¢cin Euclid algoritmast uygulanirsa

157=3154+2ve 31 =2.15+1
olup ebob(157,31) = 1 = (—15)157 + 76.31 dogrusal toplam yazilabilir. Buradan
157 | 76.31 — 1 elde edilir. Sonug olarak 31 kalan sinsfinan tersi 76 kalan sinafidar.C]

Simdi "3 ile boliimiinden kalan 2, 4 ile béliimiinden kalan 3 ve 5 ile boliimiinden
kalan 4 olan en kiiciik pozitif n tam sayisi nedir?" sorusunu ele alalim. Hipotezden,
3|ln—2,4|n—-3veb|n—4olupn =23),n=34) ve n = 4(5) dogrusal
kongriians denklemlerinin ortak ¢oziimii aranir. Cin kalan teoreminde bu tiir denk-
lem sisteminin ¢oziimlerinin hangi sartlar altinda mevcut oldugunu kanitlayacagiz.

m = c(n) ise, ebob(m,n) = ebob(c,n) oldugu agiktir.

Teorem 1.3.1. (Cin Kalan Teoremsi) ny, na,...,n; ikiser-ikiser aralarinda asal
olan 1 den biyik tam sayilar ve c1,co, ..., ct € Z olmak tizere n = nins...nt olsun.
Bu takdirde,

= c¢1(n)

= C2 (ng)

x = ci(ng)
sisteminin modilo n bir tek kalan sinifs ¢ozimi vardar.

Kamt. j=1,2,...,tigin Nj = H;#Z n; olsun (6rnegin, j = 1igin N1 = nang...n; ve
Jj =2 ig¢in Ny = nyns...n dir). Bu takdirde her ¢ € {1,2,...,t} icin ebob(n;, N;) =1
oldugundan Yardimc teorem 1.3.1 den a; N; = 1 (n;) olacak sekilde a; tam sayilar
vardir. = (¢1a1 N1)+(caaaNa)+...4(cra; Ny) olsun. Bu takdirde her i € {1,2,...,¢}
i¢in z = ¢;(n;) olup ¢oziim elde edilir. Simdi tekligini gosterelim. Her i € {1,2,...,t}
icin 1 = ¢; (n;) ve 29 = ¢; (n;) olacak sekilde x1, x2 € Z, olsun. Buradan n; |
x1 — x olup Yardimer teorem 1.1.4 geregi n | z1 — x2 elde edilir. Dolayisiyla ¢oziim
tektir.[]
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Ornek 1.3.2. (1) 3 ile bolimiinden kalan 2, 4 ile boliminden kalan 3 ve 5 ile
bolimiinden kalan 4 olan en kiicik pozitif n tam sayisine bulalim. Istenen n sayist

1¢IN

1/
= W
—
(2 TSN
= =

denklemn sisteminin en kii¢tik pozitif tam sayw ¢ézimidir. ebob(3,4) = 1, ebob(3,5) =
1 ve ebob(4,5) = 1 oldugundan Cin kalan teoremi geregi bir tek modilo 60 = 3.4.5
kalan simf ¢oziimii vardir. x = 2(3) ise, 3 | x —2 olup a € Z i¢in x = 2+ 3a egitliji
elde edilir ve bu egitlik x = 3(4) denkliginde yerine yazilirsa 2 + 3a = 3(4) olup
3a = 1(4) bulunur. ebob(3,4) = 1 oldugundan Onerme 1.3.1 geregi sistemin bir tek
¢oziimdi vardir ve 3 kalan sinifinen modiilo 4 tersi 3 oldugundan 3.3a = 3(4) olup
a = 3(4) elde edilir. Buradan b € Z i¢in a = 3+4b olup x = 2+ 3a egitliginde yerine
yazilirsa x = 2+ 3(3 + 4b) = 11 + 12b elde edilir. Son elde edilen egitlik x = 4(5)
denkliginde yerine yazilirsa 11+ 12b = 4(5) den 12b = 3(5) dir. Buradan 12 = 2(5)
oldugundan 2b = 3(5) olup her iki 2 nin tersi 3 ile carpilirsa b =9 = 4(5) bulunur.
Dolayrswyla bir ¢ € Z igin b = 445¢ dir ve x = 11+12b = 11+ 12(445¢) = 594 60c

bulunur. Dolayisiyla istenilen kosulu saglayan en kiigik pozitif tam sayi 59 dur.

(2) (1) de aranan n saysine en biyik ¢ basamakl pozitif tam sayr olarak
isteyelim. ¢ € Z olmak tizere genel ¢oziim n = 59+ 60c oldugundan c = 15 alinirsa,

n = 959 bulunur.

(3) Asagrda verilen sistemin ¢ézimlerini Cin kalan teoreminin kamitindaki yon-

temle bulalim.

Il

[\
—~

w
~

|

=~
—

~
=

c1=2,c0=3,¢c35=4,n1 =3, n2 =5 wvens =7 dir. ebob(3,7) =1, ebob(3,5) =1
ve ebob(5,7) = 1 oldugundan verilen sistemin Cin kalan teoremi geregi bir tek
modilo 105 kalan sinsf ¢éziimi vardwr. Teoremin kanstinda alinan N1 = 5.7 =
35, Ny = 3.7 = 21 ve N3 = 3.5 = 15 sayilari i¢in ebob(35,3) = ebob(21,5) =
ebob(15,7) = 1 oldugundan Onerme 1.2.8 gereji siraswyla modiilo 3, modiilo 5 ve
modiilo 7 tersleri mevcuttur. Ny = 35 = 2(3) olup Ny’in tersi ay = 2, Ny = 21 =
1(5) olup Na’nin tersi as = 1 ve N3 = 15 = 1(7) olup Ns3’iin tersi as = 1 dir.
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Buradan
x = (c1a1N7) + (c2a2N3) + (csasN3)

= 2352+321.1+4.1.15

= 263

= 53(105)
¢oziimi elde edilir.

(4) ni, na,...,ng ikiser-ikiser aralarinda asal olan 1 den biyik tam saylar

olmak iizere n = ning..ny olsun. ¢(n) = P(n1)Pp(na)...d(nt) esitligi, Cin kalan

teoreminin sonucu olarak da verilebilir.

t tdzerine timevarim uygulanarek kanit yapilabilir. Biz sadece t = 2 olmak tizere
n = ning i¢in kamtlayalim. 1 < x < n ve ebob(x,n) =1 olacak sekilde x tam sayist
verilsin. Bu gekildeki x tam sayarimn saypise ¢(n) dir. Bu takdirde, © = ¢q (n1)
ve & = ca(n2) olacak sekilde ny modiiliine gére c; kalan simafs ve ny modiiline
gore co kalan swnfy tek tirli belirlidir. ebob(x,n) = 1 oldugundan Teorem 1.5.1
geregi ebob(ci,n1) = 1 ve ebob(ca,ng) = 1 dir. Diger taraftan 0 < ¢; < ny wve
ebob(c1,n1) = 1 olacak gekilde ¢1 (bunlarin sayist $(ny) dir) ve 0 < ¢y < ng ve
ebob(ca,na) = 1 olacak sekilde co (bunlarn sayist ¢p(n2) dir) tam sayilar: verildi-
ginde, Teorem 1.3.1 gerefince © = ¢ (n1), * = ca (n2) ve 0 < x < n olacak gekilde
tam bir tane x tam sayst vardir. Dolayiswyla ebob(x,n) = 1 olacak gekilde x tam
sayilariman sayise p(n) = ¢(ny)P(nsa) dir.

n = piph..ph = T, Pl olsun. Bu takdirde ¢(n) = T, (pi) olup Onerme
1.1.7 geregince

o) = Il pi(1— 1)
= ([Tiz 2 H(ITim (i - 1)
= (Ili, p?)(H?:l(l - pi))
= an;:l(]' - p%)

elde edilir.0]

Teorem 1.3.2. (Genellestirilmis Cin Kalan Teoremi) 1 < ni, na,...,n; tam
saylar ve c1,ca, ..., ¢y keyfi tam sayilar olsun. Bu takdirde,

= C1 (77,1)

= Cg(ng)

x = ci(ng)
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sisteminin bir ¢éziminin olmast i¢in gerek ve yeter kogul farkh i,j € {1,2,...,t}
igin ebob(n;,n;) | (¢; — ¢;) olmasidr.
Bu durumda verilen sistemin modiilo ekok(ny,na,...,n:) bir tek kalan sinif ¢o-

zimi vardr.

Kanit. (=) xo sistemin bir ¢dziimii olsun. Bu durumda farkli 4,5 € {1,2, ..., ¢} icin

z0 = ¢i(n;) ve 2o = ¢;j(n;) olup belirli bir a € Z icin
xo = ¢; + nia = ¢j(ny)

dir. Dolaywsiyla nja = ¢; — ¢;(n;) sistemi ¢oziilebilirdir ve Onerme 1.3.1 geregi
ebob(n;,nj) | (¢; — ¢;) elde edilir.

(<) t tzerine tiimevarim uygulayahm. ¢ = 2 ve d = ebob(n1,ng) olmak iizere
d | (1 — ¢2) oldugunu kabul edelim. x = ¢1(n1) kongriiansim gozoniine alalim. O
zaman bir a € Z i¢in © = ¢1 + an yazlabilir. Elde edilen bu son esitlik © = c2(ns)
denklem sisteminde yerine yazilirsa @ = ¢; + any = ca(n2) olup any = ¢z — ¢1(n2)
dir. d|cz — ¢; oldugundan Onerme 1.3.1 geregince an; = ¢y — ¢1(n2) kongriiansinin

¢Oziimii mevcuttur. Boylece Yardimc: teorem 1.3.1 den

sisteminin %2 modiiliine gore bir tek ¢6ziimii vardir. Bu ¢6ziim @g € Z"TZ ise,u € Z

i¢in @ = ap + u"# seklinde yazilabilir. Bylece Teorem 1.1.6 (3) kullanilirsa

r = c1+ang

= ¢+ (ag +u)ny

ninz
d

= c¢1+taon, +u

= ¢ +agn, + u.ekok(ny, ns)

c1 + apn, (ekok(ny, ng))

¢ozlimii elde edilir. ¢ > 2 olmak {izere ¢ den kiigiik dogal sayilar icin iddia dogru ol-
sun. Bu takdirde, ilk t—1 kongriianstan olugan sistemin x = ¢ (ekok(n1, na, ..., nt_1))

olacak sekilde ¢oziimii mevcuttur. Simdi

= c(ekok(ni, na, ..., ni_1))

C¢ (’I’Lt)

sisteminin ¢oziimiinii bulalim. C6ziim i¢in Onerme 1.3.1 geregince

ebob(ekok(ny, na, ..., ni_1), ng)|(c — ct)
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oldugunu gostermek yeterlidir. d; = ebob(ekok(ny, na, ..., ng_1), nt) olsun. Sonug
1.1.4 geregi d; = ekok(ebob(ni, ny), ebob(na, nt), ..., ebob(n;_1, ny)) dir. Tk ¢ — 1

kogriiansin ¢6ziimii ¢ oldugundan

¢ = ¢ (m)
c = ca(n9)
c = C-1 (ﬂt—l)

olup her i € {1, 2, ..., t — 1} i¢in n;|(c — ¢;) dir. Dolayisiyla tam sayilardaki boliine-
bilme ozelliklerinden ebob(n;, n;)|(c—c;) yazlabilir. Hipotez geregi ebob(n;, n)|(c;—
¢¢) oldugundan ebob(n;, nt)|(c—c¢) olup di|(c—¢;) dir. Cin kalan teoreminin kaniti

yardimiyla ¢oziimiin teklikle belirli oldugu gosterilebilir.[]

Ornek 1.3.3. "Bir taburdaki askerler 2 serli gruplandimldiginda 1 asker, 4 erli
gruplandirildiginda 3 asker ve 6 sarly gruplandiridiginda 5 asker grup diginda kal-
maktadir. Bu taburdaki asker sayisi 300 ile 1300 arasinda olduguna gére taburda

en fazla ka¢ asker vardur” problemini alalim. Bunun i¢in

= 1(2)
3(4)
x = 5(6)

sisteminin ¢ozimint bulmaliyz. ebob(2,4) = 2, ebob(2,6) = 2, ebob(4,6) = 2 ve
2|3-1,5—-1,5—3 oldugundan genellegtirilmis Cin kalan teoremi geregi sistemin
ekok(2,4,6) = 12 modiline gore bir tek ¢oziumi vardwr. Modilo 12 ¢ézimi o ise,
genel ¢oziim x = xo + 12k (k € Z) oldugu a¢iktir. x = 1(2) ise, bir a € Z ig¢in
x =14 2a = 3(4) olup 2a = 2(4) bulunur. Buradan a = 1(2) kongrians denklemi
elde edilir. a = 1+ 2b aliarsa © = 1+ 2a = 1+ 2(1 + 2b) = 3 + 4b = 5(6)
dur. Dolayisiyla 2b = 1(3) olup b = 2(3) denkligi bulunur. b = 2 + 3¢ alinirsa,
x=3+4b=3+4(2+ 3c) =11 + 12¢ genel ¢ozimi elde edilir. O halde taburdaki
asker saysi en fazla ¢ = 107 i¢in x = 11 4+ 12.107 = 1295 olabilir.C]



Grup Teorisi- I 43

1.3 Ahgtirmalar
1. 19 € Zs3 asal kalan simfinin ¢arpma, islemine gére tersini bulunuz.
2. 28z = 15(107) ve 21z = 39(12) kongriianslarimin ¢6ziimii varsa, bulunuz.

3. Agagida verilen kongriians sisteminin ¢oziimlerini bulunuz.

z = 3(17)
x = 5(25)
4 z=1(2)
x =2(3)
x=3(5)
x=5(7)

kongriians denklem sisteminin ¢oziimiinii bulunuz.

5. x = 2(6)
x =4(8)
kongriians denklem sisteminin ¢éziimiinii bulunuz.
6. x = 4(9)
x=17(12)

kongriians denklem sisteminin ¢oziimiinii bulunuz.

7. p € P olsun. Fermat teoremini kullanarak 2P~ — 1 = 0(p) kongriiansinin

¢Oziimlerini bulunuz.
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Bolum 2

GRUP TEORISININ TEMEL
KONULARI

2.1 Grup Tanimi, Ornekler ve Elemanter Ozellikler

Iki matrisin toplamina kargilik bir matris, iki permiitasyonun (miimkiin olan) bileg-
kesine karsilik bir permiitasyon, iki tam sayinin toplamina veya ¢arpimina kargilik
bir tam say1 ve bunun gibi bogtan farkli bir kiimenin elemanlarindan olugan (a,b)
gibi her siralanmig ¢iftine kargilik belirli bir kurala gore bu kiimenin bir tek elema-
nin1 kargilik getiren sézkonusu doniigiimler birer fonksiyondur. Boyle fonksiyonlarin
genel tanimini ve Ozelliklerini verelim.

G bostan farkl bir kiime olmak {izere * : G x G — G fonksiyonuna G kiimesi
tizerinde ikili iglem ve (a,b) sirali ikilisinin goriintiisii olan a * b elemanina a ile
b elemanlarinin ¢arprma ("«" ikili islemi toplama "+" iglemi ise, a + b elemanina
a ile b elemanlarinin toplamai) denir. Bu durumda (G, ) ikilisi cebirsel yap:
olarak adlandirilir. Simdi verilen bir (G,*) cebirsel yapisinin temel ozelliklerini
tamimlayalim.

G1. Birlesme Ozelligi. Her a,b,c € G icin a * (b* ¢) = (a * b) * c esitligi
gercekleniyor ise, "«" ikili iglemi G kiimesinde birlegsme 6zelligini sagliyor denir.
Bir grupta birlegsme 6zelligi sayesinde sonlu tane elemam siray1 bozmadan (kamt
verilecektir) "x" ile istedigimiz gibi iglem yapabiliriz.

G2. Birim Eleman Ozelligi. e € G olmak iizere her a € G icin exa = axe = a
ise, "«" ikili islemi G kiimesinde birim eleman o6zelligini saglhyor denir. e € G

varsa tek tirlidiir, gésterelim. ey, e € G olmak {izere her a € G igin a x e; =
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e1*a = a ve a*x ey = ey *xa = a olsun. Bu takdirde verilen egitlikler her a € G
i¢in gegerli oldugundan 6zel olarak ez, e; € G iginde gecerli olup sirasiyla yerine
yazilirsa eg k€] = €1 ¥ eg = ey Ve €] x €3 = ez ¥ €] = e] olup e; = ey esitligi elde
edilir. e elemanina G’nin "«" ikili iglemine gére biriém elemans adi verilir.

G3. Ters Eleman Ozelligi. ¢ € G birim eleman olmak iizere a € G i¢in
axb = bxa = e olacak sekilde b € G varsa, a’ya ters elemana sahiptir denir. G'nin
her elemam ters elemana sahipse, "«" ikili iglemi G’de ters eleman d&zelligini
saglyor denir.

Farkli cebirsel yapilardaki ikili iglemlerin bu 6zelliklerinin incelenmesini soyut-
lagtirarak grup teorisi inga edilmektedir. 19. yiizyilin baglarinda A. Cauchy ve E.
Galois, polinomun tiim koklerinin permiitasyonlarinin etkisini anlamak amaciyla
grup kavramim aksiyomatik olarak tanimlamadan kullanmiglardir. 1854’de A. Cay-
ley’in grup igin ilk Onerilerini verdigi kabul gérmektedir. 1870 yilinda, Kronecker
abel gruplar1 aksiyomatik olarak tanimlamigtir. Walter Von Dyck ile Hencich We-
ber 1842 ile 1934 yillar1 arasinda yaptiklar: caligmalar sonucunda o zamana kadar
grup teorisi lizerinde yapilan caligmalar derleyerek acik bir gekilde grup tanimini
vermiglerdir. Simdi ge¢misi aksiyomatik olarak 19. yiizyilin baglarina kadar uzanan

grup kavramini tanimlayalim.

Tanum 2.1.1. (G, *) cebirsel yapr olsun. "+" ikili iglemi G kiimesinde G1, G2 ve

G 3 ozelliklerini saghyorsa (G, x) ikilisine grup denir.

Bu calismada, giriste soz edilen ve 6rneklerini de cogaltilabilecegimiz bilinen ce-
durumlarda "+" notasyonu yerine ¢arpma notasyonu kullanilacaktir. Bu durumda
G ile (G, *) cebirsel yapisi, ab ile a * b eleman: kastedilecektir. G grup ve H, G
nin bogtan farkl alt kiimesi olsun. H kiimesi G grubundaki igleme gore grup ise,
H’ye G grubunun alt grubu denir ve H < G ile gosterilir. G grubunda {e} ve
G grubunun kendisi alt gruplardir. {e} alt grubuna agikar alt grup veya asikar
grup denir. G’nin kendisinden farkli alt gruplarina 6z alt grup adi verilir. Daha

sonra alt gruplar ayrintili olarak caligilacaktir.

Tanim 2.1.2. G grubunun G2 dézelligini saglayan e € G elemanina grubun bi-
rimi denir.

Teorem 2.1.1. G grup ve a € G olsun. Bu takdirde ab = ba = e olacak sekilde bir
tek b € G vardur.

Kamt. G grup oldugundan G3 ozelligi saglanir. ab = ba = e ve ab =ba=ce
olacak gekilde b, b € G olsun. Buradan
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’ ’

b=be=blab) = (ba)b =eb =b
olup b eleman tek tiirlidiir. [

Tamim 2.1.3. G grup ve a € G olsun. G8 dzelligini saglayan ve tek tirli olarak
belirli olan b € G elemanina a elemaninin tersi denir ve b = a1 ile gésterilir. G

grubunun ikili islemi "+" ise, a elemamninin tersi —a ile gosterilir.

Teorem 2.1.2. G grup olsun. Bu takdirde her a € G i¢in (a=')™! = a dw.

1 1

Kamt. a € G olsun. G grup oldugundan aa~! = a~la = e olacak sekilde a=! € G
vardir. Benzer gekilde a=! € G oldugundan a='(a=!)7! = (a7 !)7ta~! = e olacak

sekilde (a=1)~! € G vardir. Teorem 2.1.1 den (a~!)~! = a oldugu goriiliir.]

Tamim 2.1.4. G grup olsun. Her a,b € G i¢in ab = ba ise, G ye degigmeli grup

veya abel grubu denir.

Bu caligmada abel grubu kavrami kullanilacaktir ve bu gruplar ileride ayr1 bir
boéliim olarak galisilacaktir. Boliim 1 den goriilecegi iizere Z tam sayilar kiimesi,
toplama, "+" iglemine gore birim eleman 0 ve m tam sayisinin tersi —m olan abel
grubudur. Benzer gekilde n € Z olmak iizere (nZ,+) < (Q,+) < (R,+) < (C,+)

cebirsel yapilar1 birimi 0 olan abel gruplaridir.

Not 2.1.1. A ve B iki kiime olsun. A’dan B’ye taniml bire-bir ve érten bir fonksi-
yon mevcut ise, A ve B kiimelerine egglicliidiir denir. A kiimesinin esgiicli oldugu
tim kimelerin sinifina A kiimesinin kardinal sayis1 (veya kardinalitesi) denir
ve |4| ile gasterilir. 0 < n € Z olmak tizere n = 0 iken In = ) ve n > 0 iken
I, = {1,2,...,n} sonlu kimesinin kardinal sayist |I,| = n yazlir. Bir A kiimesi
I,, ile eggiiclii ise, A’ya sonlu kiime denir ve |A| = |I,,| oldugundan A kiimesinin
kardinal saysy |A] = n dir. Dolaysiyla sonlu elemanly bir kimenin kardinal sa-
yiss verilen kiimenin eleman sayisidir. A kiimesi sonlu degil ise, |A| kardinal sayist

sonsuzdur.
G grup olsun. |G| kardinal sayisina G grubunun mertebesi denir.

Ornek 2.1.1. (1) 1 < n € Z olmak iizere (Z,,+) cebirsel yapisi, birimi 0 ve
m € Z, elemammin tersi —m olan n. mertebeden abel grubudur. Benzer gekilde
(Z7,-) cebirsel yapisy, birimi 1 ve m € Z}, elemaninin tersi ma + nb = 1 egitligini
saglayan a tam sayst i¢in @ € 27 olan ¢(n). mertebeden abel grubudur.

(2) n x m tipindeki tiim reel katsayily matrislerin kimesi Mat(R) toplama

islemine gore sonsuz mertebeli abel grubudur.
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n X n tipindeki determinanty sifirdan farkl reel katsayils tim matrislerin ki-
mesi GL(n,R), matrislerdeki ¢arpma iglemine gore degigmeli olmayan gruptur, fa-

kat matrislerdeki toplama islemine gore bir grup degildir. GL(n,R) grubuna genel

dogrusal grup adi verilir. n = 2 ig¢in birim eleman I = (1) (1) ve GL(2,R)
a b d —b
kiimesindeki keyfi bir A = < ) elemaninin tersi A~ = < ad_’cbc “d;bc
c d ad—bc ad—bc
. . : 11 1o
dir. GL(2,R) kiimesindeki B = 01 ve C' = L1 elemanlar ¢arpma

igslemine gore degisme ozelligine sahip olmadiindan (GL(2,R),-) grubu dedigmeli
degildir. Benzer gekilde matrislerdeki ¢carpma iglemine gore determinanti 1 olan tim
n x n tipindeki matrislerin kiimesi SL(n,R) abel olmayan grup yapisina sahiptir.
SL(n,R) grubuna 6zel dogrusal grup denir.

(3) Diizlemde orijinden gegen bir dojru iizerindeki tiim noktalarin kiimesi R?
deki toplama islemine gére abel grubudur.

(4) V ve W aym cisim tzerinde iki vektor uzayr olmak tizere V’den W ya ta-
naml tiim dogrusal déndigimlerin kimesi L(V, W) olsun. L(V, W) kiimesi, L1, Lo €
L(V,W) keyfi doniisimler olmak iizere her v € V igin (L1 + Lo)(v) = L1(v)+ La(v)
ile tanamly + : L(V,W) x L(V,W) — L(V,W) déntigimine gére birim elemani
syfir doniigiimi olan ve L € L(V,W) elemaninin tersi —L olan abel grubudur.

(5) (Q*, ) < (R*,:) < (C*,-) cebirsel yapilare birimi 1 olan abel gruplaridur.

(6) G={aeR| —1<a<1} olsun. G kiimesinde "x" iglemini a,b € G igin
l‘fabb ile tanimlayalim. Her a,b € G i¢in l’fabb € R dir. =1 < a,b <1 oldugu
i¢in —1 < ab < 1 olup 1+ab > 0 dur. Diger taraftan 1 > a ve 1 —b > 0 oldugundan
a(l—0) < 1—-0 olup uygun dizenleme yapilirsa a+b < 1+ab dir. Boylece 1‘3:1% <1
elde edilir. Benzer yontem ile —1 < a ve 1 +b > 0 oldugundan —(1+b) < a(1+b)
dir ve buradan —1 < “t% olup a x b € G bulunur. Her (a,b),(c,d) € G x G igin

axb=

1+ab
(a,b) = (c,d) ise, a = ¢ ve b = d oldugundan a x b = 1‘{:’:17 = fj:il =cxd dir.
Dolayswyla (G, *) ikilisi bir cebirsel yapidir. Her a,b,c € G ig¢in
(a*b)*c _ (aer) — 1a++abb+c _ _atbtctabe _ atabetbtc _ a+1b++bcc
1+ab 1+(1‘1+7+abb)c 1+ab+ac+be 1+bc+ab+ac 14a( f’_:rbcc
= ax(bx*c)

oldugundan x, G tzerinde birlesme ézelligini saglar. Ayrica 0 € G birim eleman ve

a € G elemammn tersi —a € G dir. Sonug olarak (G, *) abel grubudur.

(7) Q(vV2) = {a+bv2|a,b € Q} kiimesi verilsin. (Q(v/2),+) ve (Q(v/2)\{0},-)

cebirsel yapilar birer abel grubu yapisina sahiptir. (Q(v/2), +) grubunda birim ele-
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man 0 = 04 0v/2 ve 0 # a + bv/2 € Q(v/2) elemaninin tersi (—a) + (—b)v/2 dir.
(Q(v2)\{0},-) grubunda birim eleman 1 = 1+ 0v/2 ve a + bv/2 € Q(+v/2)\{0}
elemaninin tersi ﬁ%‘zb? — ﬁ\/ﬁ dir.

(8) Herhangi bir bostan farkl kiime kullanilarak grup yapist kurulabilir. X bog-
tan farklh bir kiime olmak tizere Sx, X deki tiim permitasyonlarin kimesi olsun.
Ix birim fonkiyonu bire-bir ve érten oldugundan Ix € Sx olup Sx # 0 dwr. Sx
tizerinde islem olarak fonksiyonlarin bileskesini alalvm. o, B € Sx olmak tizere aof,
X de bire-bir ve orten fonksiyon oldugundan co 8 € Sx dir. Bileske "o" iglemi Sx

1 1OO(ZIX

kiimesinde birlesme ézelligine sahiptir ve her a € Sx igin aoa™ = a~
olacak sekilde bir tek a=! € Sx vardir. Sonug olarak, (Sx, o) gruptur. Bu gruba X
kiimesinin simetrik grubu denir. X, n elemanly sonlu bir kime olsun. Bu tak-
dirde X ile esgii¢lii olacak sekilde I, = {1,2,...,n} kiimesi vardir. Bu esgiiclilik
yardimayla X yerine I, de ¢aligmak daha basit olacaktir. Bu durumda Sx gdste-
rimi yerine Sy gdsterimi kullanslir. Ayrica kolayhk olmast ac¢isindan "o bileske
isleminin gdsterimi icin ¢arpma notasyonu kullanilur.

Spn grubunun eleman sayisini karakterize edelim. I, = {1,2,...,n} ve o € S,
keyfi bir permiitasyon olsun. Buradan o(1) elemans 1,2, ...,n elemanlarindan bir
tanesine egittir ve n farkl secim yapilabilir. Benzer sekilde a(2) eleman i¢in (n—1)
farkly se¢im yapilabilir ve bu sekilde devam edilirse o permiitasyonu n(n — 1)(n —
2)...- 21 farkl yolla segilebilir. Sonug¢ olarak |S,| = n! dir.

n > 1 id¢in S, simetrik grubunun birim elemani e, ile gdsterilir. m € S,
permiitasyonu verilsin. Herbir i € I, elemanwmin 7 altindaki gérintisi m(i) ol-
mak tzere 1 = {(1,7(1)),(2,7(2)),...,(n,7(n))} olup bu gdsterim yerine m =

(,r(ll) 71.(22) ﬂfn)) gosterimi kullanalir. Ornegin, n = 4 ve m € Sy igin 7(1) = 2,

m(2) = 4, 7(3) = 3 ve w(4) = 1 olmak iizere ™ permiitasyonunun gdosterimi
™ = (3%231) dir. Dolayiswyla e, = (12 7) oldugu agikter. Permiitasyon géis-
terimini biraz kolaylastiralim.
7w € Sy olsun. Her a € I, \ {i1,i2,...,i} iginm(a) =avej=1,2,...;k—1
1¢IN
ih— (i) =i — ... — w(ijo1) =15 — (i) =ij41 —> ... — 7(iK) =10

ise (k-tane elemamin verilen siraya gore yerini degigtiren ve diger elemanlary sabit

birakan), © permiitasyonuna k-dongii (veya dairesel permiitasyon) denir ve
™ = (ilig...ik) = (ijij+1...iki1...ij_1)

seklinde gésterilir. ™ = (i1 iz ...ix) dongisiniin tersinin 71 = (ipir_1...11) don-
giisti oldugu agiktar. Eger k-dongi i¢in k = 2 ise (sadece iki elemanmin yerini de-

gistirirken digerlerini sabitleyen dongi), bu 2-dongiiye transpozisyon adi verilir.
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a = (i192) € S, transpozisyonu i¢in ao = (i1ig)(i1ie) = e, olup herhangi bir

transpozisyonun tersi kendisidir. Ayrica
™ = (21 iz e Zk) = (lllk)(lllkfl)(lllg)

oldugundan her dongi transpozisyonlarin ¢arpima olarak yazilabilir.

S ={ea, (12)} oldugu agiktir. Simdi S5 grubunu inga edelim. |S3| = 3! = 6 dar.
es = (133) = (1)(2)(3) birim elemandur. ay # es olsun. ay(1) = 1 iken oy (2) = 3,
a1(3) = 2 olmaldir. Bu durumda oy = (1%3) = (23) diir. Benzer yol ile as #
e, aq igin az(2) = 2 iken as(l) = 3, as(3) = 1 olmalidir. Bu durumda as = (13)
diir. a3 # e, aq, ag olmak tizere as(3) = 3 iken as(1) = 2, az(2) = 1 dir. Béylece
ag = (12) seklinde as permiitasyonu elde edilir. Yazilabilecek diger permitasyonlar
ay = (123) ve a5 = (132) dir. Sonug olarak Sz = {es, (12), (23), (13), (123), (132)}
olup islem tablosu agagida gekildedir.

. es (12) | 3) | (23) | (123) | (132)
es e3 (12) | (13) | (23) | (123) | (132)
(12) | (12) | es | (132) | (123) | (23) | (13)
(13) | (13) | (123) | es | (132) | (12) | (23)
(23) | (23) | (132) | (123) | es (13) | (12)
(123) | (123) | (13) | (23) | (12) | (132) | es
(132) | (132) | (23) | (12) | (13) | es | (123)

n > 3 olmak dzere o = (12) ve 5 = (23) permiitasyonlars i¢in af = (12)(23) =
(123) ve Ba = (23)(12) = (132) oldugundan of # PBa olup S, dedismeli olmayan
gruptur. Buna karsin S, simetrik grubunda kendi aralarinda degismeli olan baz
ozel elemanlar vardir. 51,82,...,08, € Sp olsun. a € I, keyfi bir eleman olmak
tizere 1 < i < r olacak sekildeki her i i¢in B;(a) # a olmasi, 1 < j < r olan her
J # i i¢in Bj(a) = a olmasine gerektiriyorsa (bir baska ifadeyle, 1, B2, ..., By per-
miitasyonlarmin gésteriminde ortak bir rakam yoksa) B, B2, ..., B, permiitasyon-
larina ayrik denir. Simdi ayrik permiitasyonlarin degismeli oldugunu gdsterelim.
B, m € S, iki ayrk permiitasyon olsun. a € I, i¢in B(a) # a ise, § ve w ayrik
permiitasyonlar oldugundan w(a) = a dir. S(a) = b olsun. (B7)(a) = B(a) = b ve
(w8)(a) = w(B(a)) = w(b) dir. Ejer B(b) = b ise, B(b) = b= B(a) ve B bire-bir ol-
dugundan a = b dir. Buradan $(a) = b = a ¢eliskisi elde edilir. Dolayisiyla 5(b) # b
ve 7, B ayrik permitasyonlar oldugundan w(b) = b dir. Buradan (Bm)(a) = (75)(a)
elde edilir. B(a) = a olsun. w(a) = a ise, (B7)(a) = a = (78)(a) dir. 7(a) # a oldu-
gunu kabul edelim. Benzer diginceyle (B7)(a) = (75)(a) elde edilir. Sonug olarak
w3 = Br dir.
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(9) G bir grup ve X bostan farkl bir kiime olmak iizere F(X,G), X 'den G’ye
tanimly tim fonksiyonlarin kiimesi olsun. f,g € F(X,G) keyfi elemanlar olmak
tizere her © € X icin (f.g)(x) = f(x)g(x) ile tanimh islemine gore F(X,G) grup
yaprsina sahiptir. G1 ézelligi cebirsel islemlerle kolayca gorilir. e € G birim ele-
man olmak tzere bu grubun birim elemans her x € X igin I(x) = e ile tanaml sabit
fonksiyondur ve f € F(X,G) elemanimn tersi, her x € X igin f~(z) = [f(z)] 7!
dir.

(10) 1 <n € Z igin a, b € Z olmak dizere

"o = b(n) <= nla—b"

ile tanaml kongrians "=" bagintisinin Z tzerinde denklik bagintise oldugunu bili-
yoruz. "=" bagintisiman Z daki denklik simflarimn kiimesi Z, = {0, 1, ..., n — 1}
olup Z,, kiimesi a+b = a+ b toplama islemine gore abel grubudur.

Simdi bu yéntemi herhangi bir G grubu i¢in genelleyelim. R, G grubu tizerinde
a1 R as ve by Rbs iken (a1b1)R (agbs)

kogsulunu saglayan denklik bagintisy olsun. G grubunun R denklik bagintisina gore
denklik simflariman kiimesini G/R ile gésterelim. a, b € G elemanlarimin G gru-
bundaki ¢arpimi ab olmak iizere @, b € G/R icin ab = ab ile taniml dondisiimiine
gore G/R kiimesinin grup oldugunu gosterelim.

(a1, by) = (@2, ba) ise, @y = Gz ve by = by olup a3 Ray ve by Rby dir ve hipotez
geregi (a1b1)R (asbe) bulunur. Buradan a1by = asby olup verilen déndisimiin iyi

tanamh oldugu gorilir. @, b, ¢ € G/R keyfi elemanlar olmak iizere

a(be) = a(be) = a(be) = (ab)c = abe = (ab)c

olup G1 ozelligi saglamir. e € G birim eleman olmak tizere € € G/R olup her a €

G/R i¢ine.a = ea = a = ae = a.€ oldugundan G2 ozelligi saglanr. G grubunda

a € G elemanvmn tersi a=' € G olmak iizere Ga~! = aa~' =€ = a~la = a~la
dir. O halde G8 ézelligi de saglandigindan G/ R kiimesi, verilen ikili islem altinda
grup yapisina sahiptir. Ozellikle, G abel grubu iken G /R abel grubudur.

(11) n > 0 dogal sayist i¢in 2™ = 1 denkleminin kékleri k =0,1,...,n—1 olmak

tizere €8 = et seklinde olup birim cember izerindedir. Verilen denklemin tim

kokler kiimesi kompleks sayilar kimesindeki ¢arpma islemi altinda birim elemana 1
olan n. mertebeden abel grubudur.

(12) G ve H iki grup olmak tizere Gx H kartezyen ¢arpima, (a,h), (b, k) € GxH
keyfi elemanlari igin (a, h).(b, k) = (ab, hk) ile tansml iglemine gére birim elemans

(eg,en) ve (a,h) € G x H elemanwman tersi (a=1,h=1) olan gruptur (e elemam
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G grubunun birimini ve ey elemany H grubunun birimini gostermektedir). G ve H
gruplari abel grubu ise, G x H abel grubudur. Bu durumda kartezyen ¢arpim grubu
G @ H notasyonu ile gosterilir.

(13) G = H = Zy abel grubu i¢in (12) geregi Zo®Zs = {(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)}
abel grubudur. Zo®Zso grubuna Klein’in 4-1ii grubu denir ve Ky ile gdsterilir. Daha
sonra bu grubun tek tirli (izomorfizma farkwyla) oldugunu gésterecegiz.

(14) Iki grup i¢in (12) de yapilan kartezyen carpim grubu herhangi bir indis
kiimesine bagl olarak tansmlanir. I herhangi bir indis kiimesi olmak iizere {G;}icr
gruplarn bir ailesi olsun. Gruplardaki iglemi genelligi bozmadan ¢arpma olarak
alalom. Her i € I icin f(i) = a; € Gy ile tanamly f : I — |J,c; Gi fonksiyon-
i€l i1 Gi # 0 dur. Her
i € I i¢in f(i) = a; € G; oldugundan f = (a;)icr alnabilir. (a;)icr ve (b;)ier

larinan kiimesi [[,.; Gi olsun. Se¢me aksiyomu gereji |]
elemanlary i¢in fonksiyonlarin egitligi tanvma geredi (a;)icr = (bi)ier olmasi igin
gerek ve yeter kosul her i € I i¢in a; = b; olmasidir. I saylabilir bir kime ise,
(ai)icr = (a1, a9, ..., ai,...) seklinde yazilir. Ozellikle I = {1,2,,...,n} sonlu kiimesi
ise, [[1_1 Gi = G1 x G X ... x Gy, dir. Simdi [],c; G; kiimesinin cebirsel yapisin

insa edelim. (a;)icr ve (b;)icr keyfi elemanlar igin
(ai)icr-(bi)icr = (aibs)icr

ile tamemly . - [[,c; Gix [L;e; Gi — [l;c; Gi islemine gore (], Gi,.) bir cebirsel
yaprdir. G1 ozelligi cebirsel iglemlerle kolayca gorilir. Her i € I igin e; € G;
birim elemanlar olmak iizere e = (e;)icr birim eleman ve (a;)ic; elemaminin tersi
(a; Yier dur. Sonug olarak, (ILic; Gis-) cebirsel yapise gruptur. Bu gruba {G;}icr
ailesinin direkt carpimu denir. Her i € I i¢in G; abel grubu ise, direkt ¢carpim
grubu da abel grubudur.

[Tic; Gi = {(ai)ier € [l,e; Gilsonlu saypda a; # e} C [l,c; G alt kii-
mesini alalbim. e = (e;);er elemanimn birimlerden farkl bileseni olmadigindan
e = (ei)ier € [lje; Gi oldugu agiktur. 11z, Gi kiimesi, ([1,c; Gi,.) cebirsel ya-
prsindaki isleme gore grup yapisina sahiptir. Dolayisiyla HZUE[ Gi < [lie; Gi dir.
Bu gruba {G;}icr ailesinin zayif direkt carpimi denir. Her i € I igin G; abel
grubu ise, [[;c; Gi = @iz, Gi ile gosterilir. I = {1,2,,...,n} ise,

szEIGl = H?:1 G, =G xGy x..x Gy

oldugu agiktir (her bir G; abel grubu, @, Gi =[]\, Gi =G1 & G2 & ... & G, ile
gosterilir).

Her i € I igin G; = G ise, HZUGIG = G jle gosterilir. Ornegin, herhangi bir
indis kiimesi I i¢in @; Z = ZY) dir.0
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Ornek 2.1.2. (1) Z tam sayilar kiimesi ve n belirli bir tam say: olsun. Her a, b € Z
i¢in ab = a+b—n ile tanymlanan ikili iglemine gore Z nin grup oldugunu gésterelim.

a, b, c € Z keyfi elemanlar olmak iizere

(ab)e = (a+b—n)c=(a+b—n)+c—n=a+(b+c—n)—n=alb+c—n)
= a(be)

dir. a € Z olmak tizere ea = ae =a i¢ginea =e+a—n=aveac=a+e—n=a
egitliklerinden e = n elde edilir. a € Z olsun. e = n birim eleman oldugundan
ab = ba = n ise, ab = a+b—n = n ve ba = b+a—n = n olup b = 2n—a € Z bulunur.
Dolayiswyla Z kiimesi, tanvmlanan ikili islem altinda grup yapisina sahiptir. Ayrica
ab=a+b—n=>b+a—n=ba oldugundan abel grubudur.

(2) Her a, b € R igin axb = a+ b+ ab ile tammh * : R x R — R dondigimine
gore (R, *) ikilisinin grup olup olmadigini arastiralim.

(a, b) = (¢, d) ise, a = c ve b = d oldugundan a*xb = a+b+ab = c+d+cd = cxd
olup verilen donigim iyi tansmlidir. Dolayiswyla (R, %) cebirsel yapidir. a, b, c € R

keyfi elemanlar olmak izere

(axb)xc = (a+b+ab)*xc=(a+b+ab)+c+ (a+b+ab)c
= a+b+ab+c+ac+bc+abc=a+ (b+c+bc)+ a(b+ c+ be)
= ax(b+c+bc)=ax(bxc)

olup birlesme ézelligi saglanir. a € R olmak dizere a x e = ex a = a ise,

a=axe=a+e+aevea=exa=e+4+a-+ea

olup buradan e + ea = e(1 + a) = 0 elde edilir. e, a € R oldugundan e = 0 veya
a = —1 olmalidir. Dolaysiyla her a € R i¢in istendiginden e = 0 birim elemandar.
a € R olmak dizere axb=a+b+ab=0=b+a+ba=bxa ise, b= 11—‘2 bulunur.
O halde a # —1 igin her elemanin tersi mevcuttur. Sonu¢ olarak verilen ikili, grup
yapisina sahip degildir.

R\{—1} kiimesinde grup yapis: kurulabilir. Verilen islemin kapal olmas: yeter-
lidir. a, b € R\{—1} olmak iizere axb=a+b+ab= —1 olsa, a+ab=a(l+b) =
—(140b) olup b # —1 oldugundan a = —1 ¢eligkisi elde edilir. Dolayisiyla R\{—1}
kiimesinde verilen iglem kapalidir. O halde (R\{—1}, %) ikilisi grup yapisina sahip-
tir. Ayrica (R\{—1}, *) grubunun abel grubu oldugu ag¢iktir.

(3) G = Z x Q kitmesinde (a,b)(c,d) = (a + ¢,2°b + d) ile bir ¢arpma iglemi

tamemlamiyor. G kiimesinin verilen bu ikili igleme gore degismeli olmayan grup ya-
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psina sahiptir, gosterelim. (a,b), (¢,d), (g,h) € G keyfi elemanlar olmak tizere

[(a,b)(c,d)](g,h) = (a+¢,2°b+d)(g,h)= ((a+¢)+9,29(2°b+d) + h)
= (a+(c+g),292°b+29d + h)
= (a+(c+9),297b+ (29d+ h)) = (a,b)[(c+ g,29d + h)]
= (a,b)[(c,d)(g, )]

olup birlesme ézelligi saglamr. (a,b) € G olmak tzere bir (e, f) € G elemant i¢in
(a,b)(e, f) = (a,b) = (e, f)(a,b) ise, (a,b) = (a,b)(e, f) = (a+e,2°b+ f) esitligin-
den e = f =0 bulunur. O halde (0,0)(a,b) = (04+a,2%0+b) = (a,b) olup (0,0) € G
birim elemandar.

(a,b)(e,d) = (0,0) ise, (a,b)(c,d) = (a + ¢,2°b+ d) = (0,0) olup ¢ = —a
ved = —27% = —2% € Q bulunur. Sonu¢ olarak G kiimesi, verilen ikili islem
altinda grup yapisina sahiptir. Diger taraftan (1,0)(0,1) = (1,2°0+1) = (1,1) ve
(0,1)(1,0) = (1,21 +0) = (1,2) oldugundan bu grup degismeli degildir.

(4) Z[i) = {a+1ib | a, b € Z} kiimesinin kompleks saylardaki toplama ve ¢carpma
islemleri altinda grup yapisina sahip olup olmadigina arastiralum. Oncelikle (Z[i], +)

cebirsel yaprsiny galisalim. a + ib, ¢ + id, m + in € Z[i] olmak iizere

[(a+ib) + (c+id)] + (m+in) = [(a+c)+i(b+d)]+ (m+in)
= (a+c)+m+i((b+d)+n)

a+(c+m)+i(b+ (d+n))

(a+1ib) + [(c+id) + (m + in)]

oldugundan birlesme ézelligi saglamr. 0 + i0 € Z[i] elemaniman birim eleman ve
a + b € Z[i] elemanimn tersinin —a + i(—b) € Z[i] oldugu ag¢iktir. Ayrica verilen
iglem degismeli olup (Z[i], +) cebirsel yapisi abel grubudur.

Benzer iglemler ile (Z[i], -) ikilisinin birlesme 6zelligini sagladigs ve birim ele-
manwnan 14140 oldugu gésterilebilir. 2 € Z[i] elemans i¢in 2(a+1ib) = 1 olsa 2a = 1
celigkisi elde edilir. Dolayiswyla verilen (Z[i], -) cebirsel yapist grup olamaz.

(5) G = R x R kiimesinde (a,b) * (c,d) = (ac,bc + d) ile bir "«" ikili islemi
tamsmlanyor. (G, *) ikilisinin grup yapisina sahip olup olmadigine aragtiralym.
(a,b), (¢,d), (g,h) € G olmak dizere

(a,0) * [(c,d) * (¢, h)] = (a,b) * (cg,dg + h) = (a(cg),b(cg) + dg + h)
= ((ac)g, (bc + d)g + h) = [(a,b) * (¢, d)] * (9, h)

oldugundan birlesime ozelligi saglanr. (a,b) € G igin
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(a,b) (e, f) = (e, f) * (a,b) = (a,b)

ise, (a,b) = (a,b) * (e, f) = (ae,be + f) esitliginden e =1 ve f = 0 olup (e, f) =
(1,0) € G birim elemandir. (a,b) * (¢,d) = (¢,d) * (a,b) = (1,0) olacak sekilde
(¢,b) € G elemaninin mevcut olup olmadigini aragtirabm. Bu takdirde (1,0) =
(a,b) *(c,d) = (ac,bc+d) = (c,d) * (a,b) olup a # 0 i¢in c = £ ve d = —2 bulunur.
Dolayisiyla (G, *) grup degildir.

Fakat G = (R\{0}) x R alinwrsa verilen islem G kiimesinde (ac = 0 iken
a = 0 veya ¢ = 0 olmahdir) kapals olup (G, *) ikilisi grup yapisina sahiptir. Ay-
rica (—1,1) x (1,1) = (—=1,2) ve (1,1) x (—1,1) = (—1,0) oldugundan G dejismeli
degildir.0

Teorem 2.1.3. (Sadelestirme Ozelligi) G grup olsun. a,b,c € G igin ac = be

(veya ca = cb) ise, a = b dir.

Kanit. a,b,c € G icin ac = bc olsun. ¢ elemaninin tersi mevcut oldugundan ac = bc
egitliginin her iki tarafi ¢c=! € G ile carpilirsa, (ac)c™! = (bc)e™t olup a = b elde
edilir.l]

G grubunun birim eleman1 alt gruplarinin da birim elemanidir, gésterelim. H <
G olsun. ey € H birim eleman olmak iizere egey = ey = ege olup G grubundaki
sadelegtirme Ozelliginden ey = e dir. Benzer gekilde G grubundaki bir elemanin
tersinin tek olarak belirli olmasindan dolayr a € H elemaninin H deki tersi G

grubundaki tersidir.

Teorem 2.1.4. G grup olsun. Her a,b € G i¢in x ve y bilinmeyenlerine gére

ax = b ve ya = b denklemlerinin G grubunda bir tek ¢ézimi vardar.

Kamit. a,b € G olmak iizere az = b denklemi verilsin. x = a='b € G i¢in ax =
a(a=tb) = (aa=1)b = eb = b olup ¢dziim vardir. az = b denkleminin bir ¢tziimii
c € Gise, c=ec=(a"ta)e = a"'(ac) = a~'b dir. Benzer sekilde ya = b denklemi

icin y = ba~! € G tek ¢oziimdiir.[]

Sonug 2.1.1. G grubunun islem tablosunda herbir eleman her bir satir ve her bir

sttunda kesin olarak yalniz bir defa bulunur.

Kamt. G grubunun iglem tablosunda iki defa ayni satirda ortaya ¢ikacak sekilde
b € G mevcut olsun. Bu takdirde v # v olmak iizere au = b ve av = b olacak

sekilde a,u,v € G vardir.



56 Grup Teorisi - I

Buradan az = b denkleminin iki farkli ¢6ziimii w, v bulunur. Bu ise, Teorem 2.1.4 ile
celigir. Dolayisiyla kabuliimiiz yanhgtir. b € G bir satirda yalnizca bir defa bulunur.

Benzer sekilde siitunlar icin de soylenir. [J

Simdi cebirsel yapida bir elemanin pozitif tam say1 kuvvetini (toplamsal ise, ka-
tin1) tanimlayalim. Bunun igin verilen cebirsel yapinin birlegsme 6zelligini saglamasi

yeterlidir.

Tanum 2.1.5. (G, %) cebirsel yapist G1 ézelligini saghyor ise, (G, *) ikilisine yari

grup denir.

Tanmim 2.1.6. G yar: grup olmak izere farkl olmasy gerekmeyen ay,as,...,a, € G

elemanlarinin ¢arpims n =1 iken a1 = a1 ve n > 1 iken
ayas . ..an, = (a1az...an—1)a,
ile tanimlanar.

Tanim 2.1.5 de a1 = a2 = ... = a, = a € G alimirsa a elemaninin pozitif tam
say1 kuvveti a! = a ve a® = a""'a (n > 1) olarak tanimhidir. G yar1 grubunun ikili

iglemi "4" ise, la = a ve na = ((n — 1)a) + a dir.
Teorem 2.1.5. G yar: grup ve ai,as, ..., am4+n € G olmak iizere
10 . . . Gpipn = (@102 . . . G ) (Qm41Qmt2 -« Qmtn)
dir.
Kanat. n lizerine tiimevarim uygulayalim. n =1 ise,
a1ag .. .Gmy1 = (@102 . . . Q) Qg1
esitligi tamimdan agiktir. 1 < n igin iddianin dogru oldugunu kabul edelim ve n + 1

i¢in dogrulugunu kanitlayalim. Simdi

(a1a2 e am)(am+1 . a7n+(n+1)) = (al “ee am)((am—i-l cee am+n)a7n+(n+1))

(al cee a'nL)(a’m—i-l s am+n)am+(n+1)

(a1 e Q41 - - - am+n)am+(n+1)

= aiaz... am+(n+1)
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olup istenen elde edilir. (I

Bu Teorem bize bir grupta sonlu sayida elemanin sira korunarak gruptaki igleme
tabi tutuldugunda istedigimiz parantezde birlesme kuralini uygulama yolunu agar.

G yar1 grup ve a € G olsun. m, n pozitif tam sayilar olmak {izere Teorem 2.1.5
den a™t™ = a™a™ ve (a™)" = a™" oldugu agiktir. G yar1 grubunun ikili iglemi
"4+" ise, (m + n)a = ma + na ve n(ma) = (nm)a dir.

Simdi herhangi bir elemanin pozitif tam say1 kuvvetini tanimladiktan sonra So-
nug 2.1.1’yi kullanarak 4. mertebeye kadar olan gruplarin islem tablosunu olustura-
lim. Bu tabloya Cayley tabloswu adi verilir. Daha sonra agagidaki gruplarin yapisini
homomorfizmalar yardimiyla (Z,, +) gruplar ile karakterize edecegiz. Oncelikle bu
caligmada gruplarin karakterize edilmesinde referans géstermeden kullanacagimiz

agagidaki onermeyi kanitlamamiz gerekmektedir.

Onerme 2.1.1. G grup olsun. Bu takdirde,

2

(1) G grubunun mertebesi sonlu ve ¢ift ise, a® = e olacak sekilde birimden farkl

bir a € G vardwr;
(2) her a € G igin a®> = e ise, G abel grubudur.

Kamt. (1) A={a € G|a+#a '} C G kiimesini gbz &niine alalm. e ¢ A oldugu
agiktir. A = ( ise, G grubunun her elemaninin tersi kendisidir. A # ( oldugunu
kabul edelim. a € A ise, a~' € A olup A kiimesinin eleman sayist cift pozitif tam
sayidir. Dolayisiyla X = {e} U A kiimesinin eleman sayisi tek tam sayidir ve X C G
dir. G ¢ift mertebeli oldugundan bir a € G\ X i¢in a? = aa = e dir.

(2) a,b € G verilsin. Hipotez geregince (ab)? = e dir. (ab)? = (ab)(ab) = e
egitliginden Teorem 2.1.5 geregi ba = a~'b~! yazilir. Diger taraftan a®> = b> = ¢

oldugundan a=! = a ve b= = b olup ba = a6~ = ab elde edilir.[]

Ornek 2.1.3. (1) Bir tek elemana sahip G grubunun iglem tablosu

e
el e
seklindedir.
(2) Iki elemanh G = {e,a} grubunun islem tablosu a®> = e (a=' = a) olmak
tizere
el a
elela
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seklindedir. G abel grubudur.

(3) G = {e, a, b} ii¢ elemanl grubunu alalim. ea = ae = a ve eb = be = b oldugu
agiktir. ab = a veya ab = b olsa, sadelestirme dzelliginden b = e veya a = e ¢eliskisi
elde edilir. Benzer sekilde ba = a veya ba = b olsa, b = e veya a = e ¢eliskisi elde
edilir. Dolayisiyla ab = e = ba dir. Bu durumda Sonug¢ 2.1.1 geregi bir eleman bir
satirda veya sttunda yalmz bir defa bulunabileceginden a® = b ve b*> = a olup G

grubunun iglem tablosu

seklindedir. G nin abel grubu oldugu islem tablosundan gorilir.

(4) 4 elemanl G = {e,a,b,c} grubunu alalim. G grubunun mertebesi ¢ift oldu-
gundan tersi kendisine esit olan birim elemandan farkly bir eleman vardir. Tersi
kendisine egit olmayan bir elemanin oldugunu kabul edelim ve bu eleman simgesel
olarak a ve tersi b olsun. Buradan ab = ba = e dir. ac = e olsa, ac = ab egit-
liginden b = c celigkisi elde edilir. ac = a veya ac = ¢ olsa, sirasiyla ¢ = e ve
a = e ¢eligkileri elde edilir. Boylece ac # e, a, ¢ olup ac = ca = b olmahdir. Simdi

b? = bb = b(ac) = (ba)c = ec = ¢ olup bilinenleri tablo halinde asagida yazalim.

elelalb|c
a|lalc|lel|bd

ble|c|x
clec|bly| =z

Sonug 2.1.1 geregi bir eleman bir satirda veya situnda yalniz bir defa bulunabilece-

3

ginden ¢ = a, y = a ve z=e oldugu aciktir. Dolayisiyla a®> = c ve a® = a’?a = bc = b

2 = ¢ dir. Bu durumda a tersi kendine

2

olup tersi kendisine egit olan tek eleman a
esit olmayan eleman olmak iizere G = {e, a, a®, a®} seklindedir. G 'nin abel grubu
oldugu elde edilen son kimeden gériliir.

Simdi tim elemanlarin tersi kendisine esit olsun. Bu takdirde a®> =b> =c? =e

olup G abel grubudur. Béylece ab # e, a, b oldugundan ab = c elde edilir. Benzer
sekilde ba = ¢, ac = ca = b ve bc = cb = a oldugu gorilebilir. Simdi elde ettigimiz

abel grubunun iglem tablosunu olusturalim.
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Verilen bir cebirsel yap: yar1 grup olmak zorunda degildir.
Ornek 2.1.4. G = {e,a,b,c} kiimesinin ¢arpim tablosu agagidaki sekilde veriliyor.

elalbdlec

elelalblec

alalbl|cle

blal|el|ec

cleclelalhbd

(ab)c = cc = b ve a(be) = ac = e olup (ab)c # a(be) dir. Dolayiswyla verilen ¢arpma
iglemi G kiimesi tizerinde G1 ozelligini saglamadigaindan (G, -) cebirsel yapisy yars

grup degildir.C)
Determinant1 sifirdan farkli 2 x 2 tipindeki tiim kare matrislerin ¢arpimsal

11 8 5
grubu GL(2,R) de a = ( 0 1 > ve b = < 3 9 ) elemanlarimi alalim. Bu-

2 -7 5 —13
radan (ab)~! = < - ) ve a bl = ( 5 3 ) olup (ab)~! # a=1p7?

oldugu goriiliir.
Teorem 2.1.6. G grup olsun. Her a,b € G igin (ab)~' = b~ ta™! dir.

Kanst. a,b € G verilsin. G grup oldugundan Teorem 2.1.5 geregi

(ab)(b~ta™t) = ((ab)b=Y)a=t = (a(bb~1))a"! = (ae)a™?!
= aal=e
ve benzer iglemlerle (b='a=1)(ab) = e dir. Teorem 2.1.1 geregi (ab)~* = b~ta~!
esitligi elde edilir..c]

G grup olmak lizere aj,asg,...,a, € G igin tiimevarim yontemi kullanilarak

Teorem 2.1.6, (ajaz...a,) "' = a;ta;’...a;! seklinde genellegtirilir.

2

Tanim 2.1.7. G yar grup ve a € G olsun. a* = a ise, a elemamna idempotent

denir.
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(Z19,-) yar1 grubunun idempotent elemanlar1 0, 1, 5 ve 6 dir. (2Z,-) yar gru-

bunun idempotent elemani sadece 0 dir.
Sonug 2.1.2. G grup ve a € G idempotent eleman olsun. Bu takdirde a = e dir.

Kamit. a? = a oldugundan a? = aa = ae olup sadelestirme &zelliginden a = e dir.
O

Tanum 2.1.8. (G,x*) cebirsel yapiss G1 ve G2 ézelliklerini saghyor ise, (G, x*)

ikilisine monoid denir.

Verilen bir cebirsel yapi i¢in asagidaki gerektirmeler vardir.
grup = monoid = yar1 grup

(N,+) ve (Z,-) cebirsel yapilari grup olmayan monoiddir. (2Z, -) cebirsel yapisi
monoid olmayan yar1 grup yapisina sahiptir.

G monoid ve a € G olsun. Bu takdirde, a® = e olarak tanimlanir. G toplamsal
monoid ise, 0a = e dir. G grup ise, a € G elemaninin negatif tam say1 kuvveti (top-
lamsal ise, kat1) n < 0 olmak {izere ™ = (a=1)™" (toplamsal ise, na = (—n)(—a))

olarak tanimlanir.

Sonug 2.1.3. G grup ve H C G bogstan farkly sonlu alt kiime olsun. G grubundaki
isleme gore H kapali ise, H < G dir.

Kamt. H kiimesi G grubundaki igleme goére kapali olsun. H kiimesinin elemanlari
G grubunun eleman oldugundan birlesme 6zelligi saglanir. h € H keyfi bir eleman
olsun. Tslemin kapali olmasindan dolay1 & elemanmnin pozitif kuvvetleri

hy, h?, k3, .. h", .. € H

dir. H sonlu oldugundan h™ = h™ olacak sekilde birbirinden farkh n, m € Z*
vardir. n > m olsun. Bu takdirde, h™™ € G olup hA"h™™ = h™h™™ = e dir ve
buradan iglemin H kiimesinde kapaliligindan e = h"h™"" = h"~™ € H elde edilir
(¢iinkii » —m > 0). Ayrica e = h"™™ = h" ™ lh olup h=! = A" ™1 € H
bulunur. Dolaysiyla H, G grubunun alt grubudur.J

Ornek 2.1.5. (1) X bostan farkl kiime olmak dizere
S={f|f:X — X bir fonksiyon }

olsun. S kiimesi iizerinde fonksiyonlarin "o bileske islemi alinirsa, bu iglem bir-
lesme ézelligini saglar. X = {a,b} ve g(a) = b, g(b) =b, h(a) =b, h(b) = a ola-
cak sekilde g, h € S olsun. Bu takdirde, (g o h)(a) = g(h(a)) = b # a = h(g(a)) =
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(hog)(a) dur. Dolayswyla (S, o) cebirsel yapisi degismeli olmayan yart grup yapisina
sahiptir. f(a) = a ve f(b) = a ile tamml f € S fonksiyonu verilsin. Her x € X
icin (f 0 9)(x) = f(9(x)) = f(b) = a = f(h(x)) = (f o h)(x) dir. Sonug olarak
fog = foh oldugu halde g # h dur. (S,0) cebirsel yapisi sadelestirme dzelligini
saglamaz. Dolayswyla (S,0) cebirsel yapisy grup degildir.
(2) X iki veya daha fazla elemanly bir kiime olmak iizere X den X ’e tanimh
bire-bir olmayan fonksiyonlarin kimesi S olsun. Bu takdirde (S, 0) cebirsel yapisi
degismeli olmayan ve monoid olmayan yar. grup yapisina sahiptir.
(3) X kiimesi verilsin. (P(X),U) cebirsel yapisi, birim eleman: e = ) olan ve
(P(X),N) cebirsel yapisi birim elemani e = X olan monoiddir.
(4) Yari grup olmayan cebirsel yapr ornegi verelim. V' 3-boyutlu reel vektor
uzayrmn standard tabam {e1, e2, es} kiimesi olmak tizere her u = (uq,ug, us), v =
e1 ey e3

(v1,v2,v3) € Viigin u Av =det | u; us us ile tammh AV XV — V
vy Uy U3

vektorel ¢arpima ile birlikte (V, \) ikilisi cebirsel yapidir. u,v,w € V keyfi elemanlar

olmak izere

uN(VAwW) =<u,w>v—<uv>w
ve

(uAV) ANw =< w,u>v— < W,v>u

oldugundan uN (vAw) = (WAv) Aw olmass igin gerek ve yeter kosul v A (wAu) =0
olmasidir. Dolayiswyla (V, \) cebirsel yapisi, yars grup degildir.

(5) G grup olsun. G nin abel grubu olmas: igin gerek ve yeter kogul her a,b € G
igin (ab)™! = a~1b~1 olmasidir, gésterelim.

G abel grubu ise, Teorem 2.1.6 dan (ab)™! = b~ ta=! = a7 b~} esitligi aciktor.
Tersine, keyfi a,b € G igin (ab)(ab)~! = e ve hipotez geregince (ab)~! = a=1b~!
oldugundan (ab)(a='b=') = e dir. Buradan (ab)(a='b=1)b = b olup aba™' = b
esitliginden ab = ba elde edilir.0)

Teorem 2.1.7. G yari grubunun grup olmass i¢in gerek ve yeter kogul
(1) her a € G ig¢in ea = a olacak sekilde e € G mevcut olmasi ve
(2) her a € G igin ba = e egitligini saglayacak sekilde b € G mevcut olmasidir.

Kamt. (=) Grup tanmmmindan agiktir.
(<) G yar1 grubunun (1) ve (2) kogullarimi sagladigini kabul edelim. a € G
keyfi bir eleman olmak iizere (2) den ba = e olacak gekilde b € G vardir. Simdi
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(2) ozelligini, b € G igin kullanirsa bir ¢ € G igin ¢b = e esitligi saglanir. Buradan
a = ea = (cb)a = c(ba) = ce ve ab = (ce)b = c(eb) = ¢b = e oldugundan
ab = ba = e elde edilir. Bu takdirde ae = a(ba) = (ab)a = ea = a olup e € G birim

elemandir.O
Ornek 2.1.6. G = Q\{—1} olsun. Her a,b € G igin
axb=a+b+ab

ile tameml *+ : G X G — G iglemi verilsin. a,b € G igin a # —1 ve b # —1
oldugundan a xb = a + b+ ab # —1 dir. Ayrica "+" igleminin G 1zerinde iyi
tanimbilign agik olup (G, x) ikilisi cebirsel yapidir. (G, *) yari gruptur. 0 € G igin

Oxa=04+a+0a=a

olup Teorem 2.1.7-(1) kogulu saglamir. a # —1 oldugundan a+1 # 0 olup ajral # -1

dir. (35)*a = (35)+ata(35) = 0 esitliginden Teorem 2.1.7-(2) kogulu saglanar.

Teorem 2.1.7 geregince (G, x) gruptur.C]

Teorem 2.1.8. G yari grubunun grup olmas i¢in gerek ve yeter kosul her a,b € G
i¢in © ve y elemanlarina gére axr = b ve ya = b denklemlerinin bir ¢ézime sahip

olmalaridar.

Kamit. (=) Teorem 2.1.4 den goriiliir.

(«<=) Verilen denklemlerin G yar1 grubunda ¢oziimiiniin mevcut oldugunu kabul
edelim. a € G i¢in ya = a denklemini diigiinelim. Bu takdirde ua = a olacak sekilde
u € G vardir.

b € G keyfi elemam verilsin. ax = b denkleminin kabul geregi G de bir ¢ézliimii
vardir ve bu ¢oziimi saglayan eleman ¢ € G olsun. Bu takdirde ac = b yazilir.
Baylece ub = u(ac) = (ua)c = ac = b dir. Her b € G i¢in ub = b olup Teorem 2.1.7
(1) saglanmig olur. ya = u denkleminin bir ¢dziimii d olmak iizere da = u olsun.
Bu takdirde Teorem 2.1.7-(2) saglanmig olur. Sonug olarak Teorem 2.1.7 geregi G
gruptur. [

Teorem 2.1.9. G sonlu yarr grup olsun. G nin grup olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul G yarr grubunda sadelestirme ézelliklerinin saglanmasidar.

Kamt. (=) G grup ise, iddia agiktir.

(<) G sonlu yar1 grubu sadelegtirme Ozelliklerini saglasin. Teorem 2.1.8 ile
a,b € G olmak iizere ax = b ve ya = b denklemlerinin G de ¢6zlimiiniin mevcut
oldugunu gostermek yeterlidir. Her ¢ = 1,2,...,n icin a; € G farkli olmak {izere

G ={a1,az,...,a,} olsun. G yar grup oldugundan her i = 1,2,...,n i¢in aa; €
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G olup {aai,aas,...,aa,} C G elde edilir. i # j olmak lizere aa; = aa; ise,
sadelestirme Ozelliginden dolay1 a; = a; elde edilir. Bu ise, bir celigkidir. Sonug
olarak {aay,aas,...,aa,} kilmesinin tiim elemanlari birbirinden farklidir ve G =
{aay,aaq, ..., aay,} dir. Boylece bir b € G igin b = aay, olacak sekilde ay € G vardir.
Dahasi a elemani, ax = b denkleminin G de bir ¢bziimiidiir. Benzer iglemler ya = b
denklemi i¢in de yapilirsa ya = b denkleminin G de bir ¢6ziimii vardir. Dolayisiyla

G gruptur. O

Onerme 2.1.2. G grup ve a € G olsun. Bu takdirde a* = e kosulunu saglayan k
pozitif tam saylarvmin en kiigiginin n € Z1 olmast i¢in gerek ve yeter kosul {a™ €

G|m € Z} = {e,a,a?, ...,a" "1} olmasi ve tam n-tane farkh eleman icermesidir.

Kamt. (=) n = eke{k € Z* |a* = e} olsun. Oncelikle {e,a,a?,...,a" 1} kiimesi-

v—Uu

nin n farkh eleman icerdigini gosterelim. 1 < u < v < nicin a* = a” olsa, a =e
olup v—u < n oldugundan bu durum n dogal sayisinin se¢imiyle celisir. Dolayisiyla
{e,a,a?,...,a" '} kiimesi n farkh eleman icerir. {e,a,a?, ...,a" '} C {a™ € G|m €
Z} oldugu agiktir. Ters kapsamay1 gostermek igin keyfi m € Z alalim. Bélme al-
goritmasindan m = ng + r ve 0 < r < n olacak sekilde ¢, r € Z vardir. Buradan
a™ = g™t = (a")%a" = a" elde edilir. r =0, 1, ...n — 1 ve a™ = a" oldugundan
istenen ters kapsama elde edilir.

(«<) {a™ € G|m € Z} = {e,a,a?, ...,a" '} olsun. a™ # e oldugunu kabul
edelim. a” € {a™ € G|m € Z} = {e,a,d?,...,a" '} oldugundan 1 < i < (n—1) i¢cin
a™ = a’ olup a" ¢ = e dir. Diger taraftan 1 < i < (n—1) olmasi geregi 1 < (n—i) <
nolup a"~ ' = e € {a,d?,...,a" '} celigkisi elde edilir. O halde kabuliimiiz yanlistir
ve boylece a™ = e dir. {e,a,a?, ...,a" "1} kiimesi, n farkh eleman icerdiginden a" = e

kogulunu saglayan en kiiciik pozitif tam saymin n oldugu agiktir.

Ornek 2.1.7. (1) X sonsuz elemanl kiimesinin tim alt kimelerinin ailesi olan
P(X) kuvvet kiimesi verilsin. Her A, B € P(X) i¢in AAB = (A\B) U (B\A) si-
metrik fark islemine gore, (P(X), ) ikilisi cebirsel yaprdir. Her A, B,C € P(X)
icin AN(BAC) = (AAB)AC egitligi saglandigindan P(X) kiimesinde, simetrik
fark "A" islemine gire birlesme ozelligi saglanir. e = () birim eleman ve A € P(X)
icin ters eleman kendisidir. Her A, B € P(X) i¢in AAB = BAA egitligi saglandi-
gindan P(X), A igslemine gire degisme dzelligine sahiptir. Dolayisiyla (P(X),A)
cebirsel yapusi abel grubudur. Her ) # A € P(X) i¢in A> = AANA = () = e oldugu
agrktar.

(2) (Z,4) abel grubunda k € Z verilsin. k = 0 i¢in 1.0 = 0 oldugu agikter.
k # 0 ise, her n € Z% i¢in nk # 0 olduju tam saylarda aritmetik boliminden
bilinmektedir. O



64 Grup Teorisi - T

Onerme 2.1.2 den goriildiigii gibi [{a™ € G|m € Z}| kardinal sayismin sonlu
veya sonsuz olmasi a” = e kosulunu saglayan n pozitif tam sayisinin mevcut olup
olmamasina baghdir. Dolayisiyla G sonlu grubunda |{a™ € G|m € Z}| kardinal
sayist sonlu oldugundan a™ = e olacak sekilde n € Z™ vardir.

Tanim 2.1.9. G grup ve a € G olsun. a™ = e olacak sekilde n pozitif tam sayi-
lariman en kigigine a € G elemammin mertebesi denir ve |a| = n ile gdsterilir.
Eger boyle bir n pozitif tam sayist mevcut degil ise, a € G eleman: sonsuz mer-
tebeye sahiptir denir ve |a] = oo ile yazilir. G grubunun mertebesi sonlu olan
elemanlarina burulmali eleman, sonsuz mertebeye sahip elemanlarina burul-
masiz eleman adi verilir. G grubunun burulmal elemanlarimn kiimesi T(G) ile
gosterilir. G grubunda mertebesi 1 olan tek eleman birim oldujundan e € T(G)
dir. T(G) = G ise, G’ye burulmali grup denir. T(G) = {e} olan G grubuna

burulmasiz grup denir.

Her sonlu G grubu burulmalidir. Ornek 2.1.7 (2)’den (Z,+) burulmasiz abel

grubudur.

Ornek 2.1.8. (1) (Zg,+) abel grubununun 0,1,2,3,4,5 € Zg elemanlarinin merte-
beleri siraswyla 1,6,3,2,3,6 dir. O halde (Zg, +) burulmaly abel grubudur. Ozellikle;
(Z,+) abel grubunda 1) = n oldugu agiktor.

(2) G ={(a,b)|a,beR, a0} =R*xR kimesi (a,b), (¢,d) € G elemanlar:
icin (a,b) * (¢,d) = (ac,b + d) ile tammlh * : G x G — G ikili iglemi verilsin.
(G, %) ikilisinin 2. mertebeden bir tek eleman iceren ve 3. mertebeden hi¢ eleman
olmayan grup oldugunu gdsterelim.

(a,b), (¢,d) € G keyfi elemanlar: i¢in a # 0, ¢ # 0 dir. Dolayswyla ac # 0 olup
(a,b) * (¢,d) = (ac,b+d) € G dir. (a,b) = (a',b) ve (¢,d) = (¢',d) kosullarim
saglayan (a,b),(a’,b"), (¢,d),(c,d) € G keyfi elemanlar i¢in a = a, b = b,
c=c,d=d olup (a,b) * (¢,d) = (ac,b+d) = (a'c,b +d) = (a,b)x(c,d)
egitligi geregi "x" G kiimesi tizerinde iyi tanimhidir, Béoylece (G, *) cebirsel yapudir.
(a,b),(c,d), (e, f) € G keyfi elemanlar olsun.

[(a,0) * (¢, d)] * (e, f) ac,b+d) (e, f)
(ac)e, (b+d) + f)

(
(
= (al(ce),b+(d+f))
(
(

a,b) * (ce,d + f)
a,b) = [(c,d) = (e, f)]

olup "x" ikili iglemi G dizerinde birlesme ozelligini saglar. (a,b) € G keyfi eleman
igin (a,b) * (1,0) = (a.1,b+0) = (a,b) ve (1,0) * (a,b) = (1.a,0 +b) = (a,b)
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olup (G, x) ikilisi birim elemans (1,0) olan monoiddir. (a,b) € G keyfi elemans i¢in
(a,b) * (£,=b) = (a.2,b—b) = (1,0) ve (+,-b) * (a,b) = (+.a,—b+b) = (1,0)
esitliklerini saglayan (%,—b) € G elemans mevcuttur. Dolaysiyla G de "x" ikili
islemine gore her elemamnin tersi mevcuttur. Sonug olarak (G,x) cebirsel yapist
gruptur.

(a,b) € G keyfi eleman icin |(a,b)| = 2 ise, (a,b) * (a,b) = (a?,2b) = (1,0)
olup a®> = 1 ve 2b = 0 dur. Buradan a = +1 ve b = 0 oldugu gérilir. Ancak (1,0),
G grubunun birim elemani oldugundan (a,b) # (1,0) dwr. O halde (a,b) = (—1,0)
olmalidar.

(a,b) € G elemans i¢in |(a,b)| = 3 olsun. Bu takdirde (a,b) * (a,b) * (a,b) =
(a3,3b) = (1,0) olup (a,b) = (1,0) bulunur. Ancak (1,0) elemans G grubunun birim
elemanmidir. Bu nedenle G grubunun 3. mertebeden bir elemani mevcut degildir.

(3) G abel grubu olmak iizere a, b € T(G) olsun. ab € T(G) oldugunu gosterelim.
a, b € T(Q) ise, |a| =n ve |b| = m olacak sekilde n, m € Z* vardwr. G abel grubu
oldugundan (ab)™™ = (a™)™(b™)"™ = e olup ab € T(G) elde edilir.

Simdi G grubu degismeli degil iken bu gercekligin dogru olmadigine gdsterelim.

0 -1 0 1
Degismeli olmayan GL(2,R) grubunda a = ( ) ve b = ( )

1 0 -1 -1
. 1 1
elemanlarina alalim. |a| = 4 ve |b| = 3 olup a, b € T(GL(2,R)) dir. ab = )
y I n L .
ve her n € ZT i¢in (ab)™ = 01 olup ab matrisinin mertebesi sonlu olamaz.

Dolaypsiyla T(GL(2,R)) kiimesi, ¢arpma altinda kapaly degildir.
(4) G grup olmak iizere a,b € G icin ab = ba~! ve ba = ab~! olsun. Bu takdirde
a* = b* = e oldugunu gosterelim. ab = ba~" oldugundan a = ba= b~ dir ve benzer

sekilde b= ab~'a~"! dir. ba = ab™! oldugundan
ba = (ba='b~1)b~! = ba"1b~?
olup a = a= b2 esitliginden a®> = b2 elde edilir. Simdi

a* = a?a® =a*b 2 =a(ab )b~ = a(ba)b~! = (ab)(ab~ ') = (ba~1)(ab 1)

bla~ta)b™t =e

dir. Benzer sekilde b* = e oldugu da gosterilebilir.
(5) G ={2"|r =0, £1, ...} kiimesi Q daki ¢arpma iglemine gore abel grubu-
dur. G grubunun birim elemant e = 1 olup e’den farkly her eleman Onerme 2.1.2

geregince burulmasizdur.
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(6) |Sn| = n! oldugundan S, burulmals gruptur. Simdi bir k-donginin merte-
besinin k oldugunu gosterelim. o = (iyis...ix) k-déngiisi igin j = 1,2,...k — 1

olmak 1izere
11— a(i1) =9 — ... —> Oé(ij_l) = ij — Oz(ij) = ij.;,.l _— . — Oé(Zk) =10

oldugundan o* = e, dir. k >t > 0 olsun. j +t < k iken a'(i;) = ij4s # i ve
Jj+t>kiken o' (i;) = ij14—k # ij olup |a| =k elde edilir.

Ss = {es, (12), (23), (13), (123), (132)} grubu alimrsa, |(12)] = |(23)] = |(13)| =
2 ve |(123)] = |(132)| = 3 tiir.O

Teorem 2.1.10. G grup ve a € G olmak iizere |a| = n olsun. Bu takdirde,

(1) m € ZT olmak dizere a™ = e olmasi i¢in gerek ve yeter kogul n.|m olmasidir;

(2) her pozitif t tam sayst igin |a'| = dir. Ozellikle, |a| = |a’| olmas

ebob(t,n
icin gerek ve yeter kosul ebob(t,n) =1 o(lmzzszdzr.

Kamit. (1) m € Z* olmak iizere a™ = e olsun. Bolme algoritmasindan m = np +r
ve 0 < r < n olacak sekilde p,r € Z mevcuttur. m = np + r esitliginde r yalmz
birakilirsa, 7 = m — np olup a” = a™ " = ama"MP = ¢"a™P) = ¢ eitligi
elde edilir. ' = e esitligini saglayan en kiiciik pozitif tam say1 n ve 0 < r < n
oldugundan r = 0 olmalidir. O halde n|m dir. Tersine, n|m oldugundan m = nk
olup a™ = a™* = (a")* = ¥ = ¢ elde edilir.

(2) |a'| = k olsun. Bu takdirde a’* = e olup (1) geregi n |tk elde edilir. Buradan
tk = nr olacak sekilde r € Z vardir. ebob(t,n) = d olsun. Bu durumda u ve v
tam sayilar1 t = du ve n = dv olacak gekilde mevcuttur ve ebob(u,v) = 1 dir.
tk = nr egitliginde gerekli diizenlemeler yapilirsa ku = rv olup v | ku elde edilir.
ebob(u,v) = 1 oldugundan Yardimer teorem 1.1.1 geregi v | k dir. v = 5 oldugu igin
2|k olup (a')% = ad = a™ = e = ve |a!| = k dan k|2 bulunur. Boylece k| 2
ve & |k olup k = % esitligi elde edilir.

Dolayisiyla |a| = |a*| olmast igin gerek ve yeter kogul ebob(t,n) = 1 olmasidir.C]

G grup ve a € G olsun. a € G elemani sonsuz mertebeye sahipse, her £ > 1

pozitif tam sayisi icin a* € G sonsuz mertebeye sahiptir.

Ornek 2.1.9. (1) (Z,,+) abel grubunu alalvm. T kalan sinafinan mertebesi Teorem

2.1.10 (2) geregince |m| = |m.1| = dir. Boylece (Zy,+) grubunda mer-

ebob?mm)
tebesi n olan elemanlarin sayzsz ¢(n) kadardir. n = 10 ahmarsa, |1| = |3| = |7| =
9] =10 ve 2| = |2.1| = ebob@ oy =5 = [4| = |6] = |8] dir.

(2) G abel grubu ve a,b € G olsun. |a| = m ve |b| = n olmak iizere ebob(m,n) =
mnpmn _

1 ise, |ab| = mn oldugunu gésterelim. G abel grubu oldugundan (ab)™ = a

e olup Teorem 2.1.10 (1) geregince |ab| | mn dir.
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e — (ab)\ab|n _ a|ab|nb\ab|n _ a|ab|n

oldugundan m | |ab| dir. Benzer gekilde

e = (ab)|ab|m — a|ab\mb\ab|m —_ b\ab|m

oldugundan n | |ab| bulunur. ebob(m,n) = 1 oldugundan Yardimci teorem 1.1.4
geregince mn | |ab| dir. Béylece |ab| = mn elde edilir.

(3) G abel grubu ve a € G olsun. ebob(m,n) = 1 olmak tzere |a| = mn ise,
a = yz ve lyl = m, |z| = n olacak sekilde y, = € G mevcut oldugunu gésterelim.
ebob(m,n) = 1 ise, ms + nt = 1 olacak sekilde s,t € Z vardwr. Buradan a =
a™stnt = (a™%)(a™) yazlabilir. Simdi y = a™ ve 2 = a™* olarak alahm. |y| = k1

ve |z| = ko olsun. Biylece
ym — (ant)m — (amn)t —e ye 2" = (ams)n — (amn)s —e

olup Teorem 2.1.10 (1) gerejgince k1 | m ve ky | n bulunur. Diger taraftan G nin

abel grubu oldugu géz dninde bulundurulursa
(yz)k1k2 — akle — yklkgzk‘lk‘g =e
olup mn | kiks elde edilir. Ayrica ki | m ve ko | n oldugundan k1 = m ve ko = n

olmalidar.

(4) G grup ve a, b € G olsun. |ab| = |ba| oldugunu gésterelim. k > 0 olmak

uzere
(ab)* = (ab)(ab)...(ad)
= a(ba)(ba)...(ba)b
a(ba)*—1b
esitliginden a='(ab)*b=1 = (ba)k~! elde edilir. |ab| = n ve |ba|] = m olsun. Bu

durumda a='(ab)"b~1 = (ba)" ! olup |ab| = n oldugundan Teorem 2.1.6 gerejince
a='b~t = (ba) "t = (ba)" ! dir. Son esitligin her iki tarafi ba ile carpiirsa (ba)"™ =
e olup Teorem 2.1.10 (1) den m | n dir. Benzer gekilde n | m oldugu gésterilebilir.
Bu durumda n ve m birer pozitif tam sayr oldugundan n = m dir. Ayni yontem ile
la| = |a=!| oldugu gdsterilebilir.

(5) Zs3 @ Z3 = {(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(2,2)} grubu

birimden farkly her elemaninin mertebesi 3 olan 9 elemanly burulmale gruptur.0

G grup olmak iizere ¢ € G elemaniyla ayni mertebeye sahip bazi elemanlar:

karakterize edelim. € G olsun. a ile b = ™ !az elemaninin ayni mertebeye sahip
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oldugunu gésterelim. n € Z™T igin

v = (v7tax)(r7lax)...(v7Lax)
(x7ta)(zz " Ya(zz™Y)a...(xa™)ax

z Laeae...ax

z laa..ax

= zla"z

olup a”™ = e iken b = e ve tersine olarak 0" = e iken a" = e dir. Dolayisiyla
a ile € G olmak iizere 2~ 'ar elemamnin mertebesi esittir. G grubunda r~'ax
elemanina a tle eglenik denir. Dolayisiyla a ve b elemanlarinin eglenik olmasi icin

1

gerek ve yeter kogul b = 7 "ax olacak sekilde z € G mevcut olmasidir. G abel

grubu ise, her # € G icin b=z laz = 7!

xa = a olup herhangi bir a € G eslenigi
sadece kendisidir.

a € G eleman ile eslenik olan tiim elemanlar a ile ayni mertebeye sahiptir.
Fakat ayni mertebeye sahip iki eleman eslenik olmak zorunda degildir. Ornegin,
a=(1,0), b= (0,1) € Zy®Zy mertebesi 2 dir, fakat Zs ®Z2 abel grubunda eslenik
degildir.

G grubunda "a ~ b <= a ile b egleniktir" ile tamimh "~" bagmntis1 denklik

bagmntisidir. a elemaninin denklik sinifina a ’nin eglenik sinifi denir ve
Cr(a) = {z~tax |z € G}

ile gosterilir. e birim elemaninin eglenik sinifi kendisidir. G abel grubu ise, her

elemanin eglenik smifinin kendisi oldugu aciktir. Her z € G igin a = 27!

azx ise, yani
Cr(a) = {z7tax |z € G} = {a} ise, a’ya merkez eleman denir. G grubunun tiim
merkez elemanlarinin kiimesi Z(G) ile gosterilir. Z(G)’ye G grubunun merkezi ad
verilir. e birim elemamnin eglenik sinifi {e} oldugundan e € Z(G) dir. G = Z(G)
olmasi i¢in gerek ve yeter kogul G nin abel grubu olmasidir.

a € G elemaninin eglenigi yalnizca kendisi olacak gekildeki G grubunun eleman-

larimin kiimesini
Cgla)={z € Gla=z""ax}

ile gosterelim. e, a € Cg(a) olup Cg(a) # 0 dir. a € Z(G) olmast igin gerek ve yeter
kogulun C¢(a) = G olmasi oldugu aciktir. Bu yiizden Cg (a) kiimesine a elemaninin

merkezlestiricist denir.

Ornek 2.1.10. (1) S3 = {es, (12), (23), (13), (123), (132)} grubunun merkezini,
her bir elemanimin eglenik sinifine ve merkezlegtiricisini bulalim. es birim elemani-

mn eslenik simafimin {es} oldugunu biliyoruz. a = (12) elemanimin eslenik sinifina
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elemanter olarak belirleyelim.

(12)~1(12)(12) = (12)
(13)71(12)(13) = (23)
(23)71(12)(23) = (13)
(123)~1(12)(123) = (13)
(132)71(12)(132) = (23)

oldugundan a = (12) elemaninin eslenik sinift

Cr((12)) {x71(12)2 | z € S3}

{(12), (23), (13)}

dir. Iki denklik simafinan ya esit yada ayrik olmase gerceginden (23) ve (13) eleman-
larmmanda eglenik simafs Cr((12)) = {(12), (23), (13)} kiimesidir. (123) elemaninin
eslenik simafiman Cr((123)) = {(123), (132)} kiimesi oldugu benzer islemlerle gdste-

rilebilir. Dolayisiyla Ss3’iin elemanlarimin eslenik siniflar

{es}, {(12), (23), (13)} ve {(123), (132)}

dir. Buradan goruldigi gibi Ss grubunda birim elemandan baska merkez eleman
mevcut degildir ve boylece Z(S3) = {es} oldugu agiktir. Simdi sirasi ile her elemanin

merkezlestiricisini bulalim.

Cc(es) = 53
Ca((12)) = {es, (12)}
Ca((13)) = {es, (13)}
Ca((23)) = A{es, (23)}
Ce((123)) = Aes, (123)}
Ca((132) = fes, (132)}
dir.
(2) GL(2, R) genel dogrusal grubunun merkezini bulalim. a = Y keyfi
z
1 1
bir merkez eleman olsun. b = ( > i¢in ab = ( TortY ) = ba =
0 1 z z4+w
1 0
( TrE ytw ) oldugundan z = 0 ve x = w dur. Diger taraftan c = ( L1
z w

0
) matrisi elde
T

i¢in benzer tartisma ile ac = ca egitliginden y = 0 olup a = (
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0
edilir. Dolayswyla Z(GL(2, R)) = {< JOC ) |z € R\{0}} dir.
x

Benzer yontem ile GL(n, R) grubunun merkezinin sifirdan farkl tim skaler

matrisler oldugu gosterilebilir.

(3) Diizlemde merkezi orijine sabitlenmig ve kégeleri siraswla 1, 2, 3, 4 olarak

numaralandirilmig asagidaki kareyi digstiinelim.

A
o

I, = {1, 2, 3, 4} olmak iizere Sy simetrik grubunda sirals kégelerin sirasimin
korundugu (kogeler kendi aralarinda sirays koruyarak degigirken sekil degigmiyor,
ornegin (1) = 2 iken a(3) = 4 olmalidir veya «(2) = 3 iken a(4) = 4 olamaz)
permiitasyonlara karenin simetrisi denir. Karenin dizlemde tim simetrilerinin
kiimesi G olsun. Bu takdirde, G C Sy ve eq4 € G oldugu a¢iktir. Karenin iki si-
metrisinin bileskesi de karenin simetrisi oldugundan sonlu G kiimesi Sy deki is-
leme gdre kapalidir. Dolaysiyla Sonug 2.1.8 geregi G karenin simetrilerinin gru-
budur. Simdi G ’nin elemanlarine belirleyelim. Diizlemde donmelerin uzaklhiklar: ve
a¢ilary korudugu bilinmektedir. Merkezi orijinde sabit tutarak kareyi saatin tersi
yoniinde 90 derece dondiirelim ve bu dondigiime o diyelim. Bu takdirde o = (1234)
olup kare yine 90 derece daha dondiirilirse o® = (13)(24) dir. Derece koruna-
rak déndirme islemine devam edilirse o = (1432) ve a* = ey bulunur. Simdi
karenin swraswyla y = 0, ¢ = 0, y = —x ve y = x dogrularna gore yansi-
malarine (dogruya gore simetri) alalvm. Bu donisimler siraswyla 6 = (14)(23),
v = (12)(34), 7 = (13) ve B = (24) olup Ba = (24)(1234) = 3B = (14)(32) = 6,
aff = (1234)(24) = Ba® = (12)(34) = v ve Ba? = (24)(13)(24) = o?B = 7 dir.
Béylece Dy = {es,a, 0,03, 3,a8,02B,a28} C G elde edilir. Sonu¢ 2.1.3 gereji
grup olan Dy ’lin islem tablosu asagidaki sekildedir.



Grup Teorisi- I 71

N « a? ol 153 af | o8 | a3p
eq €4 « a? ol I5) aB | o8 | a3p
« « a? o’ €4 aB | ?B8 | a8 | B
a? a? o’ e4 e a?p | 28 | B af
a? a? e4 Q a? a3p | B aB | o2
B8 B a3f | 2B | aB | es a? a? Q
af | aBf | B a3B | o8 | « €4 a? a?
o’ | B | pa | B al3p | a? «@ €4 a?
a8 | a8 | a?8 | aB | B o? o? €4 «

Islem tablosundan gorildigi gibi Dy degismeli olmayan 8. mertebeden gruptur ve
bu gruba 4. mertebeden Dihedral grup denir (bir sonraki béliimde n.mertebeden
Dihedral gruplarin tanyma verildikten sonra mertebesi 8 olan bu gruba neden 4. mer-
tebeden Dihedral grup denildigi anlasilacaktir). Son olarak G = Dy oldugunu gdste-
relim. f € G keyfi bir simetri olsun. Bu takdirde f(1) € {1,2,3,4} olup « simetrisi-
nin tanmmandan dolayr f(1) = " (1) olacak gekilde bir tek r € {0,1,2,3} tam sayis
vardwr. Buradan 1 = (o~ " f)(1) elde edilir. Simdi (o~ " f)(2) elemanins belirleyelim.
Karede 1 ile suraly kégeler 2 ve 4 oldugundan o~ " f simetrisi altinda da bu kogeler
swraly olup 1 = (™" f)(1) oldugundan (a™"f)(2) = 2 veya (a~ " f)(2) = 4 olmalidur.
(a7 f)(2) = 2 ise, 3 numarals kige i¢in (a7 f)(3) kdgesi (™" f)(2) = 2 ile swral
olacagindan (=" f)(3) = 3 olmahdir (1 = (o™ "f)(1) oldugundan (o~ "f)(3) = 1
olamaz). Buradan (o~ "f)(4) =4 olup o~ " f = ey esitliginden f = o" € Dy bulu-
nur.

(™" f)(2) =4 olsun. 8 = (24) oldugundan (Ba™"f)(2) =2 olup Ba™" f simet-
risi 1 ve 2 kogelerini sabitler. Dolaysiyla Ba™" f simetrisi tiim noktalary sabitler
ve buradan Ba~"f = ey elde edilir. 3 = B~' oldugundan esitligin her iki tarafi
siraswyla 5 ve o ile ¢carpilirsa f = o" 8 € Dy bulunur. Sonug olarak G = Dy diir.

Dy grubunun eslenik simflar {es}, {o,a®}, {a?}, {aB, a8} ve {B,a?B} dir.
Buradan merkez elemanlar eq ve o olup Z(Dy) = {es,a®} bulunur. Merkezlesti-
riciler de benzer elemanter iglemlerle bulunabilir.

(4) Bir ABC eskenar ii¢cgeninin simetrilerinin grubunun Ss oldugunu gdstere-
lim. Diizlemde merkezi orijine sabitlenmis ve késeleri siraswyla 1, 2, 3 olarak nu-
maralandirilmag ABC eskenar tiggenini alalvm. Is = {1, 2, 3} olmak iizere eskenar
tiggenin simetrileri Ss grubunda kapsanir. Merkezi sabit tutarak i¢genin saatin tersi
yoninde 120 derece déndiirelim ve bu dongiiye o diyelim. Bu takdirde o = (123)
olup tekrar bir daha 120 derece déndiiriiliirse o = (132) dir. Son olarak iiggene bir

3

kez daha ayni derece ile dongi uygulamirsa o = es elde edilir. Simdi A kégesine
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ait kenarortaya gére yansima S olsun. § = (23) olup benzer sekilde B kdsesine
ait kenarortaya gére yansima © = (13), C kégesine ait kenarortaya gére yansima

6 = (12) dir. Dolayswyla eskenar tiggenin tiim simetrilerinin kiimesi Ss grubudur.

(5) G grup olsun. a € G elemam G grubunda mertebesin olan tek eleman ise a €
Z(G) dir, gosterelim. e # b € G keyfi elemanina alalim. |a| = |bab™!| oldugundan
hipotez gerejince a = bab™! yazlir. Dolayiswyla a elemaninin tiim eslenikleri kendisi
olup a merkez elemandar.

1

(6) G grup ve z, a € G olsun. k € Z* olmak iizere v~ ax = a* iken her n € N

. . p— n o . . 3 . 3
icin ™ "ax™ = a*" oldugunu gdsterelim. n dizerine tiimevarim uygulayalim.

n = 2 igin v 2%ax® = 27z ax)x dir ve béylece " ax = a* esitligi yerine
yazilirsa
v 202> = a Yz lax)w
= 2z ldkz
= z'a(zz HDa(zzr Ya...(zz7 ) ax
(k—1)—tane
_ -1 -1 -1
= (z7azx)(z” ax)...(x” ax)
k—tane
= (z laz)*
— (ak:)k
= ak2
dir.

n > 1 olmak iizere n den kiigik tim dogal sayilar i¢in iddianin dogru oldugunu

kabul edelim. x~"az" = 2~ (z=" az" " V)x olup tiimevarim kabuliimiiz geregi

27"z = %" alnarsa
r "az" = x Yz "Tlax" Nz
= " 'y
= (z7lax)""
_ (ak)k”*1
= akn

elde edilir.

(7) G grup olmak iizere a, b € G olsun. a~'b*a = ba iken a = b dir, gésterelim.

L' = a(ba)a™t olup birlesme ézelligi saglandigindan

a"'b?a = ba ise, a(a"tb%a)a”
gerekli diizenlemeler yapilirsa b* = bb = ab esitlii elde edilir. Sadelestirme izelligi

geregi a = b oldugu gorilir.
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(8) Zs = {0,

elemans e = (0,

1,2} wve Zy = {0, 1, 2, 3} olmak fdizere Z3 ® Z4 ® Z4 grubu, birim
0, 0) we mertebesi 48 olan direkt toplamdur.C]
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2.1 Algtirmalar

1. x bilinmeyeni 0 ve 1 den farkli olmak iizere fi(z) =z, fao(z) = 1=, f3(z) =
Im;l kurallar ile tamimli f1, fo, f3 fonksiyonlari arasinda "o" bilegke ikili
islemi,

1 < 4,5 < 3icin f;, f; herhangi iki fonksiyon olmak tizere (f; o fj)(z) =
fi(f;(z)) seklinde tammlansin. Bu takdirde G = { f1, f2, f3} kiimesinin verilen
ikili igleme goére grup olup olmadigini aragtiriniz.

2. G={a++2bla,b € Q, a-b#0} seklinde verilen kiimenin ¢arpma iglemine

gore grup oldugunu gosteriniz.

3. a,b,c,d; ad — bc = 1 egitligini saglayan tam sayilar ve = de herhangi bir reel

az+b
cx+d

doniigimlerinin kiimesi G ile gosterilsin.

say1 olmak tlizere x — f(z) = seklinde tanimlanan tiim f : R — R

e Her f € GG doniigiimiiniin reel sayilar kiimesini, reel sayilar kiimesine

bire-bir ve 6rten olarak resmettigini gosteriniz.

e (G nin doniigiimlerin ¢arpimi kuralina gore bir grup olup olmadigim arag-

tiriniz.

4. G grup olsun. Her a,b € G icin (ab)? = a?b? ise, G nin abel grubu oldugunu

gosteriniz.

5. G abel grubu olsun. Bu takdirde her a,b € G ve her k € Z igin (ab)* = a*b*

oldugunu kanitlayiniz.

6. G grup olsun. Her a,b € G i¢in a~'b%a = ba ise, a = b oldugunu gosteriniz.

7. G grup ve a,b € G olsun. zax = b denkleminin G grubunda bir ¢6ziimiiniin
olmasi igin gerek ve yeter kosul ¢ = ab elemanmmin gruptaki bir elemanin

karesi formunda olmasidir. Gosteriniz.

5

8. G grup ve a, b, € G olmak iizere a®b = ba® olsun. a® = e ise, ab = ba oldugunu

gosteriniz.

9. Asagida verilen matematiksel sistemlerden hangilerinin (yar1) grup oldukla-

rin1 belirleyiniz.

e a,beNigin axb=a, (N,x*)
eabeZignaxb=a—-0, (Z,x*)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

a,b € Rigin axb = |alb, (R, *)

a,beRiginaxb=a+b+1, (R,*)

a,beRiginaxb=a+b—ab, (R,x)
a,b€Qiginaxb= 2L, (Q x*)

G grup ve a € G igin |a| = n olsun. ebob(p,n) = 1 olacak gekilde 1 <p < n

i¢in |a?| = n oldugunu gosteriniz.

G grup olmak iizere a € G olsun. Her x € G i¢in f,(z) = aza™! ile tamimli
fa : G — G doniiglimiiniin S grubunun elemani oldugunu gosteriniz. Ayrica

(fa)! doniigiimiinii karakterize ediniz.

G = 7Z x Z kiimesinde
(a,b) * (¢,d) = (a+ ¢, (=1)b +d)

ile "x" ikili iglemi tanimlamyor. G kiimesinin verilen bu ikili igleme goére grup

yapisina sahip oldugunu gosteriniz.

Q(iv5) = {a + iV/5b| a, b € Q} kiimesinin kompleks sayilardaki toplama ve

carpma iglemlerine gére grup olup olmadigini aragtirinz.

Rx* kiimesinde
axb=alb

ile bir "«" iglemi tamimlaniyor. R\{0} kiimesinin verilen bu igleme gore grup

olup olmadigini aragtiriniz.

R kiimesinde
a*xb=|a—0

ile bir "«" iglemi tanimlaniyor. R kiimesinin verilen bu igleme gore grup olup

olmadigini aragtiriniz.

R kiimesinde
a*b=min{a, b}

ile bir "«" iglemi tanimlaniyor. R kiimesinin verilen bu igleme gore grup olup

olmadiginmi aragtiriniz.
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17.

18.

19.

20.

Grup Teorisi -1

Negatif olmayan reel sayilarm kiimesi RZ? {izerinde

ax*xb=+a?+ b2

ile bir "+" iglemi tanmimlaniyor. RZ° kiimesinin verilen bu igleme gore grup

olup olmadigini aragtiriniz.

G={(a,bc)]|a,b ceZ, pecP}kimesinde

(avb7c)*(fag7h’):(a+f7b+gac+hibf)

ile "+" ikili islemi tanimlaniyor. G kiimesinin bu isleme gore p® mertebeli

degismeli olmayan grup oldugunu gosteriniz.

G={(a,b) | a €Zy ve bc Zy, pc P} kiimesinde
(a,b) x (¢,d) = (a+ ¢, b+ d + bep)

ile "+" ikili islemi tanmimlaniyor. G kiimesinin bu isleme gore p® mertebeli

degismeli olmayan grup oldugunu gosteriniz.

G grup olmak iizere a, b € G olsun. a~'b%a = b3 ve a® = e iken b° = e

oldugunu gosteriniz.
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2.2 Simetri Gruplar: ve Dihedral Gruplar

Bu béliimde, R? nin uzakhgi koruyan fonksiyonlarini (izometrilerini) karakterize
edecegiz ve R? nin bogtan farkl bir alt kiimesinin simetri grubunu tanitacagz.
Ozellikle, n > 2 olmak iizere diizgiin n-genin simetri grubu olan Dihedral grubu
inga edecegiz. Sonlu grup teorisinde Dihedral gruplar 6nemli bir yer tutmaktadir.

Tk olarak R? nin uzakhg: koruyan fonksiyonlarmi verelim. f : R? — R? bir

fonksiyon olsun. Standart norma gore her A, B € R? icin
d(f(A), f(B)) = [f(A) = f(B)|| = |A— Bl = d(A, B)

ise, f fonksiyonuna izometri denir. f : R? — R? izometri olmak iizere A, B € R?
igin f(A) = f(B) ise,

0=f(A) = fF(AI = [lF(A) = F(B) = |A - B

oldugundan A = B olup f bire-bir fonksiyondur. Simdi R? iizerinde taniml Ste-
leme, orijin merkezli déngii ve z-eksenine gbre yansima fonksiyonlariin birer izo-
metri oldugunu gosterelim ve R? nin herhangi bir izometrisinin verilen bu ii¢ izo-

metrinin bilegkesi olarak yazlabildigini kanitlayalim.
Yardimci Teorem 2.2.1. (a, b) € R? verilsin. Her (x, y) € R? icin
Vab(®, y) = (x +a, y +b)

ile tamimh vy, : R? — R? Gteleme fonksiyonu, R? kiimesinin permiitasyonu ve

1

izometrisidir. Ozellikle, fonksiyonlarin bileskesine gére (Vap) "t =v_qp dir.

Kamt. (x1, y1), (z2, y2) € R? olmak iizere (21, y1) = (z2, y2) ise, 1 = x2 ve
y1 = Yo olup 21 +a = z2 + a ve y; + b = ys + b egitlikleri saglanir. Boylece son
esitliklerden

'Ua,b(xlv yl) = (xl + a, Y1 + b)
= (a:2+a, y2+b)

= Vap(T2, Y2)

olup v, p : R? — R? déniisiimii bir fonksiyondur. (¢, d) € R? keyfi bir eleman
olsun. (a, b) € R? oldugundan (z, y) = (¢ — a, d — b) € R? alnirsa,
vap(z, y) = ((c—a) +a, (d—b) +b) = (¢, d)

olup v, Ortendir. (z1, y1), (@2, y2) € R? olmak iizere vy (21, Y1) = vap(T2, y2)
olsun. Bu takdirde
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Ua,b(xla yl) = (Il + a, 1 + b) = ’Ua,b(IQ, 92) = (1‘2 +a, Y2 =+ b)

olup (z1, y1) = (w2, y2) dir. Dolayisiyla v, : R? — R? déniigiimii bire-bir ve
orten fonksiyondur (bir bagka deyisle, R? nin bir permiitasyonu olup v, € Sg2 dir).
Diizlemde A(x1, y1) ve B(x2, y2) noktalar verilsin. A ve B noktalar1 arasmdaki
uzakhg d(A, B) ile gosterelim. Bu takdirde,

d(va,5(A), va,(B)) = d((z1+a, y1 +b), (x2 +a, y2+D))

VI +a) = (z2 + a)2 + [(y1 +b) — (y2 + )]
\/(»Tl - £E2 (yl 92)2

= d(A, B)

olup verilen doniigiim bir izometridir.

(z, y) € R? igin

(Va,bV—a, ) (T, ) = Va,b(V—q, -b(2, ¥))
= vgp(x—a,y—0>)

= ((z—a)+a, (y—>0)+0b)
(z, y) = Ig2(7, y)

ve benzer iglemler ile (v_q, —pvq,5) (2, y) = Ig2(z, y) oldgundan Teorem 2.1.1 geregi

(Va,p) ™! = v_q, p dir. O

Ornek 2.2.1. Tim Va,p @ RZ — R? Gtelemelerinin kiimesi T = {va. | (a, b) €
R?} olsun. Fonksiyonlarin bileskesi islemini alalvm. (a,b), (¢,d) € R? olmak iizere
her (z,y) € R? igin

(Va,bVe,a)(@,y) = Va,b(Ve,d(®,Y)) = Va,b(T + ¢,y +d)
= ((z4+c)+a,(y+d)+d)=(x+ (a+c),y+ (b+d))

= Va+c,b+d (.’b, y)

"o jslemine

oldugundan (T,o) ikilisi bir cebirsel yapidir. T kiimesinin bileske
gore G1 ozelligini sagladigy gosterilebilir. (T, 0) cebirsel yapisimn birim elemans
vo,0 der. Yardimes teorem 2.2.1 geregi vq,p € T elemansman tersi v_q —y dir. Her
(a,b), (c,d) € R? igin vy pVe, 4 = Ve, aVa, b esitligi saglandigindan (T, o) cebirsel ya-
pise abel grubudur. Ozellikle, T kiimesinin her elemant R? nin bir permitasyonu

oldugundan T < Sg2 alt gruptur.0

Yardimci1 Teorem 2.2.2. « agise verilsin. R? nin orijin etrafinda o acise ka-

dar saat yoniinin tersine dondirilmesiyle tanvml Ry : R?2 — R? déngiisi, her
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(z, y) € R? igin
Ro(z, y) = (zcos(a) + ysin(a), —xsin(a) + ycos(a))

ile tanamby fonksiyonudur ve izometridir. Ozellikle, Ry € Sg> ve (Ry)™' = R_,
dur.

Kamit. Analitik geometri derslerinden R? nin orijin etrafinda o acis1 kadar déndii-
riilmesiyle tanimli R,, : R? — R? déngiisiiniin, her (x, y) € R? i¢in
Ro(x, y) = (zcos(a) + ysin(a), —xsin(a) + yeos(a))
seklinde oldugunu biliyoruz. R, (21, y1) = Ra (22, ya) ise,
x1c08(a) + y1sin(a) = zocos(a) + yosin(a)
ve
—zysin(a) + yicos(a) = —xasin(a) + yacos(a)
esitlikleri yazilabilir. z1cos(a) 4+ y1sin(a) = xecos(a) 4+ yasin(a) esitliginin her iki
tarafl cos(a) ile carpilirsa,
x1c08% () + y15in(a)cos(a) = xocos®(a) + yasin(a)cos(a)
esitligi ve —x1sin(a) + y1cos(a) = —zasin(a) + yz2cos(a) esitliginin her iki tarafi
—sin(«) ile garpilirsa,
x15in?(a) — y1cos(a)sin(a) = xosin?(a) — yacos(a)sin(a)
esitligi elde edilir. Son elde edilen egitlikleri taraf tarafa toplayalim. Buradan
21 (cos?(a) + sin®(a)) = x2(cos®(a) + sin?(a))

olup cos?(a) + sin?(a) = 1 oldugundan z; = x5 esitligi elde edilir. Benzer iglemler
ile y1 = yo esitligi gosterilebilir. Boylece Ry (21, y1) = Ra(z2, y2) iken (x1, y1) =
(22, y2) olup R, fonksiyonu bire-birdir.

(a,b) € R? keyfi bir eleman olsun. xcos(a) + ysin(a) = a ve —zsin(a) +
ycos(a) = b denklemlerinin ¢dziimiiniin mevcut oldugunu gosterelim. zcos(a) +
ysin(a) = a esitliginin her iki tarafi cos(a) ile —xsin(a)+ycos(a) = b esitliginin her
iki tarafi —sin(«) ile ¢arpilip taraf tarafa toplama yapilirsa, * = acos(«) — bsin(a)
elde edilir. Benzer yontem ile y = asin(a) + beos(a) oldugu goriilebilir. Boylece
X = < v ), A= ( c?s(a) —sin() ) ve B = ( “ ) alinirsa, det(A) = 1

Y sin(a)  cos(a) b
olup A='X = B denklem sisteminin bir tek Xy ¢oziimii mevcuttur. Dolayisiyla R,

orten fonsiyondur.
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R, permiitasyonunun izometri oldugunu gosterelim. A(x1, y1) ve B(xa, y2) her-
hangi iki nokta olsun. A — B = (21 — 2, y1 — y2) = (2, y) ve
R.(A) — Ry (B) = (zcos(a) + ysin(a), —xsin(a) + ycos(a)) oldugundan gerekli

diizenleme yapilirsa,

|Ra(A) = Ra(B)|| = /22(cos?(a) + sin?(r)) + y2(cos?(a) + sin?())
= 22+ 2
= V(x1—22)% + (51 — y2)?
A - B

olup R, bir izometridir.
R, bire-bir ve drten fonksiyon oldugundan ters fonksiyonu vardir. Simdi (R,) ™! =

R_,, oldugunu gosterelim.

RoR_o(z,y) = Ra(zcos(—a)+ ysin(—a), —zsin(—a) + ycos(—a))
((xzcos(a) — ysin(a))cos(a) + (xsin(a) + yeos(a))sin(a),
—(zcos(a) — ysin(a))sin(a) + (zsin(a) + ycos(a))cos())
= xcos?(a) — ysin(a)cos(a) + xsin?(a) + ycos(a)sin(a),
—wzsin(a)cos(a) + ysin?(a) + xsin(a)cos(a) + ycos? ()

= (CL‘, y) = IRz(.’L', y)

esgitligi geregi R,R_, = Ig> dir. Benzer islemler ile R_,R, = Iz olup Teorem
2.1.1 geregi (R,)~' = R_, dir. O

Ornek 2.2.2. Orijin etrafinda tansml tim déngilerin kiimesini D ile gdsterelim.

Ra, Rg € D keyfi elemanlar olmak iizere her (z,y) € R? igin

(RaRp)(2,y) = Rayp(2,y) = (RsRa)(2,y)

olup (D, o) cebirsel yapidir. Birim eleman o = 0 agist igin Ry ve Yardimer teorem
2.2.2 den herhangi bir o agist icin R, = R_,, dur. Sonug olarak diizlemdeki ori-
jin etrafinda déngilerin kimesi D, fonksiyonlarin bileskesine gore abel grubudur.
Ozellikle, D kiimesinin her elemani R? nin bir permiitasyonu oldugundan D < Sg»

alt gruptur.(]

Yardimci Teorem 2.2.3. Her (z, y) € R? igin

) (z,0) y =0 ise
ol v) = { (z, —y) y#0 ise
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ile tanaml yo : R? — R? yansima fonksiyonu, permiitasyondur ve izometridir.

Ozellikle, yO_1 = yo dar.

Kamt. yo : R? — R? fonksiyonunun bire-bir ve érten oldugu aciktir. yo permii-
tasyonunun izometri oldugunu gosterelim. y # 0 durumu i¢in kanit yapalim (y = 0
durumu igin kanit agikardir). A(x1, y1) ve B(x2, y2) herhangi iki nokta olmak iizere
A— B = (x1 —x2, y1 — y2) dir.

yo(A) — yo(B) = (z1, —y1) — (22, —y2) = (1 — 22, Y2 — y1) oldugundan

lyo(A) —yo(B)[| = /(x1 —22)% + (y2 — y1)?
= V(z1 —22)2 + (11 — 12)?
= ||[A- B

dir ve boylece yo : R? — R? yansima fonksiyonu bir izometridir. Son olarak o
permiitasyonunun tersinin kendisi oldugunu kanitlayalim. (z, y) € R? herhangi bir

eleman olmak tizere

W), y) = wo(z, —y) = (z, —(=y)) = (z, y)

oldugundan Teorem 2.1.1 geregi y, b=y dir. O

Her (z, y) € R? igin

(2, y) = (0, y) x =0 ise
T Y= (—x,y) = #0ise

ile tanimli zo : R? — R? yansima fonksiyonunun, permiitasyon, izometri ve z =
2o oldugu Yardime: teorem 2.2.3 iin kanitina benzer sekilde gosterilebilir.

R? kiimesinin tiim izometrilerinin kiimesini Izom(R?) ile gosterelim.
Ige : R? — R? birim déniigiimii izometri oldugundan Ig> € ITzom(R?) # () dur.
f, g € Izom(R?) ise, her A, B € R? i¢in

1(gf)(A) = (9B = llg(f(A) = g(f(B)Il = f(A) = F(B)Il = A - B
oldugundan gf € Izom(R?) dir. O halde (Izom(R?), o) cebirsel yapidir. Fonksi-

yonlarin bileske islemi birlesme zelligini sagladigindan (Izom(R?), o) yar1 gruptur.
Ayrica her f € Tzom(R?) igin fIg: = Iz f = f oldugundan (Izom(R?), o) mono-
iddir.

Teorem 2.2.1. f € Izom(R?) izometrisi, bir yanssmamin, bir dénmenin ve bir

dtelemenin bileskesidir. Ozellikle, f permiitasyondur ve Tzom(R?) < Sga dir.
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Kamit. f € Izom(R?) olmak iizere A = (0,0), B = (1,0) ve C = (0, 1) olsun.
Kanit1 adimlar izleyerek yapalim.
1. adim: f(0, 0) = (a, b) ise, (V_a,—pf)(A) = (v_q,—pf)(0, 0) = (0, 0) = A dur.
2. adun: B = (v_q _pf)(B) olsun. Bu takdirde,

1 = |A-B]

H(Ufa,fbf)(A) - (Ufa,fbf)(B)H
= |A-B|

dir. A = (0, 0) orijin oldugundan B' noktas: birim cember iizerindedir ve bun-
dan dolay1 belirli bir o agis1 icin B = (cos(c), sin(a)) seklinde yazilabilir. Simdi
R_o(B') = R_q(cos(a), sin(a)) = (1, 0) = B dir. Benzer sekilde R_,(A) = A
dar.

3. adim: (R_av_a_4f)(C) = C" olsun.

e
I(R-av—a,-)(A) = (R-av0 4 /)(O)]
= Ja-C|

ve

Vi = |B-C|
I(R-av-a/)(B) = (R-av-a 2 )(C)]|
1B-C'|

diir. Dolayisiyla €' = (0, 1) veya C" = (0, —1) olmalidur.
C" = (0, 1) olsun. Ig> : R2 — R? birim déniigiimii icin

gi=IgeR_oqU_q_p = R_qv_q_p € Izom(R?)

izometrisini alalm. (¢/)(4) = (f9)(4) = A, (9)(B) = (f9)(B) = B ve (£)(C) =
(fg)(C) = C oldugundan gf = fg = Igz olup

f - g_l - (R,QU,G,,b)_l - Ua,bRa

dir.
/

C = (0, —1) olsun. g := Yo R_qV—_q b € Izom(R?) izometrisini alahm. (¢f)(A) =

(f9)(A) = A, (9f)(B) = (f9)(B) = B ve (¢f)(C) = (f9)(C) = C oldugundan
gf = fg = Iz olup

f = g_l = (yORfavfa,fb)_l = Ua,bRayO
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dir. f fonksiyonunun tersi mevcut oldugundan oOrten oldugu agiktir. Dolayisiyla
f € Sge olup Tzom(R?) < Sg: alt gruptur. O

R? kiimesinin bogtan farkli herhangi bir alt kiimesine geometrik sekil adi
verilir. E bir geometrik gekil ve f € Izom(R?) olsun. f(E) = E ise, (yani, f|g :
E — FE permiitasyon ise) f izometrisine E geometrik seklinin simetrisi denir.
E geometrik geklinin tiim simetrilerinin kiimesi I(FE) ile gosterilir. Ig2(E) = E
oldugundan Iz € I(E) # 0 dir. (I(E), o) < (Izom(R?), o) alt grup oldugu agiktir.
I(E) < Izom(R?) alt grubuna E geometrik seklinin simetri grubu denir.

Simdi n > 2 olmak {izere bir diizgiin n-genin simetri grubunu inga edelim. Diiz-
lemde diizgiin n-geni A,, ile gosterelim (yani, diizgiin n-gen tizerindeki noktalarin
kiimesi). A,, bir ve yalmiz bir ¢evrel cembere sahiptir ve bu ¢evrel ¢emberin merkezi
diizgiin n-genin merkezi olarak adlandirilir. I(A,,) simetri grubunu inga etmeden

once agagidaki yardimc teoremleri verelim.

Yardimci Teorem 2.2.4. f € I(A,) ve A, mn merkezi A(a, b) olsun. Bu tak-
dirde, f(A) = A dur.

Kamt. X(z,y) € A, herhangi bir nokta olmak iizere | AX| = | X — 4| = r,
f(A)=A"ve f(X)= X olsun. f izometri oldugundan

1A X || = X = Al = I£(X) = F(A)]| = X — Al| = [AX] = r

dir. Merkezi A" ve yaricapi 7 olan gemberi C'ile gosterelim. f(A,) = A, oldugundan
C cemberi, A,, diizgiin n-geninin cevrel ¢emberidir. Cevrel ¢emberin tekliginden
dolay1 f(A) = A" = A olup istenilen elde edilir. O

Yardimci teorem 2.2.4 geregi birim doniisiimden bagka diizlemdeki higbir Gte-

leme A,, nin simetrisi olamaz.

Yardime1 Teorem 2.2.5. f € I(A,,) olmak iizere A, nan herhangi bir kisesi K
olsun. Bu takdirde, f(K) noktas: da A, mwn bir késesidir. Bir bagka ifadeyle, f

simetrisi bir kégeyi bir kdseye dondgtiirir.

Kamit. A, min herhangi bir kogesi K ve merkezi A olsun. Yardimc teorem 2.2.4

geregi f(A) = A duir. r gevrel gemberin yarigapi olmak {izere

A = K[| = f(A) = ] = A= fF(K)] =

oldugundan f(K) noktasi, ¢evrel cemberin {izerindedir. A,, nin ¢evrel cemberi {ize-

rindeki noktalar1 kogeler oldugundan f(K) noktasi, A,, min bir kogesidir. O
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Genelligi bozmadan A,, diizgiin n-geninin ¢evrel ¢emberini orijin merkezli birim
¢ember olarak alabiliriz. I(A,,) = D,, ile gosterilir ve D,, simetri grubuna n. mer-
tebeden Dihedral grup adi verilir. A, nin koselerini sirasiyla 1, 2, ..., n ile numa-
ralandiralim. 1 < k < n olmak iizere k. koge ile orijinden gegen dogru dy olsun. dg
dogrusunun egim agis1 o = %’T olup her bir di dogrusunun egim acis1 o = (k—1)a
dir (A, diizgiin n-gen oldugundan acilar esittir). r := R, dongiisiinii alalim. Bu
takdirde, her k =1, 2, ..., n i¢in r(A,) = A, olup r € D, dir. Her k =1,2, ..., n
i¢in R,, = r* oldugu aciktir ve Sonug 2.1.3 geregi {e, r, r2, ..., r"~1} < D, alt
gruptur. A,, diizgiin n-geninin orijin etrafinda dongiilerinin kiimesi R(A,,) olsun.
{e, r, 7%, ..., ™71} C R(A,) oldugu aciktir. {e, r, r2, ..., "1} = R(A,,) oldugunu
gosterelim.

f € R(A,) herhangi bir dongii olsun. 1 < ¢ < j < n olmak iizere Yardimci

teorem 2.2.5 geregi f(i) = j olmaldir. d; dogrusunun egim acis1 oy; = (i — 1) ve d;
dogrusunun egim acist a; = (j — 1)a oldugundan f dongiisiiniin agist w = (j — i)«
olup f = Ry, = Rja—ia = I%aj,Jrl(l%%.Jrl)_1 € {e,r,r% ..., r"1} dir. Dolayisiyla
R(A,) ={e, r, r?, ..., r" 1} esitligi elde edilir ve |r| = n oldugu goriiliir.
Diger taraftan r(1) = 2, r(2) = 3, ..., r(n) = 1 oldugundan r simetrisi, {1, 2, ..., n}
kiimesi {izerinde a = (123...n) permiitasyonunu tanmimlar. Tersine; a = (123...n)
permiitasyonu, o = %’T agisiyla belirli tek tiirlii olarak r déngi fonksiyonunu ta-
nimlar. Bundan dolayr r simetrisini kdgelerin degigimi iizerinden degerlendirmek
yeterlidir. Boylece r yerine a = (123...n) permiitasyonu alinabilir.

$ := yop yansima izometrisini alahm. s(A,) = A, oldugundan s € D,, dir. s
simetrisi, ¥y = 0 dogrusuna gore yansima fonksiyonu oldugundan tizerindeki nokta-
lar1 yine kendisine gétiiriir ve bundan dolay1 s(1) = 1 olup s ¢ {e, r, 2, ..., "1}
dir. s simetrisi de kdseler iizerinden degerlendirilebilir. Gergekten; n ¢ift tamsay1
ise, (§ + 1)-inci kogenin yeri (—1, 0) olup s simetrisi b = (Z nil %32) per-
miitasyonunu tanimlar (n = 6 ise, b = (22)). n tek tam say1 ise, yo simetrisi
h— (2 3. 234

I "Tﬁ—&-l) permiitasyonunu tammlar (n = 7 ise, b = (221)). Tersine;
verilen b permiitasyonuna kargilik s simetrisi tek tiirlii olarak belirlenir (1 numarah
kogenin diizlemdeki yeri (1, 0) dir. 2 numarah kdgenin yeri (z, y) ise, n numarali
kogenin yeri (z, —y) olup 2 ile n numarali kogelerin orta noktasi (z, 0) dir. Dola-
yisiyla (1, 0) ve (z, 0) noktalarindan gegen dogru y = 0 olup b permiitasyonu yo
simetrisini tek tiirlii olarak belirler). Dolayisiyla s simetrisini de b permiitasyonu
iizerinden caligmak yeterlidir.

D,, grup oldugundan sr, sr?, ..., sr™~! birbirinden farkli elemanlar olup r,
r2, .., 7L sr, sr?) L sr™t € D, dir. O halde |D,| > 2n oldugu agiktir.

|Dy,| = 2n oldugunu gosterelim. f € D,, keyfi bir eleman olsun. Yardimci teorem
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2.2.5 geregi f kogeleri kogelere gotiiriir ve bundan dolay: f(1), n farkh deger alabilir.
1 <4 < n olmak iizere f(1) =i olsun. f izometri oldugundan f(2) kogesi ile f(1)
kosgesi arasindaki uzaklik 1 ile 2 numarali kdseler arasindaki uzakliga egit olmalidir.
Dolaysiyla f(2) =i+ 1 veya f(2) =14 — 1 dir (burada ¢ = 1 ise, n modiiliine gore
(i—1)-inci koge n dir). f(2) = i+1 ise, f izometrisi kogeleri kogelere gotiirdiigiinden
f(3) = i+2 olmalidir. Benzer yontem ile f(2) = i—11ise, f(3) = i—2 dir. Bu gekilde
devam edilirse, diger kogeler i¢inde bir tek durum s6z konusudur. O halde f(1), n
farkli deger ve f(2) iki farkli deger alirken diger kogelerin f altindaki goriintiisii tek
olarak belirlidir. Dolayisiyla f simetrisi, en fazla 2n farkl sekilde secilebilir olup
|Dy,| = 2n dir. Boylece

D, = {e,r,r?, ...,r"" 1 sr sr?, .. s}

elde edilir. Ayrica 0 < i < n olmak tizere tiimevarim ile sri=rig oldugu gosteri-
lebilir.
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2.2 Aligtirmalar

1.

2.

C' ¢ember olsun. I(C) simetri grubunu bulunuz.

o agist verilsin. Eksenlerin orijin etrafinda o agis1 kadar dondiiriilmesiyle elde
edilen R, : R? — R? fonksiyonun kuralmm her (z, y) € R? icin

R.(z, y) = (zcos(a) + ysin(a), —xsin(a) + ycos(a))

oldugunu kanitlayiniz.

Egim agis1 « olan bir d dogrusunun orijine olan uzakligi r olsun. d dogrusu
iizerindeki bir noktay1 kendisine ve d dogrusu {izerinde bulunmayan herhangi
bir noktay1 d dogrusuna gore simetrigine gotiiren yq : R? — R? yansima

fonksiyonunun kuralinin her (x, y) € R? i¢in 8 = 37” + a olmak iizere
ya(z, y) = (zeos(2a)+ysin(2a)+2rcos(B), —xsin(2a)+ycos(2a)+2rsin(f))

oldugunu kanitlayiniz.

Z(Ds3) ve Z(D,) merkezlerini bulunuz.

. D3 ve D4 Dihedral gruplarinin alt gruplarini bulunuz.
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2.3 Simetrik Gruplarin Elemanter Ozellikleri

Bu boliimde, 0 < n € N olmak iizere S, simetrik grubunun elemanter 6zellikleri
iizerinde caligacagiz ve grup teorisinde 6nemli bir yere sahip olan A, < .S, alterne
alt grubunu tanitacagiz. Ozellikle, S,, grubunun eglenik smiflarm belirleyecegiz ve

bir a € S,, permiitasyonunun eglenik sinifinin eleman sayisini karakterize edecegiz.

Teorem 2.3.1. 7w = (i1 iy ...ig) € Sy bir k-déngii olsun. Bu takdirde, her o € Sy,

icin ara~t = (a(iy) a(iz) ... a(i)) dr.

Kamt. o« € S, permiitasyonu i¢in I, = {a(1),a(2),...,a(n)} seklinde yazlabilir.
Buradan 1 < r < k olacak gekildeki her r i¢in

(ara~Y)(a(i,)) = a(w((a™1a) (i) = (am)(ir) = a(x(i,)) = ali.)

(ama=)(a(ir)) = a(n((a~a)(ix))) = (am)(ix) = a(r(ix)) = alir)

dir. 1 <r <k iken z # a(i,) ise, a bire-bir ve 6rten oldugundan a~!(zx) # i, olup
(ama)(z) = alr(a~'(2))) = ala~'(2)) = (aa"1)(z) = en(z) = =

dir. Bundan dolay1 ara™t = (a(i1) (i) . .. a(it)) esitligi elde edilir. O

Sonug 2.3.1. = (i1 42 ...ix) ve 8 = (J1j2---Js) permiitasyonlars Sy, grubunda iki
déngi olsun. 7 ile B permiitasyonlarinin eglenik olmast igin gerek ve yeter kogul

k = s olmasidr.

Kanit. © ve 8 eglenik ise, mertebeleri egit olup s = || = |n| = k dir. Tersine,

1..j1 j2 = Jr.-m

ar iy G ik..‘an) € S, permiitasyonu icin Teorem 2.3.1’den

a=(
a lra = (a_l(il)a_l(ig)...a_l(ik)) = (jljgjk) =7
olup 7 ile 8 dongiileri esleniktir.[]

Uygulama 2.3.1. Simdi S,, de k < n olmak iizere k-ddongiilerin sayisini (veya veri-

len bir k-dongiiniin eslenik sinafinan eleman sayisin) belirleyelim. I, = {1,2,....,n}

n
kimesinde k-tane eleman se¢imi ( . )= ﬁlk), kadar yapilir. Bu secimlerden bir

tanesi {i1,12,...,1k} ise, bu elemanlarin farkl (dairesel permiitasyonlarin sayisi)

k-déngii sayiss (k— 1)! olup S, simetrik grubunda k-dongi sayis

n n n't
(k=1 k )= (k- 1)!k!(nik)l = k(nik)!
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bulunur.(]

Ornek 2.3.1. (1) Sy simetrik grubunda © = (123) ve § = (234) 3-dongiileri Sonug

2.3.1 geregince esleniktir. Sonug¢ 2.3.1%n kanstindaki yontem kullanilirsa

a2)=1,a3)=2,a(4) =3

lra = B olup 7 ile B permitasyonlarinin

olacak sekildeki o permiitasyonu i¢in o~
eslenik oldugu gorilir. Ayrica Sy de 3-déngiilerin sayist veya (123) permitasyonu-
nun eglenik sinifinin eleman sayist Uygulama 2.5.1 geregince 3(447_!3)! = 8 bulunur.

(2) S3 simetrik grubunda 2-dongiilerin sayst ve 3-dongiilerin sayisy sirasy ile
Uygulama 2.3.1 geregince 2(3377'2), =3 ve 3(3377'3), =2 dir.

(3) n > 7 olmak tizere « = (1257) ve B = (246) ise, Teorem 2.3.1 gerejince
afat = (a(2)a(4)a(6)) = (546) dar.

(4) n > 8 olmak iizere o = (1357) ve B = (2368) olsun. y(1357)y~ = (2368)

olacak sekildeki v € Ss elemanins bulalim. Teorem 2.8.1 geregi

v(1357)y ™t = (v(1)7(3)7(5)(7)) = (2368)

oldugundan v = (32342818) = (12)(56)(78) elde edilir.C]

A bogtan farkl bir kiime olmak {izere S 4 grubunda alinan keyfi bir permiitasyon
yardimiyla A kiimesinin ayrigimi elde edilebilir. v € S4 verilsin. "a, b € A olmak
iizere a ~ b olmasi icin gerek ve yeter kosul b = o (a) olacak gekilde k € N vardir"
ile tamimh "~" bagintis1 A kiimesi tizerinde denklik bagintisidir. « permiitasyonuna
gore elde edilen a € A elemaninin denklik simifina o’nin yéringesi adi verilir.
Ss grubunda « = (136)(28)(457) permiitasyonunun yoriingeleri {1, 3 = «(1), 6 =
a?(1)},{2, 8 = a(2)} ve {4, 5 = a(4), 7 = a?(4)} olup bu kiimeler Ig’in ayrigimidir.

Teorem 2.3.2. n > 2 olsun. Bu takdirde,

(1) S, de her permiitasyon ayrik dingilerin ¢arpimu geklinde tek tirli olarak

yazlr;

(2) ™ € S, permiitasyonunun mertebesi ayrildigy ayrik dongilerin mertebelerinin

en kiiciik ortak katidar.

Kamt. (1) n lizerine tiimevarim uygulayalim. n = 2 i¢in Sy = {e3, (12)} oldu-
gundan iddia agiktir. n > 2 olmak tlizere 2 < k < n olacak gekilde tiim Sy per-
miitasyon gruplari i¢in iddianin dogru oldugunu kabul edelim. m € S;, birimden
farkli permiitasyon olsun. 7 permiitasyonunun yériingeleri ayriktir. Her ¢ € Z7T icin
7i(1) € I, olup {m(1),72(1),...,7%1),...} C I, dir. I,, sonlu kiime oldugundan
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7%(1) = 7™ (1) olacak gekilde m ve k tamsayilari vardir. k > m olsun. j = k—m > 0
almirsa 77 (1) = 1 elde edilir. i tam sayis1, 7¢(1) = 1 olan en kii¢iik pozitif tam say1
olsun. Bu takdirde A = {1,7(1),7%(1),...,7"1(1)} kiimesinin tiim elemanlar1 bir-

birinden farkli olup
7=>0n1)7%(1)...71(1))

i-déngiisii tamimlanabilir. B = I,,\ A olmak iizere B = ) ise, A C I,, oldugundan
A=1TI,olup 7 =7 = (1m(1)7?(1)...7"" (1)) n-dongiidiir. B # () olsun. a = 7|
olmak iizere o = e, ise, 7 = 7 olup i-dongilidiir. o birim permiitasyondan farkl

olsun. Tlimevarim kabuliine gore

a;(a) a€B ise
a a¢ B ise

mi(a) =

ile tanimh 1 <7 < 7 i¢in «; ler ayrik olmak iizere @ = ajas ... o, seklinde yazi-
labilir. Boylece 71, m, ..., . ve T ayrik dongiiler olup m = myms ... 7,7 dir. Sonug
olarak 7 ayrik dongiilerin ¢arpimi olarak yazlabilir.

Yazihigin tekligini gostermek icin 7 permiitasyonu @ = myme ... 7w = B182 ... Bs
olacak gekilde ayrik dongiilerin iki ¢arpimi olarak yazilabilsin. m; = (i14g...14;)
olsun. Buradan m(i1) # i1 elde edilir. Bu ise, 41 elemaninin bir §; tarafindan et-
kilenmesini saglar. Dongiilerin ayrik olmasindan dolay1 1 < j < s icin dyle bir
B; permiitasyonu vardir ki; 3; nin bir elemani olarak ¢; ortaya ¢ikar. Bu takdirde
Bj = (i1¢2 ... cm) seklinde yazilabilir. Simdi

ia = mi(i1) =7(i1) = B;(i1) = ca
i = m(iz) = m(iz) = w(c2) = Bj(c2) = c3
iy = mi(i—1) =7w(i—1) = 7(a-1) = Bila—1) = ¢

tablosunu goz Oniine alalim. [ < m ise,
iv=mi(ir) = m(ir) = m(c) = Bj(a) = am

celigkisi elde edilir. Boylece | = m dir. Buradan 1 < j < s i¢in m; = ; dir. Benzer
sekilde 1 <t <rvel <k <migin B = m elde edilir.

(2) |w| = r olsun. (1) geregince 1 < ¢ < k igin m; permiitasyonlar1 ¢;-dongii
olmak iizere m = m;ms...T, olacak sekilde ayrik dongiilerin carpimi olarak yazilabilir.

ekok(ty, ta, ...,tx) = m olsun. Ayrik dongiiler degismeli oldugundan

mo_ m -m m
T =ty = e
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elde edilir. Boylece Teorem 2.1.10 (1) geregince r|m dir. Diger taraftan, |7| = r
oldugundan her 1 < i < k i¢in 7} = e, olup Teorem 2.1.10 (1) geregince t;|r dir.

Dolayisiyla ekok(ty, ta, ..., tx) = m oldugundan m|r olup r = m dir.0

Ornek 2.3.2. (1) Sg simetrik grubunda o = (333239 1%) permiitasyonunu ayrik

déngiilerin ¢carpimu olarak yazalvm ve mertebesini hesaplayalm. o(1) = 2, 02(1) =
3,0%(1) =8, o*(1) =1 olup
a = (a(1)o?(1)o(1)o*(1)) = (2381) = (1238)
4-déngiidiir. o(4) =5, 02(4) =6, 03(4) = 4 oldugundan
B =(0(4)0*(4)0°(4)) = (456)

olup B 3-déngiidir. o = (1238)(456)(7) = af dir. Ayrica Teorem 2.3.2 (2) gerejince
lo| = ekok(|al,|8]) = 12 bulunur.

(2) n =T igin Sy, simetrik grubunda ™ = (§ %3
(1) =6, 72(1) =7 ve 73(1) = 1 olup oy = (167) 3-déngiisii elde edilir. 7(2) = 3,
72(2) = 5, 72(2) = 4 ve 7*(2) = 2 olup ay = (2354) 4-déngiisii elde edilir. Sonug

olarak oy ile as ayrk dongiiler olup ™ = ayae dir.]

% 3¢ Z) permiitasyonunu alalym.

Sonug 2.3.2. n > 2 olmak tizere S, grubunda her permitasyon tranpozisyonlarin

carpima olarak yazilr.

Kanat. Bir dongii transpozisyonlarin ¢arpimi olarak yazilabildiginden Teorem 2.3.2
(1) geregince S,, grubunda her permiitasyon tranpozisyonlarin garpimi olarak ya-
zilir. O

Ornek 2.3.3. (1) Sy simetrik grubunda o = (3234557 %%) permiitasyonu veril-
sin. a = (1284)(35)(697) olup Teorem 2.5.2 (2) gerejince |a| = ekok(4,2,3) = 12
dir. Ayrica o = (14)(18)(12)(35)(67)(69) seklinde transpozisyonlarin ¢arpimadar.
(2) S5 simetrik grubunda o = (54)(12)(15)(24) permiitasyonu verilsin. o =
(54)(12)(15)(24) oldugundan o = (14)(25) ayrik dongiilerin ¢arpima geklinde yazi-

labilir ve buradan |a| = 2 oldugu gérilir.0]

Onerme 2.3.1. S, grubunda eslenik siniflarin sayise n dogal sayisinin ayrisimlare
kadardar.

Kanit. o € S, olsun. Ayrik dongiilerin degigmeli olmasindan dolay: genelligi boz-
madan 1 < 7y < ry < ... <1, < n segimi yapilarak Teorem 2.3.2 (1) geregince

ayrik (1 <j < k) r;-dongiilerinin

a = (i iy @i iy By
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carpim geklinde tek tiirlii yazilabilir. « bire-bir ve érten oldugundan
r+reot..+rg=n

dir ve bu yazilig n dogal sayisimin bir ayrigimidir. Ayrica n dogal sayisinin her
ayrigimina kargilik bir permiitasyon yazilabilecegi aciktir. Simdi « ve 5 permiitas-
yonlarinin eglenik olmasi igin gerek ve yeter kosul bu iki permiitasyonun n’nin ayni

1

ayrigimina sahip olmasidir, gésterelim. « ve 3 eglenik ise, § = 7~ "~y olacak sekilde

~v € S, vardir. Buradan
R S G b e G N BN T (S )
olup Teorem 2.3.1 geregi
B=(y L)y NGy D) () LG

olacak gekilde ayrik dongiilerin garpim geklinde yazilir. Dolayisiyla Teorem 2.3.2 (1)
den 8 permiitasyonu « ile n’nin ayn ayrisimina sahiptir. Tersine, S permiitasyonu
. (1) (1) (1), :(2) -(2) (2 (k) (k) (K . )
aile g = (j§ )jé )...]721))(]§ )jé )...j£2))...(]£ )]5 )...quk)) olacak sekilde m’nin aymi
ayrigimina sahip olsun.
V—( Logit g e GG G @G R

n
O A S 1 A 1 ST o A AL T L iy;g...an)

permiitasyonu igin 3 = 1

oy olup istenilen elde edilir. Dolayisiyla n dogal sayisi-
nin her ayrigimina kargilik bir eglenik sinifi denk gelir. Bundan dolay: S,, de eglenik

siniflar sayis1 n’nin ayrigsimlar: kadardir.(]

Uygulama 2.3.2. Teorem 2.5.2 (1) den her permiitasyonun ayrik déngiilerin car-

n

puma olarak tek tirli yazildiging ve S, de bir k-donginin (k — 1)!( L ) = k(nni—'k)‘

farkl sekilde segilebilecedini (veya eslenik sinifinan eleman sayist) biliyoruz. Bu bil-
giler yardimayla herhangi o € S,, permiitasyonunun ka¢ farkl sekilde segilebilecegini
(veya eslenik sinifinan eleman sayising) hesaplayalim. o’man ayrik dongiilerin ¢ar-
pime seklinde yazilhiginda ny tane ki-dongi, ne tane ko-ddngi ve bu sekilde devam
edilirse n, tane k,.-déngi mevcut olsun. o permitasyonu n’nin bir ayrisszmina denk

geldiginden ni1ky + noks + ... + n.k,. = n oldugu agiktar. Genelligi bozmadan
ny <ng <...<n,

secimi yapulabilir. Oncelikle ny tane k1-déngiinin secimini bulalim. Bu ki-déngiiler
kendi aralarinda ny! kadar yazilir ve ayrik dongiler degismeli oldugundan bunlar
birbirine egittir. Biz bunlardan sadece birini istedigimizden segimlerimizi n,!’e bol-

meliyiz. O halde eleman se¢imi
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n! (n—ky)! (n—(n1—1))! 1 n!
k}l(’ﬂ k1)| k}l(’ﬂ 2k1) kl(nfnlkl)!'nl! k?lnl!(nfnﬂm)l

bulunur. Bu takdirde I, = {1,2,...,n} kiimesinin (n—n1k1) tane elemans kalmagtar.
Bu kiime tizerinden ny tane ko-donginiin se¢imi yukaridaki benzer yontemle

(n ’I’lel)'
ky?nal(n—(niki+noks))!

farkly yolla yapilabilir. Bu sekilde devam edilirse i = 1,2, ...,r olmak iizere n; tane
k;-dongiinin seg¢imi

(n_*(nlk1+n2k2+~~+ni—lki—l))l
k:71n1'(n7(n1k1+n2k‘2+Jrnlkl))‘

dir. Boylece niky + noks + ... + n.k,. = n oldugundan o permiitasyonu

n! (n—mn1kq1)! (nyks ) _ n!
k?lnl!(nfnlkrl)! ; nal(n—(niki+noka))! """ kr"n,! (kY 1 nl')(k:2 na!)...(kr"n,.!)

farkl sekilde yazilabilir.[]

Ornek 2.3.4. Onerme 2.3.1 ve Uygulama 2.3.2 yardimayla asagidaki verilen simet-
rik gruplarn eglenik siniflaring ve bu eslenik siniflarin eleman sayilaring bulalim.

(1) S5 simetrik grubunun eslenik sinflarine ve eslenik simflarinin eleman sayi-
sy bulalim. 3 sayrsiman her ayrisimana karsihk bir eglenik sinifi denk geldiginden
3=141+1 aynsimna karsik o = (1)(2)(3) = e3 permiitasyonu denk gelir ve
es3’in eslentk sinife 3%in bu ayrisymang temsil eder. 3 = 2 + 1 aymgimina kargilik
a = (12)(3) = (12) permiitasyonu yazilirsa verilen bu ayrigim (12) 'nin eglenik si-
naifs ile temsil edilebilir ve bu eslenik sinifinin eleman sayist 3 dir. 3 = 3 ayrisima
icin a = (123) permiitasyonunun temsil ettigi eslenik sinafs denk gelir ve bu eslenik
siaifinan eleman sayise 2 dir. O halde Ss simetrik grubunun eslenik sinflar {es},
{(12), (23), (13)} ve {(123), (132)} dir.

(2) Sy grubu verilsin. 4 =1+ 141+ 1 ayrgrmuna {e4} eslenik sinifinan kargilik
geldigi agiktir. 4 =2+ 1+ 1 ayrszmana karsilik o = (12) permdtasyonunun temsil
ettigi eslenik simafy denk gelir ve bu eslenik sinifiman eleman sayist 2(4 2), =6 dur.
4 = 242 ayngrmana o = (12)(34) permiitasyonunun temsil ettigi eglenik sinafs
kargihk gelir ve eleman sayist 2?—!2! =3 diir. 4 = 3+ 1 ayrissma i¢in eleman sayisi
3(447_!3)! = 8 olan o = (123) permiitasyonunun temsil ettigi eslenik sinafe kargilik
gelir. Son olarak 4 = 4 i¢in eleman sayis 41! =6 olan o = (1234) 'mun temsil ettigi
eslenik simifs karsihk gelir. Dolayisiyla Sy ’tin eglenik siniflar:
4=14+14+1+1+— {eq4}
4=24 141 o {(12), (13), (14), (23), (24), (34))

)(34), (13)(24), (14)(23)}

4=2+2 — {(12
4=3+1 5 {(123), (124), (132), (142), (234), (243), (134), (143)}
4=4 —— {(1234), (1324), (1243), (1342), (1423), (1432)} dir.
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(3) Sy grubunda mertebesi 2 olan ka¢ tane eleman oldugunu hesaplayalim. k-
déongiilerin mertebesi k oldugundan 6 tane mertebesi 2 olan 2-déngi vardur. (12)(34)
seklindeki elemanlarinda mertebesi 2 olup bu tipte 3 tane eleman vardir. Dolayisiyla
S4 de mertebesi 2 olan 9 tane eleman vardar.

(4) S5 de mertebesi 6 olan elemanlarin sayisine bulalim. Bu grupta 6-dongi
mevcut degildir. Buna karsin 5 = 2 + 3 aynisimana karsilik gelen eslenik sinifinin
elemanlarinan mertebesi Teorem 2.8.2 (2) geregince 6 dir. O halde % = 20 tane
elemanin mertebesi 6 dir.

(5) Ss grubunda mertebesi 4 olan elemanlarin sayisine bulalim. Ss de
8=4+1+1+1+1

ayristmana karsilik gelen 4-déngilerin sayuist %1! = 420 dir. Teorem 2.3.2 (2)’den
8 =4+4+4,8=4+2+2ve8 =4+2+1+1 aynsimlarna karsilik ge-
len eglenik siniflarinan elemanlarinminda mertebesi 4 olup bunlarin sayist siraswyla
4%! = 1260, 4(2872!2!) = 1260 ve %?2! = 2520 dir. Dolaypsiyla toplam 5460 tane
eleman 4. mertebedendir.C]

X = H1§i<j§n(ai_aj)

= (a1 —a2)...(a1 —an)(az —as)...(az — ay) ... (an—1 — ay)
formal carpimin: tanimlayalim. n = 4 ise,
X = (a1 —ag)(a1 — az)(a1 — as)(az — az)(az — as)(az — as)
dir. 7 € S,, de herhangi bir permiitasyon olmak iizere
(%) = [h<icjcn(@n) — an()
olarak tanimlanir.

Yardime1 Teorem 2.3.1. n > 2 i¢in i < j olmak iizere o = (ij) € S, olsun. Bu

takdirde o(x) = —x dir.

Kamt. x de (a; — a;) faktoriiniin eglenmis faktorii (a,(;) — ao(;)) dir. Bu takdirde
(ao@)y — o(j)) = (a; — a;) = —(a; — a;) dir. k ve [ ikisi birden hem ¢ hemde j
ye egit olmayacak gekilde (ax — a;) faktoriini diiglinelim. Buradan ay — a; faktorii
degismez. Diger taraftan k veya [ den biri ¢ veya j den birisine egit ve 1 <t < n
olsun. Eger t < i < j ise, x carpiminda (a; — a;) ve (a; — a;) faktorlerinin o(x) ile

eslenmis faktorleri (ay(;) — ao(i)) Ve (@) — ao(j)) olmak iizere
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(Ao (t) = Qo (i))(Ao(t) = o(s)) = (ar — aj)(ar — a;) = (a; — a;)(ar — a;)

dir. Boylece (a; — a;)(a; — a;) carpimi degigmeden kalir. ¢ < ¢t < j ise, x ¢arpiminda
(a; — at) ve (az — ay) faktorlerinin o(x) ile eslenmis faktorleri (ay (i) — ao@)) ve

(ao(t) — o(j)) olmak iizere

(ao(i) = o)) (Ao(r) — Ao(s)) = (aj — ar)(ar — a;) = (a; — ar)(ar — ay)

dir. Sonug olarak (a; — a¢)(a: — a;j) carpum degigsmez. Son olarak 1 < ¢ < j <t
icin benzer iglemler yapilirsa (a; — a;) faktorii diginda tiim faktorlerin o altinda
degismedigi goriiliir. Dolayisiyla o(x) = —x dir. O

Teorem 2.3.3. n>2venw € Sy, olsun. 1 <i <rwel < j<siginog, 7 €5y
transpozisyonlar olmak tizere m1 = 0109---0, = T1To -+ - Ts oldugunu kabul edelim.

Bu takdirde hem v hem de s ya tektir ya da ¢ifttir.

Kamt. Yardimer Teorem 2.3.1 den her 1 < i <7 ve her 1 < j < si¢in 0;(x) = —x
ve 7j(x) = —x dir. (610203 ---0,)(x) = (—1)"x ve (117273 -+ - 75)(x) = (—1)®x dir.
Boylece (—1)" = (—1)*® dir. Buradan hem r hem de s tam sayilar ya ¢ift ya da tek
tam sayidir. J

n > 2 ic¢in ™ € S, permiitasyonu ¢ift sayida transpozisyonun ¢arpimi olarak
yvazilabiliyorsa ¢ift permiitasyon, tek sayida transpozisyonun carpimi olarak ya-
zilabiliyorsa tek permdiitasyon olarak adlandirilir.

n > 2 olmak {izere m € S, permiitasyonu k-dongii olsun. k tek ise, m ¢ift
permiitasyon; k cift ise, 7 tek permiitasyondur.

n > 2 i¢in S, grubunda tiim ¢ift permiitasyonlarin kiimesi A, olsun. e, =
(12)(12) € A,, olup A,, # 0 dur.

Teorem 2.3.4. n > 2 i¢in A, < S, ve |A,| = %’ dir. Burada A,, alt grubuna

alterne grup denir.

Kamt. m, me € A, keyfi ¢ift permiitasyonlar: verilsin. Bu takdirde, k1 ve ko ift
tam sayilar olmak {izere m; permiitasyonu ki-tane transpozisyonun ve 7o permiitas-
yonu ko-tane transpozisyonun ¢arpimi olup 71w permiitasyonu (k1 +kg)-tane trans-
pozisyonun ¢arpimi olarak yazilir. k1 + ko toplami ¢ift oldugundan w7y € A, olup
Sonug 2.1.3 geregince A,, < 5, dir. S;, grubundaki tek permiitasyonlarin kiimesi B
olsun. Teorem 2.3.3 geregince A,,NB = () ve S,, = A,UB olup |S,| = n! = |A,|+|B|
dir. Her 7 € A, i¢in ¥(7) = (12)7 ile tammh ¥ : A,, — B doniiglimii bire-bir
ve orten fonksiyondur. Dolayisiyla |A,| = |B]| olup n! = |A4,| + |B]| oldugundan
|An| = 2 oldugu goriilir. O



Grup Teorisi- I 95

Teorem 2.3.5. n > 3 i¢in A, grubunun her elemans 3-dongiilerin ¢arpimadar.

Kamit. m € A, elemani i¢in r ¢ift tam say1 olmak iizere m = o105 - - - ;- seklinde o;

transpozisyonlariin ¢arpim seklinde yazilabilir. o; = (a;b;) olmak iizere
oldugundan

7w = (la1)(1b1)(1a1)(1a2)(162)(1az) - - - (1ar)(1b,)(1ay)

olacak gekilde ¢ift sayida transpozisyonlarin ¢arpimi olarak yazilir. (la;)(1b;) =

(1b;a;) oldugu igin 7 3-dongiilerin garpimidir. O

Ornek 2.3.5. (1) Ss simetrik grubunun alterne alt grubu As = {es, (123), (132)}
dir.

(2) Sy simetrik grubu verilsin. Eglenik simflar kullamlirsa tim ¢ift permiitasyon-
larin grubu Ay = {eq, (12)(34), (13)(24), (14)(23), (123), (132), (124), (142), (134),
(143),(234), (243)} elde edilir.

(3) Ag alterne grubunun mertebesi 5 olan elemanlariny bulalim. 5 asal sayr ol-
dugundan Sg da 6 = 5+1 ayrisimina karsilik gelen eslenik sinifiman elemanlarindan
baska 6 mn diger ayrisimlaring karsilik gelen eslenik sinsflarinda mertebesi 5 olan
eleman yoktur. Bu sebeple mertebesi 5 olan elemanlar yalnizca 5-déngiler olup is-
tenilen say: 56—1, = 144 duir.

(4) Sy grubunda o = (12)(34) elemaninin merkezlestiricisi

Cs,(a) ={B € S4|a=B"taB}

kiimesini belirleyelim. § € Sy birimden ve o dan farkls olsun. Bu takdirde Teorem
2.8.1 geregi o = BaB~t = (B(1)B(2))(B(3)3(4)) = (12)(34) olup ayrik déngiilerin
degismeli olmasindan dolayr (1) = 3, 5(2) = 4, B(3) = 1, B(4) = 2 oldugundan
B = (13)(24) bulunur. Dolayswyla Cs, () = {eq, «, (13)(24)} elde edilir.
a = BaB~t olur. Teorem 2.1.10 geregince o = (124)(35) = (8(1)B(2)3(4))(B(3)3(5))
olup B(1) = 1,2, 4, B(2) = 1,2, 4, B(4) = 1,2, 4, B(3) = 3,5 ve B(5) = 3, 5 se-
¢imleri yapilabilir. Buradan B, = es, By = (124), B3 = (142), 84 = (35), B5 =
(142)(35) olur ve boylece Cs. () = {es, a, (124), (142), (35), (142)(35)} elde edi-
lir.

(6) n > 3 olmak iizere Z(S,) = {en} dir, gosterelim. o € Z(S,,) olmasi i¢in
gerek ve yeter kogul a’nin temsil ettigi eslenik simifinan eleman sayisimin 1 ve bu

elemanin o olmasi gerekir. S, de sadece n = 1+ 1+ ... + 1 ayrsymina karsilik
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gelen eslenik sinifinin eleman sayist 1 olup bu sinsfi e, birim permiitasyonu temsil
etmektedir. Dolayisiyla o = ey, olup Z(S,) = {e,} elde edilir.

(7) S; de mertebesi en fazla olan elemanlarin sayisina belirleyelim. 7 = 4 + 3
ayrisimana karsilik gelen eslenik sinifinin temsilcisi o = (1234)(567) olsun. Teorem
2.8.2 (2) gerefince |a| = ekok((1234), (567)) = ekok(4, 3) = 12 dir ve merte-
besi 12 olan elemanlarin sayist Uygulama 2.3.2°den #'31' = 420 dir. 7’nin diger
ayrisemlar disinildiginde mertebesi en fazla olan elemanlarin kimesi o permii-

tasyonunun temsil ettigi eslenik sinafidir.C]
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2.3 Aligtirmalar

1.

10.

11.

. Ss simetrik grubunda o = (§2342$

S7 simetrik grubunda (147), (14762) ve (1234)(567) elemanlarinin mertebele-
rini bulunuz. Transpozisyonlarin ¢arpimi olarak yaziniz. Bu permiitasyonlarin

temsil ettigi eglenik siniflarinin eleman sayisini belirleyiniz.

1234%8) ve B = (33$458) permiitasyonla-

rim ayrik dongiilerin ve transpozisyonlarin ¢arpimi olarak yazimiz. Ayrica bu
grupta (124)(357), (124)(356), (124)(35) ve (124)(3578) elemanlarinin merte-
belerini bulunuz. Bu elemanlardan hangileri Ag alterne grubunun elemanidir,

arastiriniz.

. Sy de (123---n)~t = (nn —1---21) oldugunu gosteriniz.

o = (123456) ise, 0! permiitasyonunu transpozisyonlarin ¢arpimi seklinde

yaziniz.

. S5 de (123)(45) permiitasyonunun mertebesini bulunuz.

. p asal say1 ise, af = e, egitligini saglayan o € S, permiitasyonlarin sayisini

bulunuz.

(123)(134), (1234) ve (12)(34) permiitasyonlarinin mertebelerini bulunuz.

. S5 de mertebesi 4 olan elemanlar1 bulunuz.

. Sy de a = (123)(24) permiitasyonu ile degigmeli olan elemanlar1 bulunuz.

S da o = (134562), 7 = (1243)(56), u = (15)(34) permiitasyonlarinin temsil
ettigi eslenik simflarinin eleman sayisini belirleyiniz. Ayrica o1, o712, o?u,

7072 ve 070! permiitasyonlarini hesaplayiniz.

As alterne grubunda 24 tane mertebesi 5, 20 tane mertebesi 3 ve 15 tane

mertebesi 2 olan eleman oldugunu gosteriniz.
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2.4 Alt Gruplar ve Lagrange Teoremi

Bu boliimde; alt gruplarin temel 6zelliklerini, normal alt gruplarin karakterizas-
yonlarini, grubun bir alt kiimesini kapsayan en kii¢lik alt grubu, devirli gruplar:
ve sonlu grup teorisinde 6nemli bir yere sahip olan Lagrange teoremini verecegiz.
Ayrica alt grup kavraminin kolay anlagilabilir ve kalici olmasi i¢in ¢ok sayida 6rnek

¢ozecegiz.

Teorem 2.4.1. G grup ve ) # H C G olsun. H < G olmas: icin gerek ve yeter
kosul her a, b € H icin ab™! € H olmasidar.

Kamt. (=) H < G oldugundan her a,b € H igin ab € H ve b=! € H dir. Burada
b yerine b~ ! alimirsa, ab~! € H oldugu goriiliir.

(<) H # 0 oldugundan bir @ € H vardir ve hipotez geregi aa™* = e € H
dir. Buradan her b € H icin b= = eb™! € H olup H kiimesinin elemanlarinin G
grubundaki tersi H kiimesinin elemanidir. Bdylece her a,b € H icin a,b~! € H
olup ab = a(b=')~! € H dir. Sonug olarak gruptaki islem H da kapaldir. Her
a,b,c € H C G igin (ab)c = a(bc) oldugu agiktir. Dolaysiyla H < G dir. O

Bu ¢aligmada Teorem 2.4.1 referans gosterilmeden kullanilacaktir.

Ornek 2.4.1. (1) (Z, +) abel grubunun alt gruplarima bulalim. Oncelikle
nZ={nm|meZ}<Z

oldugunu gdosterelim. a, b € nZ ise, a = nk ve b = nt olacak sekilde k, t € Z vardir
ve buradan a — b = nk —nt = n(k —t) € nZ elde edilir. Dolayisiyla nZ < 7 dir.

H < 7Z olsun. H =0 ise, H = 0Z oldugu a¢iktir. H # 0 olsun. Bu takdirde 0 #
h € H vardwr ve H grup oldugundan —h € H dir. h > 0 veya —h > 0 oldugundan H
birtakim pozitif tam sayilari icerir. Iyi siralibktan H grubunda bulunan tim pozitif
tam sayilarin kimesinin en kiicik elemany vardir, bu eleman n olsun. Her m € Z
i¢in nm = mn ve H grup oldugundan nZ C H dwr. h € H ise, h = nk +r ve
0 < r < n olacak gekilde k, r € Z vardir. r = h — nk € H olup n tam sayisinin
se¢iminden v = 0 dwr. Buradan h = nk € nZ olup H C nZ dir. Sonug¢ olarak
H =nZ elde edilir.

Ayrica mZ < nZ olmas: igin gerek ve yeter kosul nlm olmasidar.

(2) G grup ve a € G olsun. Cg(a) merkezlegtiricisi alt gruptur, gosterelim.

1

x,y € Cgla) keyfi elemanlar olsun. Bu takdirde x~'axr = a ve yay™' = a olup
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Teorem 2.1.6 uygulanirsa

(zy= ") taley™!) = (yz~Ha(zy™!)
=yl lax)y™!
= yay‘lza

esitliginden vy~ € Cg(a) elde edilir. Béylece Cq(a) < G olur.

(3) Birim ¢ember tzerindeki tim karmagsik saylarn olusturdugu
H={a+ibla®>+b*=1}

kimesi (C*, .) abel grubunun alt grubudur, gosterelim. a =1, b =0 i¢in 1 = a+ib €
H olup H # 0 dir. a +1ib ve c +id € H keyfi elemanlar igin

; — snN—1 _ 1 __ c—id
e+ Zf - (C + Zd) T ctid T (c+id)(c—id)
_ c—id __ c 4 —d __ ¢ id
T c24d? T c24d? c2+d? T 1 1
= c—id

olup (a +ib)(c +id)~* = (a + ib)(c — id) = (ac + bd) + i(bc — ad) bulunur.

a?c® + 2achd + b2d? + b2c? — 2acbd + a?d?
02(a2+b2)+d2(a2+b2)
= 2+d’=1

(ac+ bd)* + (bc — ad)?

oldugundan H < C* dur.

(4) G abel grubu olmak iizere n > 1 tam sayisy verilsin.
Gnl={aeG|a" =¢}

kiimesi G grubunun alt grubudur, gdsterelim. e™ = e oldugundan e € G[n] olup
G[n] # O dir. a1,a2 € G[n] keyfi elemanlar i¢in o} = o = e dir. G abel grubu
oldugundan (ayay )™ = af(az )" = at(ay) ™' = e olup a1a;* € Gn] < G bulunur.

(5) G grup ve p € P olmak iizere T,(G) = {a € G| 3In > 0 igin |a] = p"}
kiimesi verilsin (G grubundaki mertebesi p asalinan bir kuvveti olan elemanlarin
kiimesi). Sz simetrik grubunda mertebesi 2 asalimin bir kuvveti olan elemanlarin
kiimesi T»(S3) = {es, (12), (23), (13)} olup (12)(23) = (123) € S5 permiitasyonu
T5(S3) kiimesinin elemant olmadigindan T>(Ss) kiimesi S3 simetrik grubunun alt
grubu olamaz. Buna kargin T5(Ss) = As < S5 diir.

Eger G abel grubu ise, T,(G) kiimesinin G nin alt grubudur, gésterelim. n =10
olmak iizere e = e?” oldugundan e € T,(G) #0 dir. a, b € T,(GQ) keyfi elemanlar:

icin |a| = p™ ve |b| = p™ olacak sekilde negatif olmayan n, m € Z vardir. Z tam
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suraly oldugundan n > m secimi yapilabilir. Teorem 2.1.10 (1) geregi b*" = e olup
(b"1P" = e dir. Buradan (ab=")?" = a?" (b~1)P" = e oldugundan ab~' € T,(QG)
elde edilir. Dolayisiyla T,(G) < G dir. Ayrica T,(G) < T(G) oldugu agiktir. G
burulmals ise, T,(G) alt grubuna G grubunun p-bileseni ad verilir.

Her p € P igin T,(Z) = {0} oldugu agiktir. Ayrica To(Z1o) = {0, 5}, T5(Z10) =
{0} ve T5(Z10) = {0, 2, 4, 6, 8} dar.

(6) p € P olmak iizere Q) = {;# |m € Zven € N} kiimesi (Q, +) abel
grubunun alt grubudur, gisterelim. Her m € Z i¢in n = 0 alinirsa, m = pﬂo c Q)
olup Z C QW) dir, x = ;”Tll ve y = ;’% keyfi elemanlar olmak dizere x —y =

m1p"2—map"!
p"l +ngo

€ QW) olup istenilen elde edilir.

1
(1) T = {( 0 ;L ) |a € R} kiimesi GL(2,R) grubunun abel alt grubudur,

11 1
gasterelim. 0 1 €T olupT # 0 dur. T C GL(2,R) oldugu agiktar. ( 0 Lll
1 b b 10
ve € T keyfi elemanlars i¢in “ = ta €
0 1 1 0 1
) 1 a , x
Tdir. e T igin kogulunu saglayan
0 1 0 z
x

€T elemam, x+az=1,y+at =0, 2 =0, t =1 egitlikleri yardimayla

-1
1
hesaplamarsa © = 1, y = —a, z = 0, t = 1 bulunur. Béylece < 0 Cll ) B

1 —_
( z 3; > = ( 0 1a ) € T dir. Dolayswyla T < GL(2,R) dir. Ayrica
z

(o) ()G )=o) )G )

olup istenilen elde edilir.

(8) {Gi}ier gruplarin ailesi olmak dizere her i € I i¢in H; < G; alt gruplar
verilsin. Bu takdirde [];c; H; < [[iz; Gi ve [lie; Hi < [l;c; Gi dir. Fakat H <
[Tiz; Gi (veya H < [],c; Gi) ise, H; < G; olmak iizere H =[]},
[Lic; Hi) seklinde olmayabilir (Bkz: Ornek 2.3.4 (14)).

(9) G abel grubu ve n € Z olsun. G™ = {a" | a € G} < G dir, gosterelim.
e =e € G" #£ O dwr. x,y € G" verilsin. Bu takdirde x = a™ ve y = 0" ola-
cak sekilde a, b € G vardir. G abel grubu oldugundan gerekli diizenleme yapilirsa
zy~t = a"(0")7 = (ab™')" € G™ olup G™ < G dir. G" = G ise (yani a € G

icin ™ = a sisteminin ¢ézumi varsa), G grubuna n-béliinebilir grup denir. Her

ier Hi (veya H =
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n € Z igin G grubu n-bolinebilirse (yani her n € Z ve a € G i¢in ™ = a sistemi-
nin ¢ézimi varsa), G’ye béliinebilir grup denir. G nin bolinebilir olmas: i¢in
gerek ve yeter kosul G’ nin her p € P i¢in p-bolinebilir olmasidir. G toplamsal ise,
nG = {na | a € G} olup G nin bolinebilirligi her n € Z i¢in nG = G olarak veri-
lir. (Q, 4), (R, +), (R*, ), (C, +) ve (C*,.) gruplar bélinebilirdir fakat (Z,+),
(Q*, .) ve (R*, .) boliinebilir degildir. Ayrica agikar olmayan bolinebilir grup sonsuz
mertebeye sahiptir. Bélinebilir gruplar ayry bir bélim olarek ¢alisilacaktr.

(10) G abel grubu ve H < G alt grup olsun. K = {a € G | a®> = aa € H}

2 = ee = e € H oldugundan e €

kiimesi G grubunun alt grubudur, gdsterelim. e
K dir. a, b € K olsun. K kiimesinin tanimu geregi a®, b*> € H diwr. (ab™1)? =
(ab=1)(ab™t) olup G abel grubu oldujundan (ab=')? = a?(b=')? dir. Ayrica b* €
H oldugundan Teorem 2.1.6 geregi b=2 = (b=1)% = b=1p~1 = (b®)~! € H olup

(ab=1)2 = a?(b1)% € H dur. Dolayrsiyla ab= € K elde edilir.C]

Onerme 2.4.1. {H;}icr, bir G grubunun alt gruplarimen ailesi ise (\;c; Hi < G
dir.

Kamit. Her i € I icin H; < G oldugundan e € H; olup e € (,o; H; # () dir.
a,be ﬂiel H; verilsin. Bu takdirde her i € I icin a, b € H; dir ve buradan ab~! € H;
dir. Her 5 € I icin ab™! € H; oldugundan ab~! e ﬂiel H; elde edilir. (1

Ornek 2.4.2. (1) G grubunun tim alt gruplarimn kesisiminin {e} oldugu agiktir.

(2) NpepPZ = 0 dir, gésterelim. (Z, +) abel grubunun alt gruplar: belirli oldu-
gundan ﬂpep pZ = nZ olacak sekilde n € Z vardir. O halde her p € P i¢in nZ C pZ
olup n € pZ dir. Buradan p | n elde edilir. n # 0 ise, aritmetigin temel teoremi
geredi n = p1ps2...pr olacak sekilde pi, pa, ..., pr € P tek tirli olarak mevcuttur.
q € P\{p1, pa, ..., pr} i¢in q | n oldugundan en az bir p; € {p1, p2, ..., pr} i¢in
q | pi celiskisi elde edilir. Dolayisiyla n =0 olup ﬂpGP pZ =0 dar.

(3) G grubu icin Z(G) = (\,eq Cala) < G dir, gisterelim. x € Z(G) ise,
! wcc Cala) elde
edilir. Tersine; v € (), Ca(a) olsun. Bu takdirde her a € G igin x € Cg(a) olup
z~ az = a bulunur. Dolayiswla x € Z(G) dir. Sonug olarak Z(G) = (e Cala)
esitligi elde edilir. Her a € G i¢in Cg(a) < G ve Z(G) = (e Cala) oldugundan
Onerme 2.4.1 geregince Z(G) < G oldugu gérilir. O

her a € G i¢in x ax = a olup © € Cg(a) dir ve buradan x € ()

G grubunda keyfi alman alt gruplarm arakesitinin bir alt grup oldugunu Onerme
2.4.1 den biliyoruz. Buna kargin iki alt grubun birlegimi G'nin alt grubu olmayabilir.
Ornegin, 27 ve 3Z alt gruplarinin birlesimi Z abel grubunun alt grubu degildir.
Fakat bu birlegimi kapsayan en kii¢iik alt grup yapisindan soz edilebilir.



102 Grup Teorisi - I

Tanmim 2.4.1. G grup ve X C G olsun. G grubunda X ’i kapsayan tim alt gruplarin
arakesitine X alt kiimesiyle tiretilen alt grup denir ve (X) ile gosterilir. Burada
X kiimesine (X) grubunun iireteg kiimesi adi verilir. X = () ise, G de bog kiimeyi

tim alt gruplar kapsadigindan (X) = {e} oldugu ag¢iktir.

Teorem 2.4.2. G grup ve ) # X C G olsun. Bu takdirde
(X)={afzs? a2l |z; € X, e, =F1,1<i<n,neZr}

dar.

Kamt, A = {x{'x5? - -2é|x; € X, e, =F1,1 <i<n,n€Z"}olsun. X # 0
oldugu igin A # 0 dir. & = 29252 - - a&r, y = yPyd2 .. ydm € A keyfi elemanlan
! i"i_l'“yl_dl € A olup

i¢in Teorem 2.1.6 uygulanirsa zy~! = z{'2§? - - - aény, dmy
A < @ elde edilir.
€1 .62

A = (X) oldugunu gosterelim. a € A keyfi eleman igin a = z{*x5? - - - % olacak

m

sekilde xz; € X ve ¢; = F1 mevcuttur. (X) grup oldugundan a = z{*z5? - - - 2% €

(X) olup A C (X) elde edilir. Her € X icin # = 2' € A olup X C A dir ve
buradan (X) C A dir. Boylece A = (X) esitligi elde edilir. O

Verilen G grubunun tiim alt gruplarimin ailesi Lat(G) olsun. Lat(G) ailesi, kap-
sama "C" bagintisina gore kismi sirahdir. H, K € Lat(G) keyfi elemanlar olmak
tizere sup{H, K} = (HUK) ve inf{H, K} = HN K almrsa (Lat(G), C) sirali
kiimesi kafes yapisina sahiptir.

G grup olmak iizere X ve Y, G nin bogtan farkh alt kiimeleri olsun.

XY ={zy|lzeXveyeY}
kiimesine X ile Y kiimelerinin ¢arpim: denir. G toplamsal grup ise,
X+Y={z+ylzeXveyecV}

kiimesine verilen kiimelerin toplam: adi verilir. Simdi G grubunda bu kiimeler
yerine H ve K alt gruplarim alalim. Her h € H ve her k € K i¢in h = he € HK ve
k = ek € HK oldugundan H, K C HK dir. HK alt gruplarin carpimi genellikle alt
grup olmayabilir. Agagidaki teoremde HK carpiminin grup yapisina sahip olmasi

kogulunu H U K tarafindan iiretilen grup ile karakterize edelim.

Teorem 2.4.3. H ve K, G grubunun alt gruplar: olsun. Bu takdirde asagidaki
ifadeler denktir.

(1) HK kitmesi G ’nin alt grubudur;

(2) HK = KH dur;
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(8) (HUK)=HK dur.

Kamt. (1) = (2) HK < G olsun. Herhangi bir € K H alalm. Bu takdirde, h € H
ve k € K olmak iizere x = kh geklinde yazilabilir. h = he € HK ve k =ek € HK
olup HK < G oldugundan (ek)(he) € HK olup « = kh = (ek)(he) € HK dur.
Boylece KH C HK kapsamas elde edilir. Diger taraftan z = hk € HK olsun.
HK < G oldugundan (hk)~! € HK olup hik; = (hk)™! olacak sekilde hy € H
ve ki € K vardir. Buradan hk = (hiky)™! = kflhfl € KH dir ve buradan
HK C KH kapsamas elde edilir. Dolaysiyla HK = KH dir.

(2) = 3 HHK € HUK C (HUK) oldugundan HK C (H U K) dur.
x € (HUK) ise, Teorem 2.4.2 geregi x = z{'z3?...x¢" olacak gekilde (1 < i < r)
x; € HUK ve e; = F1 vardir. HK = KH oldugundan = = z{*x5?...2¢" egitliginde
gerekli diizenlemeler yapilirsa © = hk olacak sekilde h € H ve k € K bulunur.
Dolayisiyla x € HK olup istenilen esitlik elde edilir.

(3) = (1) (HU K) = HK oldugundan istenilen agiktir.[J

HK = KH egitligi h € H ve k € K olmak tizere hk = kh esitligini gerektirmez.
Buna kargin G abel grubu ise, her h € H ve k € K i¢in hk = kh oldugundan
HK = KH olup Teorem 2.4.3 geregi HK < G dir.

Ornek 2.4.3. (1) (Z, +) abel grubunda H = 27 ve K = 3Z alt gruplarima alalvm.
(Z, +) abel grubu oldugundan H + K = K + H egitligi mevcut olup Teorem 2.4.8
geregince H+ K = 27+ 3Z < Z dir ve (22U 3Z) = 27+ 3Z = 7 elde edilir. Genel
olarak; nZ, mZ < Z alt gruplar olmak tizere ebob(n, m) = d mevcut oldugundan
mimkiin x, y € Z i¢in nx + my = d olup nZ + mZ = dZ dir.

(2) (Modiiler Kural) G grup olmak iizere H, K, L < G alt gruplar ve H < L
ise, (HK)NL = H(K N L) egitligi vardwr (buradea HK ve H(K N L) alt grup
olmayabilir). a € (HK) N L ise, a = hk olacak gekilde h € H ve k € K wvardur.
H < L oldugundan h € L olup a = hk esitlijinden h™'a = k € K N L dir ve
buradan o € H(K N L) elde edilir. a € HK NL) ise, h € H ve k € KN L olmak
tizere a = hk olup H < L oldugundan a = hk € L dir ve boylece a € (HK)N L
bulunur. Dolayswyla (HK)NL = H(K N L) elde edilir. Ozellikle, G toplamsal grup
iken (H+ K)NL=H+ (KNL) dir.

(3) G grup ve {H;};,cr G nin alt gruplarimn bir ailesi olsun. Her i, j € I igin
a € H; veb € H; keyfi elemanlar olmak tizere ab € Hy, olacak sekilde k € I indisinin
mevcut oldugunu kabul edelim (bu ézelligi saglayan {H,;}icr ailesine yonli aile ad
verilir). Bu durumda H = \J;c; H; < G dir, gésterelim. Her i € I igin H; < G
oldugundan e € H; olup e € H # () dur. a, b€ H = J;¢;
mimkin i1, 12 € I indisleri icin a € H;, ve b € H;, olup hipotez geregi ab € Hy,

H; olsun. Bu durumda
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olacak sekilde k € I vardwr. Dolayisiyla H;,, H;, C H; H;, C Hy olupa, b€ H, <
G oldugundan ab=! € Hy, C Uicr Hi = H olup istenilen elde edilir.
(4) G grup olsun. G grubunun alt gruplarinin

H <Hy<..<H<..

artan zinciri olacak sekilde {H;}icr alt gruplarinan ailesi verilsin. Bu takdirde bir
onceki ornegin sonucu olarak Uiel H; <G dir.
(5) G grup, c € G ve X C Z(QG) olmak iizere G = (X, ¢) olsun. G abel grubudur,

gasterelim.
G= (X, c)={a""ay?c. . .aph e’ |z € X ve k € ZF, u;, v; = F1}

seklinde olup X C Z(G) oldugundan X kiimesinin elemanlar (1 <i <k) ¢V € G

elemanlariyla degigsmelidir ve buradan gerekli diizenleme yapilirsa
G=(X,c)={c"z{"zs? . .a}* | x; € X ve k € ZT, u; = F1, n € N}

seklinde karakterize edilir. a, b € G keyfi elemanlar i¢in G = (X, ¢) oldugundan
a = cztwy?.xt ve b = Myttt Lyl olacak sekilde n, m € N, k,r € Z7F,
ui, t; € {—1, +1} ve x;, y; € X wardwr. Buradan tekrar X C Z(G) hipotezi ve

M = M egitligi uygulanairsa

ab = "z ay? ) (MY YRyl ) = (Mgl ) (cha L) = ba

olup G abel grubudur.

(6) (Z1s, +) abel grubunda H = {0, 6, 12} ve K = {0, 9} alt gruplarins kapsa-
yan en kicik alt grubu bulalim. Bir kiimeyi kapsayan en kii¢ik alt grup, grupta veri-
len kiimeyi kapsayan alt gruplarin arakesiti oldugundan H ve K alt gruplarini kap-
sayan en ki¢ik alt grup (HUK) dir. Diger taraftan abel gruplarde (HUK) = H+ K

dir.[]

G grup ve ay, as, ..., a, € Golsun. X = {ay, as, ..., a, } kilmesi alinirsa, (X) =
({a1, az, ..., an}) = (a1, az, ..., an) < G ile gosterilir. X = {a} ise, (X) = (a) =
{a" | n € Z} < G geklindedir. G toplamsal grup ise, (a) = {na|n € Z} dir. Ayrica
Onerme 2.1.2 geregince |(a)| = |a| oldugu aciktir.

G grup olsun. X = G alinirsa, (X) = G olup G grubu bir iirete¢ kiimesine sahip-
tir (sadece varligim soyliiyoruz). G = (a1, ag, ..., a,) olacak sekilde a1, as, ..., a, €
G mevcutsa G ye sonlu tiretilmis grup ve G = (a) olacak sekilde a € G varsa G
grubuna devirli grup adi verilir. Bir sonlu G grubunun devirli olmasi i¢in gerek

ve yeter kogul |G| = |a| olacak gekilde a € G mevcut olmasidir.
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G devirli grup olsun. G abel grubudur, gosterelim. G devirli oldugundan G = (a)
olacak gekilde a € G vardir. z, y € G i¢in x = a™ ve y = a" olacak sekilde n ve m

tam sayilart mevcut olup

egitligi geregi G abel grubudur.

Teorem 2.4.4. G = {(a) devirli grup olsun.

(1) G grubunun mertebesi n ise, G = (a) = {e,a,...,a” '} dir. Ozellikle,
G = (a*) olmasu i¢in gerek ve yeter kosul ebob(k, n) = 1 olmasidur;

(2) G sonsuz mertebeli grup ise, G = {a) = (a™ ) = {a™ | m € Z } dir;

(3) G grubunun her alt grubu devirlidir.

Kanit. Onerme 2.1.2 den |a| = |G| olup |G| = n ise, G = (a) = {e,a,...,a" '} ve
G grubu sonsuz mertebeye sahip ise, G = (a) = {a™ | m € Z } oldugu goriiliir.
Simdi G grubunun iireteglerini (1) ve (2) i¢in bulalim.

(1) Teorem 2.1.10 (2) geregince k € Z* olmak iizere |a| = |a*| olmasi icin gerek
ve yeter kogul ebob(k,n) = 1 olmasidir. Dolayisiyla G = (a*) olmasi icin gerek ve
yeter kogul ebob(k, n) = 1 olmasidir.

(2) G = (a*) olsun. a € G = (a*) oldugundan a = a** olacak sekilde t € Z

vardir. Buradan a**~! = e olup a € G sonsuz mertebeye sahip oldugundan kt = 1

dir. O halde k =1 veya k = —1 elde edilir.

(3) H < G olsun. H = {e} ise, H = (e) olup H devirlidir. H # {e} olsun. Bu
takdirde b # e olacak sekilde b € H vardir. b € H < G oldugundan bir m € Z
icin b = a™ dir. b # e iken m # 0 dir. H alt grup oldugu icin a™™ = b"! € H
dir. Bu takdirde ya m yada —m porzitiftir. Dolayisiyla H grubu a elemaninin bir
takim porzitif kuvvetlerini icerir. Tyi siraliliktan ¢ pozitif tam sayisi, bu pozitif tam
sayilarin en kiiciigii olsun. Simdi H = (a?) oldugunu gosterelim. a* € H oldugundan
{(a*) C H oldugu aciktir. h € H keyfi bir eleman olsun. Bu takdirde h = a* olacak
sekilde k € Z vardir. t ile k ya bolme algoritmasi uygulanirsa k = tq + r ve

t.a* € H ve H grup oldugu icin

0 < r < t olacak sekilde g,r € Z mevcuttur. a
a” = a*7% ¢ H elde edilir. » > 0 olsa, bu ¢ nin minimalligi ile celisir. O halde r = 0

olup k = tqg = h = a* = (a")? € (a*) dir. H C (a*) olup (a') = H bulunur.0J

G devirli grup olsun. G grubunun mertebesi n ise, Teorem 2.4.4 (1) geregi
tireteclerinin sayisi ¢(n) dir. G sonsuz mertebeye sahip ise, lireteglerinin sayisinin
2 ve her alt grubunun sonsuz mertebeye sahip oldugu Teorem 2.4.4 (2) — (3)’den

goriiliir.
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Ornek 2.4.4. (1) (Z, +) grubunun her alt grubunun n € Z olmak tizere nZ seklinde
oldugunu biliyoruz. nZ = (n) oldugundan (Z, +) grubunun her alt grubu devirlidir
ve sifirdan farkl her alt grubu sonsuz mertebeye sahiptir.

(2) 1 < n € Zigin (Zy, +) grubunda |1| = n oldugundan Z,, = (1) olup (Zy, +)
grubu devirlidir. Ayrica Teorem 2.4.4 (1) geredince

Zp, = (ml) <= ebob(m,n) =1

oldugundan Z;, kiimesinin her bir elemani (Zy,, +) grubunun iretecidir.

(3) Zo © Zo Klein’in 4-li grubu devirli olmayan abel grubudur. Her (@, b) €
Zo & Ty igin 2(a, b) = (0, 0) oldugundan Zs & Zy grubunda mertebesi 4 olan ele-
man mevcut degildir. Dolayisiyla Zo ® Zo grubu devirli olamaz. Ayrica Zo & Zy =
((1,0), (0, 1)) dir.

(4) |G| = n ise G grubu sonlu tretilmistir, gésterelim. |G| = n oldugundan
X =G aliarsa (X) = G olup istenilen elde edilir.

(5) (Q, +) abel grubu sonlu iiretilmemistir, gosterelim. Oncelikle Q = (X) iken
Y = X\{z1, xa, ..., zp} olmak tizere Q = (Y) oldugunu gdsterelim. Kanitr n = 1
i¢in yapmak yeterlidir. 1 < n i¢in ifadenin dogrulugu timevarimla gdosterilebilir.
Y = X\{z1} olsun. % € Q = (X) i¢in T = 2171 + Zwl#wi z;x; olacak ge-
kilde z; € Z ve x; € X wardir. Buradan x, = (2z1)x1 + Zm#zi(%)xi olup
m = 1-2z € Z almrsa m # 0 dur ve boylece mar = 3, . (2zi)z; esitligi
elde edilir. Benzer yontem ile z; € 7 ve x; € X igin = z21 + Zxﬁéx; Zix, ya-
zilabilir. Son elde edilen egitligin her iki tarafi m tam sayisi ile ¢arpilirsa x1 =
2 (may) + Zmﬁéz; zi(max;) olup mz, = > wrta, (22:)T; ifadesi yerine yazbirsa
=D 21(22)x; + Zml#z; zi(max;) € (Y) elde edilir. Dolayswyla 1 € X
elemam Y = X\{x1} kiimesinin trettigi grubun elemanidir. O halde Q = (X) wve
z1 € (Y) oldugundan Q = (Y') bulunur.

Simdi Q = (z1, x2, ..., Tpn) sonlu dretilmis olsun. X = {x1, z2, ..., x,} olmak
izere Y = X\{z1} alirsa, Q = (Y) = (22, ..., ) elde edilir. Bu yéntem kulla-
nilarak timevarimla Q = (X) = (0) = {0} celiskisi elde edilir. Dolayiswyla (Q, +)
abel grubu sonlu tretilmemigtir.

(6) Bir sonlu G grubunun devirli olmasi igin gerek ve yeter kosul |G| = |a|
olacak sekilde a € G mevcut olmast oldugunu biliyoruz. Bu durum sonsuz mertebeli
gruplar i¢in dogru olmak zorunda degildir. (Q, +) abel grubunun birimden farkl
her elemaninin mertebesi sonsuzdur, fakat Q devirli degildir (bir énceki érnekten
Q’nun sonlu iretilmemis oldugu bilinmektedir).

(7) 3 < n € Z olsun. A,, alterne grubu tim 3-dongilerin kiimesi tarafindan

dretilir, gosterelim. S, simetrik grubunda tim 3-dongilerin kimesi X olsun. 3-
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dongiiler ¢ift permiitasyon oldugu i¢in X C A, olup (X) < A,, dir. Teorem 2.3.5
geregi A, grubunun her elemani 3-déngilerin ¢arpima olarak yaznldigindan A, <
(X) dir. Her iki kapsamadan A, = (X) esitligi elde edilir.

(8) 1 <n€ZiginS, ={((12), (13), ..., (In)) dir, gosterelim. (ab) € S, olmak
tizere (ab) = (1a)(1b)(1a) oldugundan her transpozisyon

((12), (13), ..., (1n))

grubunun elemanidir. Dolayiswyla S, simetrik grubunda alinan keyfi o elemans

transpozisyonlarin ¢arpima olarak yazlabildiginden o € ((12), (13), ..., (1n)) olup

S = ((12), (13), .., (1n))

dir.
(9) G grup olsun. Heri € {1, 2, ..., n} i¢in a; € G olmak tizere

(a;) ={al | n€Z} C (a1, as, ..., an)

olup (a1){az)..{a,) C (a1, aa, ..., an) oldugu agiktir ve genellikle egit olmayabi-
lir. Ornegin, Ss simetrik grubunda a; = (12) ve az = (23) elemanlar almarsa
(2)(23) = {es, (12)}es, (23)) = {es, (12), (23), (123)} ve ((12), (23)) = S5
oldugundan istenilen elde edilir. Fakat G abel grubu ise, Teorem 2.4.3 gerejince
(a1){a2) < G olup

(a1)(az) = {aja} | u, v € Z} = (a1, az)

dir.

(10) G = {(a) ve |G| = n olsun. m | n ise, x™ = e denklemini saglayan x € G
elemanlariman sayse tam m tanedir, gosterelim. x € G = (a) ise, x = a* olacak
sekilde 0 < k < n tam sayist vardir. ™ = a*™ = e oldugundan Teorem 2.1.10 (1)
geregince n | km dir. Buradan km = nt olacak sekilde t € 7" mevcuttur. m | n
oldugundan n = mu olacak sekilde w € Z vardwr. Béylece k = ut bulunur. O halde
k=0,u,2u,...,(m— 1u olup k tam sayrlarinin sayiss m dir.

(11) G = {a) ve |G| = n olsun. ebob(m,n) = d ise 2™ = e denklemini saglayan

x € G elemanlarimin sapst tam d tanedir, gosterelim. x € G = (a) ise, x = a”

km — ¢ oldugundan Teorem

olacak sekilde 0 < k < n tam sayist vardir. ™ = a
2.1.10 (1) geregince n | km dir. ebob(m,n) = d oldugundan dm’ = m ve dn’ = n
olacak sekilde m', n' € Zt varder. Dolayiswyla ebob(m', n') =1 olup n' | km' diir
ve buradan n' | k bulunur. k = 0,n',...,(d — 1)n" oldugundan k tam saylarimn
sayrsi d tanedir,

(12) 1 < m,n € Z igin Zy ® Zy, abel grubu verilsin. T € 7%, ve § € 7%
icin |(T, y)| = ekok(m, n) dir, gosterelim. |(T, §)| = k ise, k(T, ) = (kT, ky) =
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(kx, ky) = (0,0) olup m | kz ve n | ky dir. ebob(m, x) = ebob(n, y) = 1 ol-
dugundan m | k ve n | k bulunur. Dolaysiyla k pozitif tam sayisi, m ile n po-
zitif tam saylariman ortak katidir ve buradan ekok(m, n) | k elde edilir. Ayrica
ekok(m, n)(z, y) = (0, 0) oldugu agiktrr. Dolayrsiyla Teorem 2.1.10 (1) uygula-
nirsa k | ekok(m, n) bulunur. Sonug olarak ekok(m, n) =k dur.

O halde ekok(m, n) = oty Oldugundan |(Z, ¥)| = mn olmas: igin gerek ve
yeter kogul ebob(m, n) = 1 olmasidar.

Loy ® Ly, abel grubunun devirli olmasy igin gerek ve yeter kogul ebob(m, n) =1
olmasidur, gosterelim. L, ®Zy, devirli olsun. Bu takdirde Z,, ®Z,, = (T, y)) olacak
sekilde (T, Y) € Ly ® Zy, vardur. (1, 1) € Zy, ®Zp, = (T, §)) oldugundan k(Z, §) =
(kz, ky) = (kz, ky) = (1, 1) olacak sekilde k € ZT mevcut olup kx = 1(m) ve ky =
1(n) kongrianslars elde edilir. Dolayiswyla T € U(Zy,) = 2%, vey € U(Z,) = Z3,
dir. Buradan mn = |(T, §)| = ekok(m, n) dir ve béylece ebob(m, n) = 1 bulunur.
Tersine, ebob(m,n) = 1 iken |(1, 1)| = ekok(m,n) = mn olup Z,, ® Z, abel
grubunda mn mertebeli eleman mevcuttur. Dolayisiyla Z,, & Zy, devirli gruptur.

(13) Z4®Zg grubunda (1, 1) elemana ile iiretilen alt grubu bulalvm. H = ((1, 1))
ise, Z4 @ Zg toplamsal grup oldugundan H = {n(1,1) |n € Z} seklindedir ve
|(1, 1)| = 12 dir. Béylece

elde edilir.
(14) (Z® Z, +) abel grubunun alt gruplarins karakterize edelim. Her n, m € Z
16N
Z(n, m) = {k(n, m) | k € Z} = ((n,m))
ve

nZ & mZ = Z(n,0) + Z(0,m) = ((n,0), (0,m))

alt gruplarder (burada Z(n, m) ve nZ & mZ alt gruplar: genellikle egit degildir).
Benzer sekilde (Z ® Z, +) abel grubu oldugundan bu sekilde verilen alt gruplarin
toplamlary da Teorem 2.4.3 geredi yine Z @ Z grubunun alt grubudur.

H = {0} ® {0} ise, H = 7Z(0, 0) dir. H # {0} @ {0} oldugunu kabul edelim.
H < Z®Z devirli alt grubunu alalim. H devirli oldugundan H = Z(n,m) olacak
sekilde (0,0) # (n,m) € Z & Z vardir. Bu durumda m = 0 iken H = Z(n,0) =
nZ ® {0} ve n =0 iken H = Z(0,m) = {0} ® mZ dir.

Simdi H devirli olmas: gerekmeyen herhangi bir alt grup olsun. H C {0} & Z

1se,
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n = eke{|b| € Z* | (0,b) € H} i¢in (0,n) € H olup Z(0,n) C H oldugu aciktar.
(0,b) € H keyfi elemans igin b = nk+r ve 0 < r < n olacak gekilde k, r € Z vardar.
Buradan (0,b) — (0,nk) = (0,7) € H olup n’nin secimi geregi r = 0 dir ve béylece
H C Z(0,n) kapsamasi yazilir. O halde H = Z(0,n) = {0} & nZ dir.

a # 0 olmak tzere (a,b) € H ise, (—a,—b) € H (burada b =0 ise, (—a,0) € H
dir) olup H alt grubunun birinci bileseni pozitif tam sayr olacak sekilde (c,d) € H
vardir. n = eke{|a] € Z7 | (a,b) € H} almrsa, (n,m) € Z olacak sekilde m tam
say1st bulunabilir. Bu takdirde (a,b) € H keyfi elemans igin a = ng+r ve0 <r <mn
olacak sekilde q, v € Z mevcut olup H < Z & Z oldugundan

(a,b) —gq(n,m) =(a—qn, b—qgm) = (r, b—qm) € H dur.

n pozitif tam sayisimn se¢iminden r = 0 olup (a,b)—q(n,m) = (0, b—gm) € H elde
edilir. K = {u € Z | (0,u) € H} C Z alt kiimesini tamimlayalim ve K < 7 oldu-
gunu kamitlayalim. H alt grup oldugundan (0,0) € H olup 0 € K # 0 dur. u, v € K
ise, (0,u), (0,v) € H olup H <Z @ Z oldugundan (0,u) — (0,v) = (0,u —v) € H
dir ve boylece K kiumesinin tamwmandan uw — v € K elde edilir. Dolayisiyla K < 7Z
dir. (Z, +) abel grubunun alt gruplar: tamamen belirli oldugundan K = kZ olacak
sekilde k € K vardiwr. O halde (a,b) — q(n,m) = (0,b—qgm) € H C {0} ¢ kZ
oldugundan bir ¢ tam saysi i¢in (a,b) = q(n,m) +¢(0,k) € (Z(n,m)J Z(0,k)) =
Z(n,m)+Z(0,k) olup H C Z(n,m)+Z(0, k) elde edilir. Ters kapsama ag¢ik oldugun-
dan H = Z(n,m)+7Z(0, k) dir. k tam sayisiman se¢imi belirli oldugundan m = kq+r
ve 0 < r < k olacak sekilde q, v € Z mevcut olup H = Z(n,m) + Z(0,k) =
Z(n,r) + Z(0, k) egitligi elde edilir. O halde (Z ® Z, +) abel grubunun alt gruplar:

(1) Her n, m € Z i¢in Z(n,m) = {(n, m)),
(2) Her n, m € Z i¢in nZ & mZ = Z(n,0) + Z(0,m),

(8) Her n, m, k € Z i¢in m = kq+r ve 0 < r < |k| olacak sekilde tek tirli
mevcut olan k, r € Z tam sayr ¢ifti icin Z(n,m) + (nZ ® kZ) = Z(n,m) +
(Z(n,0) + Z(0,k)) = Z(n,r) + Z(0, k)

seklindedir.

(15) Bir onceki érnek geregi ((1,0), (0,1)) = Z(1,0) + Z(0,1) = Z & Z dir.
Benzer yontem ile Z(2,3) (Z(5,8) = 7Z(10,24) ve Z(2,3) + Z(5,8) = Z B Z oldugju
gorilebilir.

(16) (Q, +) abel grubunda {2, £} kiimesi tarafindan tretilen alt grubu bulalim.
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(Q, +) abel grup oldugundan

({2,5) = {Im+2|nmeZ}
= {2 |neZ}+{% |meci}
= 2Z+1Z

bulunur.

(17) (Q, +) abel grubunun bir irete¢ kimesinin X = {4 | n € ZT} oldugunu
gosterelim. ™ € Q sifirdan farkl keyfi bir eleman olsun. Genelltgz bozmadan n > 1
alinabilir. Bu takdirde, ™ = m(n — 1)\ esitliginden Q = (X) dir.

(18) Mertebesi 40 olan devirli G = {a) grubu verilsin. G grubunun ireteclerinin
sayist ¢(40) = ¢(23)p(5) = 16 olup G = (a*) <= ebob(k, 40) = 1 dir. G devirli
grubunda mertebesi 8 olan elemanlar x = a™ geklindedir ve Teorem 2.1.10 (2)
geregince 8 = |a™| = m gerceklenir. Buradan ebob(m, 40) = 5 olup m =
5, 15, 25, 35 bulunur.C]

G grup ve H < G olsun. a € G olmak iizere a *Ha = {a~*ha|h € H} kiimesini

leg =a ta =

tammlayalim. H < G oldugundan e € H olup h = e i¢in a~tha = a~
e€alHa # (0 dir.a Ha < G oldugunu gosterelim. x, y € a~* Ha keyfi elemanlar

olsun. Bu takdirde z = a~'hia ve y = a~'hoa olacak sekilde hi, ho € H vardir.

ryt = (a 1h1a)( “Lhya)~t
= (a7 'ha)(ahy (a7 h) )
= (a7'h1)(aa™")(hy " a)

a= ' (hiehyHa

a_l(hlh )

olup H < G oldugundan hih;* € H ve buradan zy~' = a~'(hihy')a € a='Ha
elde edilir. O halde a 'Ha < G dir. Her h € H igin ¢(h) = a~'ha ile tamimh
¢ : H — a~ ! Ha déniigiimii bire-bir ve érten olup kardinal sayilarin |[H| = |a~! Hal|
esitligi elde edilir. a~! Ha alt grubuna, H alt grubunun a ile eglenigi adi verilir. Her
a € Gicina™'Ha = H ise, H alt grubuna G grubunun normal alt grubu denir ve
H <G ile gosterilir. {e} <G ve G <G oldugu agiktir. Bu normal alt gruplara G nin
agtkar normal alt gruplar: denir. Abel grubun her alt grubu normal alt gruptur.

Ornek 2.4.5. (1) G grup ve a € G olsun. b € G eleman a ile eslenik ise, Cg(b) ile

Cq(a) alt gruplar da esleniktir, gésterelim. b ile a eslenik oldugundan b = x~'ax

olacak sekilde x € G vardwr. ¢ € x71Cg(a)z keyfi bir eleman olsun. Bir y € Cg(a)
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icin ¢ = 2" 'yx dir ve Teorem 2.1.6 geregi

cthe = (v lyx)"lb(x~lyx)
= (z7ly lo)b(z yx)
= (z Yy l2)(z " tax)(x " tyn)
= (a7 ly Y@z a(za™")(yz)
= (27 'y alyx)
= 7Ny lay)x

oldugundan ¢ € Cg(b) olup 7 Cq(a)x C Cq(b) elde edilir. Simdi ters kapsamay
gosterelim. d € Cg(b) olsun. Buradan d='bd = b olup b = x~'ax yerine yaz-
hrsa, d=b"1db = (z " ax) " td(z " ax) = 27 (a " adz ™ a)x elde edilir. d € Cg(a)
olmas i¢in (a~'z)d(x~ta) € Cg(a) oldugunu gostermemiz yeterlidir. O halde Te-

orem 2.1.6 geregi

[(a7lz)d(x7 a)] ta[(a t2)d(z7 1 a)] = a lzd 'z laca lzdzla
= a 'zd 'bdz~la

= alabzla=a

olup istenilen elde edilir. Sonu¢ olarak = *Cg(a)x = Cg(b) esitligi elde edilir.

(2) G grup ve H < G olsun. H alt grubu verilen mertebeden tek tirli olarak
belirli ise H<1G dir, gésterelim. a € G keyfi olmak dizere |a~*Ha| = |H| oldugundan
hipotez geregi her a € G i¢in a ™ *Ha = H olup H <G dir.

(3) H <G ve |H| =2 olsun. H C Z(Q) dir, gésterelim. |[H| = 2 oldugundan
H = {e, a} = (a) olacak sekilde a € G vardir. x € G keyfi bir eleman olsun.
H <G oldugundan v~ ar € v 'Hx = H = {e, a} olup v~ 'ax = a esitligi bulunur
(x7tax = e olsa, ax = z esitliginden a = e celiskisi elde edilir). Dolaypswyla a
merkez eleman olup a € Z(Q) dir ve boylece H C Z(G) bulunur.

(4) 3 <n € Zigin Z(S,) = {en} oldugunu biliyoruz. (3) geredi mertebesi 2 olan
bir permiitasyonun trettigi olt grup S, simetrik grubunda normal alt grup olamaz.

Dolayiswyla Sy, de mertebesi 2 olan normal alt grup mevcut degildir.C]
G grubunun H ve K alt gruplan i¢in
Nkg(H)={a€ K|a'*Ha= H}

kiimesini tanimlayalim. e € Ng (H) ve N (H) < K oldugu agiktir. Ayrica Ng(H) =
KN Ng(H) dir. H < K ise, her h € H igin h™*Hh = H olup H < Ng(H) ve
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a € Nk (H) keyfi elemani icin a=* Ha = H oldugundan H < Ng (H) elde edilir. Do-
laysiyla H < G olmast igin gerek ve yeter kosul Ng(H) = G olmasidir. Bu nedenle

Nk (H) alt grubuna H'nin K’deki normallesgtiricisi denir.
Onerme 2.4.2. G grup olsun.

(1) H < Z(G) ise, H QG dir. Ozellikle, G grubunun merkezi Z(G) normal alt

gruptur;
(2) H < G olmak iizere her a € G i¢in a *Ha C H ise, H QG dir;

(8) G grubunda {H;}icr normal alt gruplarin ailesi ise, H =(\,.; H; I G dir.

icl

Kanit. (1) H < G oldugu agiktir. H < G oldugunu gostermek i¢in H alt grubunun
tiim egleniklerinin yalnizca kendisi oldugunu gostermemiz gerekmektedir. ¢ € G

keyfi bir eleman olsun.

a 'Ha

{a=1ba|b € H}
= {(ata)b|be H}
{eb|be H}

H

oldugundan H < G dir. Ozellikle; H = Z(G) icin Z(G) <G dir.

(2) a € Gigin a'Ha C H olsun. H < G olmas icin H C a~!Ha kapsamasini
gbstermemiz yeterlidir. o € H keyfi bir eleman olsun. » = a=((a71)"tha™')a
egitligi yazilabildiginden her a € G icin a='Ha C H olup (a~')"'ha™! € H dur.
Boylece h = a~((a=)"tha=1)a € a~'Ha elde edilir.

(3) a € Gigin H = (,c; H; alt grubunun a™'Ha = {a"'ha|h € H } eglenigini
alalim. € a ' Ha keyfi olmak {izere = a~'ha olacak sekilde h € H = Nicr Hi
vardir. Buradan her i € I icin h € H; < G olup = a~'ha € H; dir. Dolayisiyla
x€H =\;c; Hi olup z € a='Ha C H bulunur. (2) geregi H < G elde edilir.0]

H < G olmak iizere her a € G yerine a~! € G almirsa, a"'Ha C H kapsama-

sinin aHa~' C H kapsamasina denk oldugu goriilebilir.

Ornek 2.4.6. (1) G grup ve H < G olsun. ab € H olacak sekildeki her a, b € G
i¢in ba € H ise H < G dir, gosterelim. a € G ve h € H keyfi elemanlar: verilsin.
h = he = h(aa™') = (ha)a™! € H olup hipotez gereginece a=(ha) = a=‘ha € H
dir. Béoylece a="Ha C H oldugundan Onerme 2.4.2 (2) geregince H <G dir.

(2) H < G ve her a,b € G\H igin ab € H olsun. H <G dir, gésterelim. x € G
ve y € H keyfi elemanlar olsun. x € H ise, kanit agiktir. ¥ € G\H olsun. v=1 € H
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olsa, H alt grup oldugundan x € H celiskisi elde edilir. Dolaysiyla v~ € G\ H
dr. xyz~=t € G\ H oldugunu kabul edelim. Hipotez geregince (zyr— )x = 2y € H
olup (wy)y~' = 2 € H celiskisi bulunur. O halde kabuliimiiz yanhs olup Onerme
2.4.2 (2) geregince H <G dir.

(3) Her devirli alt grubu normal olan G grubu verilsin. G grubunun her alt
grubu normal alt gruptur, gésterelim. H < G olmak tizere h € H olsun. Hipotez
geregi (h) <G olup her a € G i¢in a~‘ha € (h) dir. Béylece a=*Ha C H bulunur.
Onerme 2.4.2 (2) geregi H <1 G elde edilir.

(4) H < G olsun. a € G i¢in a®> € H ise H < G dir, gosterelim. a € G ve
h € H ise, ha € G oldujundan hipotez geregince (ha)?> € H vea 2 = (a2 € H
oldugundan a~ ha = a=2h~'(ha)? € H olup Onerme 2.4.2 (2) den H <G dir.

(5) G grup ve {N;}icr, G nin 6z normal alt gruplammn ailesi olsun. G =
Uicr Ni ve i # j igin N; N N; = {e} olsun. G abel grubudur, gésterelim. v,y € G
olsun. Buradan i,j € I olmak dizere x € N; ve y € N; olacak sekilde N; ve N;
normal alt gruplar: bulunabilir, i # j ise, x 'y lzy € N; NN; = {e} olup xy = yx
bulunur. i = j olsun. N; < G 0z alt grup oldugundan z € G\N; mevcuttur. Buradan
i # k igin 2 € Ny, dwr. Bu durumda y~'2" yz € N, N N; = {e} olup yz = 2y elde
edilir. zv € N; olsa, x € N; oldujundan zxx~*
zx ¢ N; dir. Buradan zx € Ny olacak gekilde t € I mevcuttur. Burada t # i
dir. (zx)"ty(zz) € Ny N N; = {e} bulunur. O halde (zx)y = y(zx) olup z(xy) =
y(zx) = (y2)x = (zy)x = z(yx) esitliginden xy = yx elde edilir. Dolaysiyla G abel

= z € N; bulunur. Dolayisiyla

grubudur.

(6) G grup ve a, b € G olsun. [a,b] = a='b"tab € G elemamna a ile b nin
komiitatorii denir. [a,b] = e olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ab = ba olmasidar.
O halde her x,y € Z(G) i¢in [x,y] = e dir. H K < G olsun. h € H ve k €
K elemanlar igin [h, k] = h= k~1hk komiitatérleri tarafindan diretilen alt grubu
[H, K] ile gdsterelim. Her h € H ve her k € K i¢in [h,k] = h~'k~'hk € (H, K)
oldugundan [H, K] < (H U K) oldugu agiktrr.

(i) Her h € H ve her k € K igin

[hk]™Y = (A~ k~thk)~!
— kflhfl(kfl)fl(hfl)fl
k= h~Ykh = [k, h]

oldugundan [H, K| = [K, H| dar.
(i7) [H, K] = {e} olmas igin gerek ve yeter kogul her h € H ve her k € K igin
hk = kh olmasidir. K = G (veya H = G) alimrsa, [H,G| = [G, H] = {e} olmast
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icin gerek ve yeter kosul H < Z(G) olmasidir. O halde G nin abel grubu olmas
icin gerek ve yeter kogul |G, G] = {e} olmasidur.
(tit) Her a, h, k € G igin

a~'[h, kla = a Y(h 'k~ hk)a
= (a 'hla)(a 'k~ ta)(a " ha)(a" ka)
(a=tha)"Y(atka) "t (a"tha)(a"tka)

[a=tha, a='ka)

dir. Ozellikle, H ve K normal alt gruplar iken her h € H ve her k € K i¢in a € G
olmak iizere a=*ha € H ve a~‘ka € K oldugundan a='[h, kla = [a~‘ha, a='ka] €
[H, K] olup Onerme 2.4.2 (2) den [H, K] QG dir. H = K = G almrse, G <G
oldugundan [G,G] <G dir.

(iv) H < Ng(K) olmas igin gerek ve yeter kogul [H,K] < K olmasidar,
gosterelim. H < Ng(K) ise, her h € H i¢in h"'Kh = K oldujundan k € K
keyfi elemans icin h™'k~'h € K olup [h,k] = h™'k~'hk € K dur. Dolayswyla
[H, K] < K dur. Tersine; [H, K] < K olsun. Ng(K) = {a € G |a'Ka = K}
oldugundan h € H ve k € K keyfi elemanlar i¢in [h, k] = h™'k~'hk € K olup
h='k='h = [h, k]k~' € K dur. Béylece h""Kh C K bulunur. Onerme 2.4.2 (2) den
h='Kh =K olup h € Ng(K) dur. Ozellikle, K < G iken [H, K] < K dur-

Benzer yontem ile K < Ng(H) olmast igin gerek ve yeter kogul [H, K| < H
olmast oldugu gdsterilebilir. O halde H, K QG iken [H, K| < HN K dir.

(v) z, y, z € G olsun. Bu durumda

[z,y2] = a7 (yz) "l (yz)
= x_lz_ly_lmyz
= a7z Y azz o Yy layz
= ) (M ey e)2)
= [z,2]z7 [z, 9)2
esitligi vardwr. Benzer islemler ile [xz,y] = z7'[x,y]z[z,y] oldugu gésterilebilir.
Buradan 2z '[x,ylz = [z, 2]z, y2] ve 27 2, ylz = [x2,9][z,y] 7! esitlikleri elde

edilir. Simdi [H, K|<(HUK) dir, gosterelim. [H, K] < (HUK) oldugunu biliyoruz.
Her a,h € H ve her k € K i¢in a~[h,kla = [ha,k|[a,k]”! € [H, K] ve her
h € H ve her a, k € K i¢in a '[h,kla = [h,a] " [h,ka] € [H,K] oldugundan
[H,K]<(HUK) dar.

(vi) K = G olsun (veya H = G). (v) geregi [H,G] = [G,H| < (GUH) = G

oldugu goriliir.
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(7) G grup olsun. a, b, ¢ € G elemanlar i¢in [a,b, c] = [[a,b],c] ve H, K, L < G
alt gruplary i¢in [H, K, L] = [[H, K], L] ile tansmlayalim. Bu takdirde,
(b= a,b 1, c]b)(c7[b, ¢, alc)(a" e, a™ L, bla) = e oldugu gésterilebilir. Bu esitlik
kullamilarek [H, K, L] = [K, L, H] = {e} iken [L,H, K] = {e} dir.

(8) I indis kiimesi olmak idizere gruplarin {Gi}icr ailesi verilsin. [[;z; Gi <
[I;c; Gi dir, gdsterelim. H;”el Gi < Il,er Gi oldugunu bilmekteyiz. a = (a;)icr €
[1,c; Gi keyfi bir eleman olsun. b = (b;)icr € [1;c; Gi olmak iizere k € N igin b;, #

€iys biy # €iyy ...y by # ei, olsun. Bu takdirde ij # i1,ia,...,1 i¢in b, = e;
1

i
-1 — 4T —a Y g — . di -1y . 1y . 1y 4
olup a; "bi;a; = a; “ej;a; = a; a; = e; dir. a; by aiy, a; biyai,, ... a; b a;, ele-
manlar birim veya birimden farkhdir. Dolaysiyla a= ba = (a; 'ba;)icr € [Tic; G

olup Onerme 2.4.2 (2) geregince [[1v; Gi < [1;c; Gi bulunur.0

G grup ve H < @ olmak iizere a € G olsun. X = {a} ve Y = H alirsa,
X ve Y kiimelerinin ¢arpimi XY = {a}H = oH = {ah|h € H } seklinde olup
a = ae € aH dir. aH = H olmasi igin gerek ve yeter kosul a € H olmasidir.
Simdi aH kiimeleri yardimiyla G grubunun bir ayrigimini inga edelim ve bu ayrigim
yardimiyla normal alt gruplarin bir karakterizasyonunu verelim. Oncelikle agagidaki

teoremi kanitlamamiz gerekmektedir.

Teorem 2.4.5. G grup ve H < G olmak iizere a,b € G olsun. Bu takdirde
(1) aH =bH <= b 'a € H olmasidwr (Ha = Hb < ba~' € H);
(2) aH = bH veya aH NbH =0 dir (Ha = Hb veya HaN Hb = 0).

Kanit. (1) (=) aH = bH olsun. a = ae € aH = bH oldugundan h' € H igin
a = bh yazilabilir. Dolayisiyla a = bh' esitliginin her iki tarafi b=! ile carpilirsa,
b=la=h" € H elde edilir.

(<) b~'a € H ise, h € H i¢in b='a = h olup a = bh seklinde yazilir. ah’ € aH
keyfi bir eleman olmak iizere a = bh oldugu i¢in ah’' = bhh' = bh" € bH olup
aH C bH dir. Benzer sekilde bh”" € bH keyfi elemam icin A~ € H dir. a = bh
oldugundan ah~! = b dir. Buradan bh" = (ah=")h" = a(h='h"") € aH olup
bH C aH bulunur. Dolayisiyla aH = bH elde edilir.

(2) aH NbH # () olsun. Bu takdirde ¢ € aH NbH igin ¢ € aH ve ¢ € bH dir.
Buradan ¢ = ah; ve ¢ = bhy olacak gekilde hy,hy € H mevcut olup ahy = bho
egitliginden b='a € H dir. O halde (1) geregi aH = bH esitligi elde edilir.C]

Sonug 2.4.1. G grup ve H < G olsun. {aH },cq ailesi G grubunun ayrigimadir.

Kanit. P={aH |a € G} olsun. Teorem 2.4.5 (2) geregi aH,bH € Picin aH = bH
veya alHNbH = () dir. Her a € G i¢in aH C G oldugundan | J,. ¢ C G dir. Diger
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taraftan her a € G igin a = ae € aH oldugundan G C |J,.s aH dir. Dolayisiyla
G = U,eq af bulunur. Boylece {aH },cq ailesi G grubunun ayrigimidir. 0

Not 2.4.1. Bostan farklh bir A kiimesinin {A; }ic1 ayrisyma verilsin. a, b € A olmak
tizere "a ~ b < Ji € I i¢in a, b € A;" ile tamamlh "~ " bagintiss A tizerinde bir

denklik bagintisidir ve a € A elemaninan denklik sinifi elemans oldugu A; kiimesidir.
G grup ve H < G olsun. a, b € G olmak iizere a € aH ve b € bH oldugundan
"o = b(H) <= aH =0bH"

ile tanimli H modiiliine gore "=;" sol kongrii bagintis1 bir denklik bagintisidir ve

a € G elemammnin denklik simifi aH kiimesidir. Teorem 2.4.7 (1) geregince
"a=,b(H) < b lac H"

seklinde karakterize edilebilir. Bu durumda aH kiimesine H alt grubunun a ele-
manina gore sol yan sinifi denir.
Benzer yontem ile a, b € G ve H < GG olmak iizere

"o =, b(H) < Ha=Hb < ba~'ec H"

ile tamimhi H modiiliine gore "=," sag kongrii bagintis1 bir denklik bagintisidir ve
a € G elemanimin denklik simifi Ha kiimesidir. Ha kiimesine H alt grubunun a
elemanina gére sag yan sinifi denir.

G abel grubu ise, tanimlanan bagintilar egit olup aH = Ha dir. Genellikle
degigmeli olmayan G grubunda aH # Ha olacak sekilde H < G alt grubuvea € G

bulunabilir.

Ornek 2.4.7. S3 simetrik grubunda H = ((23)) = {es, (23)} alt grubunu diigii-
nelim. H wn Ss deki sol yan siniflar esH = (23)H = H, (13)H = (132)H =
{(13),(132)} ve (12)H = (123)H = {(12),(123)} dir. Benzer gekilde H wn Ss
deki saj yan simflars Hes = H(23) = H, H(13) = H(123) = {(13),(123)} wve
H(12) = H(132) = {(12),(132)} dir. Béylece (132)H # H(132) oldugu goriiliir.

Degigmeli olmayan bir G grubunda tiim sol ve sag yan siniflar1 egit olacak sekilde
H < G 6z alt gruplar: bulunabilir.

Ornek 2.4.8. S3 simetrik grubunda As = ((123)) = {es, (123),(132)} alt gru-
bunu alalim. As iin Ss deki sol yan simflar esAs = (123)As = (132)As = A3 wve
(23)A3 = (13) A3 = (12) A3 = {(23), (12), (13)} dir. A3 in S5 deki sag yan simflar
Ases = A5(123) = A5(132) = As ve A5(23) = A5(13) = A5(12) = {(23), (12), (13)}
dir. Béylece her a € Ss i¢in aAs = Asa dur.
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Teorem 2.4.6. G grup ve H < G olsun. Bu takdirde H wn G deki tim sol yan
sinaflariman kiimesi ile tim sag§ yan simiflariman kiimesi arasinda bire-bir egleme

vardir.
Kamit. L={aH|a € G} ve R={Ha|a € G} olsun. Her aH € L i¢in
f(aH) = Ha™!

ile tammmh f : L — R doniigiimiind tammlayalim. a1 H, aoH € L i¢in a1 H = asH
o)t =
al_lag € H elde edilir. Teorem 2.4.5 (1) sag yan smflar i¢inde saglandifindan
Hay' = Hay' olup f iyi tanimhdir. aH, bH € L olmak iizere f(aH) = f(bH)
oldugunu kabul edelim. f(aH) = Ha=! = Hb~! = f(bH) olup tekrar Teorem 2.4.5
(1) sag yan smiflar i¢in uygulanirsa, b=(a=!)~! € H olur. Teorem 2.4.5 (1) den
aH = bH olup f bire-birdir. Her Ha € R i¢in Ha = H(a™!)™! = f(a=1H) olacak

sekilde a 'H € L mevcut oldugundan f drtendir. Sonug olarak L ve R kiimeleri

olsun. Teorem 2.4.5 (1) geregi ay‘'a; € H olup H < G oldugundan (a5

arasinda bire-bir egleme vardir. OJ

G grup ve H < G olsun. Teorem 2.4.6 geregi H nin G grubundaki farkl sol
yan siniflarinin olugturdugu kiimenin kardinalitesi, farkli sag yan simiflarinin olug-
turdugu kiimenin kardinalitesine egit olup bu kardinal sayiya H wn G grubundaki
indeksi denir ve [G : H] ile gosterilir. [G : (e)] = |G| ve [G : G] = 1 oldugu agiktir.

nZ < Z alt grubu verilsin ve nZ nin Z abel grubundaki sol (sag) yan simiflarinin
kiimesi R olsun. Bu takdirde

R = {m+nZ|mecl}
= {(nk+r)+nZ|k,reZve0<r<n}
= {r+nZ|0<r<n}

oldugundan |R| = [Z : nZ] = n bulunur.
Teorem 2.4.3 den HK = KH olmas i¢in gerek ve yeter kogulun (H U K) =
HK olmasi oldugunu biliyoruz. Simdi agagidaki teoremde sol ve sag yan simiflarin

egitligini normal alt grup yardimiyla karakterize edelim.

Teorem 2.4.7. G grup ve H < G olsun. H < G olmasi igin gerek ve yeter kogul
her a € G i¢in aH = Ha olmasidar.

Kanit. (=) x € aH olsun. Bu takdirde x = ah olacak sekilde h € H vardir.
x = ah esitliginin her iki tarafi o' ile carpilirsa, a 'z = h € H olup a 'Ha =
H oldugundan a 'z = h = a~th'a olacak sekilde k' € H vardir. Dolayisiyla
son egitligin her iki tarafi a ile garpilirsa, z = hWa € Ha olup aH C Ha elde
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edilir. Benzer yontem ile Ha C aH oldugu goriilebilir. Sonug olarak aH = Ha yan
siniflarinin esitligi elde edilir.

(«=) Onerme 2.4.2 (2) geregi her a € G icin a=*Ha C H oldugunu géstermemiz
yeterlidir. z € a~'Ha ise, x = a~'ha olacak sekilde h € H vardir. Buradan = =
a"tha esitliginin her iki tarafi soldan a ile carpilirsa, ax = ha olup aH = Ha

oldugundan h' € H elemam icin ha = ah’ yazilabilir. Bu takdirde az = ah
egitliginden = = h' € H bulunur. Dolayisiyla H < G dir.[

Sonug 2.4.2. H < G gruplar olsun. |G : H] =2 ise, H QG dir.

Kanit. [G : H| = 2 oldugundan H alt grubunun G grubunda iki farkl sol yan
sinifi ve iki farkli sag yan smifi vardir. a € G keyfi bir eleman olsun. a € H ise,
aH = Ha = H oldugu agiktir. ¢ € G\H olsun. Bu takdirde H # aH olup Sonug
2.4.1 geregi G = H UaH dir. Benzer iglemler ile G = H U Ha dir. Buradan

aH = aHNG=aHN(HUHa)
= (aHNH)U(aHNHa)=aHNHa
= (aHNHa)U(HNHa)
= (tHUH)NHa=GNHa
= Ha

olup Teorem 2.4.7 geregince H < G elde edilir..J

H, K < G gruplar olsun. H < G ise, her k € K i¢in kH = Hk oldugundan
Teorem 2.4.7 geregi HK = K H olup Teorem 2.4.3 den HK < G dir. Ayricaa € K
olmak tizere a‘l(H NK)a C HN K oldugundan H N K < K dur.

G grubunun normal tiim alt gruplarinin ailesi Laty (G) olsun. Laty(G) ailesi,
kiimelerin kapsama "C" bagntisina gore kismi siralidir. H, K € Laty(G) i¢in
sup{H, K} = HK ve inf{H, K} = HN K olup (Laty(G), C) swrali kiimesi mo-

diiler kuralin1 saglayan kafes yapisina sahiptir.
Teorem 2.4.8. G grup ve a € G olsun. Bu takdirde |G : Cg(a)] = |CL(a)| dor.

Kamit. H = Cg(a) olmak iizere H alt grubunun G grubundaki farkh sag yan
smiflarinin kiimesi R olsun. Her z7'az € Cp(a) i¢in (z 'az) = Hz ile tamimh

Loz = y~lay ise, (yz=Y)a = a(yz~1)

¥ : Cp(a) — R doniisimiini alahm. z~
olup yz~! € Cg(a) = H elde edilir. Bu takdirde h € H icin yz~! = h yazilabilir
ve buradan y = ha € Hx bulunur. Diger taraftan y € Hy oldugundan Hy = Hz
esitligi elde edilir. Dolayisiyla v doniiglimii iyi tanimhidir. Ayrica v fonksiyonu bire-

bir ve ortendir. Sonug olarak |Cr(a)| = |R| = [G : Cg(a)| bulunur.O
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G sonlu grup olsun. {Cf,(a)}.eq eslenik simflar kiimesi G grubunun ayrigimini
verdiginden G' = |J,c Cr(a) olup G sonlu grup oldugundan |G| =} . |CL(a)]
dir. @ € Z(G) olmast igin gerek ve yeter kosul Cf(a) = {a} olmasidir. Dolayisiyla
a € Z(G) iken Teorem 2.4.8 geregi [G : Cg(a)] = |Cr(a)] =1 olup

1G] =1Z(G) + Xugz()|G : Cala)]

denklemi elde edilir. Bu denkleme G grubunun (eglenik) sinif denklemi adi

verilir.

Teorem 2.4.9. K < H < G gruplar ise [G : K] = [G : H|[H : K] dir. Ozellikle,

verilen indekslerden ikisi sonlu iken digeride sonludur.

Kanit. |I| =[G : H] ve |J| = [H : K] olmak iizere Sonug 2.4.1 geregi a; € G ve

b; € H olmak iizere G = J,.;a,H ve H =, ; b; K yazihr. Buradan

i€l jeJ

G=Ueraill =Ue; ai(UjeJ bK) = U(i,j)eIxJ aib; K

yazilir. a;b; K = a;:b, K ise, a;b; = a;bje € a;0; K = a;b. K oldugundan a;b; = a;b.k
olacak gekilde k € K vardir. K < H oldugundan b;, b, k € H olup a;H = a,H elde
edilir. [G : H] farkli sol yan simflarin sayis1 oldugundan a; = a; olmalidir. Boylece
a; = a; esitligi a;b; = a.b,k ifadesinde yerine yazilir ve b; = b,k esitligi elde edilir.
Benzer yontem [H : K| farkli sol yan simflarin sayisi igin uygulamirsa, b; K = b, K
egitliginden b; = b, elde dilir. Dolayisiyla her bir (¢, j) € I x J elemanina kargihik
bir tek a;b; K sol yan siifi karsilhik gelir ve boylece [G : K| = |I x J| = |I|.|J| =
[G: H|[H : K] dir.O

Teorem 2.4.10. (Lagrange Teoremi) G grup ve H < G olsun. Bu takdirde
|G| =[G : H|H| dir. G sonlu ise, |H| | |G| ve [G : H] = {5} dur.

Kamt. Teorem 2.4.9 da K = (e) olarak alahm. Bu takdirde
Gl =[G ()] =[G+ HI[H : ()] =[G : H]|H]

elde edilir. |G| sonlu ise, |H| | |G| ve [G : H| = % oldugu agiktir.Od

Lagrange teoreminden sonlu bir grubun mertebesini herhangi bir alt grubunun
mertebesi boler. Fakat mertebesi n olan grubun n’in her bélenine kargilik bir alt
grubu mevcut olmayabilir.

Agikar normal alt gruplarindan bagka normal alt grubu olmayan G (# {e})
grubuna basit grup adi verilir. Dolayisiyla G abel grubunun basit olmasi igin

gerek ve yeter kogul G’nin 0z alt grubunun mevcut olmamasidir (bir bagka ifadeyle

Lat(G) = {(e), G} dir).
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Ornek 2.4.9. A, alterne grubununun tim alt gruplarimn kimesi Lat(Ay) i bu-
lalvm ve bundan yararlanarak Lagrange teoreminin tersinin genellikle dogru olma-
digams kamitlayalim. |Ay4| = 45! = 12 olup H < A, ise, Lagrange teoremi geregi
|H| =1, 2, 3,4, 6 veya |H| = 12 olmalidir. |H| = 1 veya |H| = 12 ise, H agikar
alt gruplardar.

|H| = 2 olsun. H = {e4, a} = {(a) olup H grubu mertebesi 2 olan elemanlar
tarafindan dretilir. Ay de mertebesi 2 olan elemanlar (12)(34), (13)(24), (14)(23)
oldugundan Hy = ((12)(34)), Hy = ((13)(24)) ve H3 = ((14)(23)) diir. Dolayisiyla
mertebesi 2 olan alt gruplar tamamen belirlenmigtir.

|H| =3 olsun. H = {e4, a, a='} = (a) olup H grubu mertebesi 3 olan elemanlar
tarafindan dretilir. (123), (132), (142), (124), (134), (143), (234), (243) elemanla-
riman mertebeleri 3 olup (123)~1 = (132), (124)~! = (142), (234)~! = (243)
ve (134)~1 = (143) oldugundan Hy = ((123)), Hs = ((124)), Hs = {((234)) ve
H; = ((134)) bulunur.

|H| = 4 olsun. Ay alterne grubunda mertebesi 4 olan eleman mevcut olmadi-
gindan H devirli olamaz. O halde H grubunun birimden farkl tim elemanlarinin
mertebesi 2 olup, Ay grubunda mertebesi 2 olan elemanlar (12)(34), (13)(24) wve
(14)(23) oldugundan Hg = {eq4, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} diir. Simdi

egitlikleri geregi
<H1 UH2> = <H2 UH3> = <H1 UH3> = <H1 U Ho UH3> = Hyg

oldugu gorilir. Ayrica (123)Hg = {(123), (134), (243), (142)} = Hg(123) ve benzer
sekilde her a € Ay i¢in aHg = Hga olup Hg <A, diir. Dolayisiyla Ay alterne grubu,
basit grup degildir.

Mertebesi |H| = 6 olacak gekilde H < Ay alt grubunun mevcut oldugunu kabul
edelim. Ay grubunda mertebesi 6 olan eleman mevcut olmadigindan H devirli de-
gildir ve birimden farkly elemanlarinin mertebesi Lagrange teoremi geregi 2 veya
3 olmaldwr (Sonlu G grubunda x € G i¢in H = (x) olmak izere |H| = |z
olup |H| | |G| dir). H yalnizca mertebesi 2 olan permiitasyonlar: icerse H C Hg
celiskisi elde edilir. Dolayisiyla H alt grubunda kesinlikle 3-déngi mevcuttur. H
i sadece 3-déngileri igerdigini kabul edelim. (123) € H olmak tizere H < G
oldugundan (123)~1 = (132) € H dwr ve boylece |H| > 3 oldugundan H alt

grubu birbirinin tersi olmayan en az 2 tane 3-dongt icermelidir. a = (123) wve
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b= (124) € H ise, (124)(123) = (14)(23) € H ve (123)(124) = (13)(24) € H oldu-
gundan {eq, (123), (124), (132), (142), (14)(23), (13)(24)} C H celigkisi elde edilir.
Benzer gekilde diger 3-déngiiler i¢inde irdeleme yapilarak ¢eligkiler elde edilir. O
halde H alt grubunda en az bir tane 2-déngi ve en az bir tane 3-dongi olmalidur.

|a| = 2 ve |b| = 3 olacak gekilde a, b € H alalim. Bu durumda {(a, b) C H olma-
lidwr. Ay grubunda mertebesi 2 ve 3 olan elemanlar tam olarak belirli oldugundan H
alt grubu bu elemanlarin bazilarini icermelidir. a = (12)(34) ve b = (123) i¢ina, b €
H oldugunu kabul edelim. (a, b) grup oldugundan ab = (12)(34)(123) = (243) €
{a, b) ve ba = (123)(12)(34) = (134) € (a, b) olup (243)~! = (234), (134)~! =
(143) € (a, b) dwr. Dolayswyla (a, b) alt grubu eq, (12)(34), (123), (123)~1 = (132),
(243), (234), (134), (143) elemanlaring i¢ermelidir. Bu durumda |{a, b)| > 8 dir ve
[(a, b)| |12 oldugundan {a, b) = Ay C H c¢eligkisi elde edilir. Benzer sekilde mer-
tebesi 2 ve 3 olan dijger elemanlar iginde irdeleme yapilirsa, Ay C H ¢eligkisi elde
edilir. O halde A4 grubunda mertebesi 6 olan alt grup mevcut degildir. Sonu¢ olarak

12 nin béleni olan 6 ya karsihk Ay alterne grubunun olt grubu yoktur.x)

Yardimci Teorem 2.4.1. n > 5 olmak iizere H<AA,, olsun. H, 3-déngii i¢eriyorsa
H=A, dir.

Kanat. A, alterne grubu tiim 3-dongiiler tarafindan tiretildiginden H = A,, esitli-
gini gostermek icin H alt grubunun tiim 3-dongiileri igerdigini gostermek yeterlidir.
Hipotezden (abc) € H olacak sekilde 3-dongiisii vardir. (vvw) keyfi bir 3-dongii ol-
sun. (uvw) ¢ift permiitasyon oldugundan (vvw) € A,, dir. Simdi 7(u) = a, 7(v) =
b, m(w) = ¢ olacak gekilde 7 € S,, permiitasyonunu alalim. Teorem 2.3.1 geregince
7 YHabe)m = (n7Ha)n L (b)7 1 (c)) = (wvw) dir. m € A, ise, H < A,, oldugundan
(uwvw) = 7Y (abe)r = (7~ Ha)m "t (b)m~(c)) € n~Hm C H olup (uwwvw) € H bu-
lunur. 7 tek permiitasyon olsun. n > 5 oldugundan a, b, ¢ elemanlarindan farkl
olacak gekilde d, f € I, vardir. Bu takdirde w(df) € A, olup ayrik dongiilerin
degismeliliginden

(www) = 7w Y(abc)r = w1 (abe)(df)(df) " In
m~ ! (abe)(df ) (df )m = (m~ (f))(abC)((df)W)
((df)m) =" (abe)((df )m) €

elde edilir..]
Teorem 2.4.11. n > 5 i¢in A, basittir.

Kamt. H < A,, birimden farkli normal alt grup olsun. e,, # 7 € H olmak iizere

7 nin yerini degistirdigi elemanlarinin sayisinin en kiiciigli m olsun. Bu takdirde
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m > 3 diir. m = 3 ise, Yardimc1 Teorem 2.4.1 den istenen elde edilir. m > 3 olsun.
Buradan 7 ayrik dongiilerin ¢arpimi olarak m = myms - - - g, seklinde yazilabilir. Her
1 <4 < kigin m;’lerin transpozisyonlar oldugunu kabul edelim. Bu takdirde k& > 2
dir. m = (ab) ve my = (cd) olmak tizere f ¢ {a,b,c,d} ve o = (cdf) olacak gekilde
f €I, olsun. 0 € A, ve H < A,, oldugundan 7 =nlore~! € H dir. Acik bir
sekilde 7' (a) = a ve 7 (b) = b dir. u € I, ve u & {a,b, ¢, d, f} olacak gekilde 7(u) =
u ise 7 (u) = u dur. 7 (f) = ¢ oldugundan © # e dir. Boylece 7 € H, 7 # e
olmak iizere 7 , w den daha az elemanm yerini degistirir. Bu bir geligkidir. Sonug
olarak 1 < i < k olacak sekildeki 4 i¢in 7; nin déngii uzunlugu 3 den biiyiik veya
egittir. Ayrik dongiilerin ¢arpimi degismeli oldugundan gerekirse yeniden diizenleme
(numaralandirma) yapilabilir. 4 = 1 olsun. Bu takdirde m; = (abc---) dir. m =4
ise, m 4-dongiidiir ve tek permiitasyondur. Bu ise, bir celigkidir. m > 5 olsun.
Bdylece 7, en az besg elemanin yerini degistirir. d, f € I, ve d, f ¢ {a,b,c} olsun.
o = (cdf) olmak iizere 7 = 7 'omo~! € H dir. « (b)) = 7~ (d) olup © # e,
dir. Herhangi bir v ¢ {a,b,c,d, f} icin 7(u) = u ise 7 (u) = u dir. Agik bir
sekilde 7 (a) = a dir. Boylece 7, 7 den daha az elemann yerini degistirir. Bu ise,
bir geligkidir. Boylece m = 3 diir. H bir 3-dongii iceren A, in normal alt grubu
oldugundan Yardimci1 Teorem 2.4.1 den H = A,, dir.[]

n > 5 olsun. Her G grubu i¢in Z(G) < G oldugundan Z(A,,) < A,, olup Teorem
2.4.11 geregince Z(A,) = {e,} elde edilir.

Ornek 2.4.10. G = A alterne grubunu alalm. |G| = 3 = 60 oldugunu biliyoruz.
Simdi 60 tam sayisine bolen 30 pozitif tam sayrsina karsihk G grubunun 30 mertebeli

bir alt grubunun mevcut olmadiginy gésterelim. |H| = 30 olacak sekilde H < G alt
—_1Gl _ 60 _ o9

=~ 1Hl ~ 30
olup Sonug¢ 2.4.2 den H < G elde edilir. Bu ise, G = As grubunun basit olmasiyla

grubu mevcut olsun. Bu takdirde Lagrange teoremi geregi |G : H|

celigir. Dolayisyla G grubunun 30 mertebeli bir alt grubu mevcut degildir.[]

G grup olmak iizere H < G 6z alt grup olsun. H ¢ H < G icin H = G ise,
H alt grubuna G grubunun maksimal alt grubu denir. Benzer gekilde maksimal
normal alt grup tanimi yapilabilir. G grubunun kendisinden farkli H <G normal alt
grubunu alalim. H C H 'aq@ icin H = ise, H normal alt grubuna G grubunun
maksimal normal alt grubu denir.

Uygulama 2.4.1. (1) G sonlu grup ve H < G olsun. [G : H] = p € P ise,
H C K < G olmak iizere Teorem 2.4.9 gerejince p = |G : H| = [G : K|[K : H]
oldugundan K = H veya K = G olup H maksimal alt gruptur.

(2) n > 1 olmak tizere |An| = %’ oldugu bilinmektedir. Lagrange teoremi geregi
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S, An] = 1nl 9 olup Sonug¢ 2.4.2 den A, < S, elde edilir. (1) gereqi A,
[An]
maksimal (normal) alt gruptur.
(3) G grup olmak dizere H, K < G sonlu alt gruplar olsun. |HK| = Jg‘r‘wgl\

dir, gosterelim. A = H N K olsun. Bu takdirde Onerme 2.4.1 den A < H alt

gruptur. |H| sonlu oldujundan Lagrange teoremi geregi |A| | |H| olup bir n € 7+
icin |H| = n|A| ve [H : A] = n elde edilir. A man H sonlu grubundaki farkly sol
yan simflariman kimesi {x1A, 22A, ..., x,A} ise, Sonu¢ 2.4.1 den H = |J;_, ;A
ayrisime bulunur. A < K oldugundan

HK = (U?:l ‘rZA)K = U:L:l le

dur. i # j iken v, K Nz, K # 0 oldugunu kabul edelim. Bu takdirde v, K = ;K olup
Teorem 2.4.5 (1) geregi .Z‘]-_ll‘i € K elde edilir. a:j_lxi € H oldujundan x]-_lxi e A
dur. Tekrar Teorem 2.4.5 (1) kullamilirsa, ;A = x;A celiskisi elde edilir. O halde
z; KNa; K = 0 olmalidir. Dolayiswyla {x; K} ailesi ayrik olup her 1 < i < n igin

|K| = |z K| oldugu gozoninde bulundurulursa,

elde edilir.

(4) n > 2 igin S, simetrik grubunda % ! mertebeli A, alterne grubundan baska alt
grup mevcut degildir, gésterelim. n = 2 olsun. So = {ez, (12)} simetrik grubu igin
Ay = {ea} olup asikar alt gruplardan baska alt grup mevcut dejildir. n = 3 olsun.
S3 simetrik grubu icin As = {es, (123), (132)} alt grubu tek tirli belirli oldugundan
n = 3 i¢in agiktor.

n >4 olsun. |T| = i‘ ve T # A, olacak sekilde T < S, alt grubunun mevcut
oldugunu kabul edelim. An .S, oldugundan A, T < S, olup A, < A, T kapsamas:
ve A, alterne grubunun maksimalligi gereqi A,T = S, egitligi elde edilir. Buradan
(3) geregi |S,| = n! = |A,T| = % olup [T N A,| =2 dir. n = 4 ise, Ay iin
6 mertebeli alt grubu mevcut olmadigandan bu bir ¢eliskidir. O halde |T| = 12 wve
T # Ay olacak sekilde T < Sy alt grubu mevcut degildir.

n > 4 olsun. Lagrange teoremi ve (3) gereji [A, : TN A,] = |T|gA‘ = 2 =9

=2

olup TNA,<A,, dir. Buise, A, alterne grubunun basit olmasiyla celigir. Dolayzszyla
istenilen elde edilir.

(5) n > 5 olmak tizere S, simetrik grubunda A, alterne alt grubundan baska
normal alt grup mevcut degildir, gosterelim. H < S, agikar normal alt gruplardan
farkl keyfi bir normal alt grup olsun. Bu takdirde A,, 1S, oldugundan HNA, <A,
ve HA, 4S5, dir. A, alterne grubu basit oldugundan HNA, = {e,} veya HNA, =

A,, olmalidar.
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HnNA,=A4, olsa, A, =HNA, CH olup2=1S, : A,] =[S : H][H : A,
dir ve boylece H # S, oldugundan [H : A,] = 1 olmalidir. Dolayisiyla Lagrange
teoremi geregi |H| = |Ay| olup A, C H oldugundan H = A,, egitligi elde edilir.

HnNA, ={e,} oldugunu kabul edelim. A,, C HA,, <., oldujundan

2=[S,: A, =[Sn: HA,|[HA, : A]

olup HA, = A, veya HA, = S,, olmaldir. HA, = A, ise, H C HA, = A, olup
HnN A, =H={e,} geligkisi elde edilir. HA,, = S, ise,

nl = |Sa| = [HA,| = 742} = |H||A.| = |H|.5
esitliginden |H| = 2 celiskisi elde edilir (S, grubunda mertebesi 2 olan normal alt
grup mevcut degildir (Bkz: Ornek 2.3.5 (4))). Sonug¢ olarak S, simetrik grubunda

A, alterne alt grubundan baska normal alt grup yoktur.O)

Lagrange teoreminin tersinin sonlu devirli gruplarda gerceklendigini asagidaki

teoremde kanitlayalim.

Teorem 2.4.12. G = (a) ve |G| = n olsun. 1 < d € Z*t olmak iizere d | n ise, G

grubunun d mertebeli bir tek elemans (alt grubu) vardar.

Kamit. 1 < d igin d | n olsun. Bu takdirde n = dk olacak sekilde k¥ € Z* vardir
ve Teorem 2.1.10 (2) geregi a* € G icin |a¥| = m = d bulunur. H = (a*)
almirsa, |H| = d dir. Simdi |K| = d olacak sekilde K < G alalim. Teorem 2.4.4
(3) geregi devirli grubun her alt grubu devirli oldugundan K = {(a') olacak sekilde
a' € K vardir. |[K| = d oldugu igin |a'| = d olup |a'| = 77y = d dir. O halde
ebob(t,n) = & = k olmasim gerektirir. Dolayisiyla & | ¢ olup ¢ = kl olacak sekilde
| € Z vardir. Diger taraftan a' = a*! = (a*)! € H oldugundan K C H dir. Béylece

G grubu sonlu elemanh ve |K| = |H| oldugundan H = K esitligi elde edilir.C]

Ornek 2.4.11. (Zg, +) abel grubunun tim alt gruplarne bulalim. Zg = (1) devirli
grubunun tim alt gruplars Teorem 2.4.12 geregince devirlidir ve verilen mertebeden
tektir. Lagrange teoremi geregi H < Zg iken |H| |6 olup |H| = 1,2, 3,6 dur.
|H| =1 ise, H = {0} ve |H| = 6 ise, H = Zg oldugu a¢iktwr. |H| = 2 olsun. H
devirli oldugundan H = (m1) olacak gekilde 1 < m < 6 tam sayist vardwr. Teorem
2.1.10 (2) geregince 2 = |H| = |ml| = W oldugundan m = 3 bulunur.
Dolayisiyla H = (31) = (3) = {0, 3} dir. Benzer yéntem ile mertebesi 3 olan
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grubun (2) oldugu gérilir. Dolayswyla Lat(Zg) = {(0), (2), (3), (1)} olup

elde edilir.

0 < n € Z* olmak iizere mertebesi n olan devirli G grubunun alt gruplarinin
sayist Teorem 2.4.12 geregince n pozitif tam sayisinin pozitif bolenlerinin sayisi

olup p(n) tanedir.

Ornek 2.4.12. (1) G grubu i¢in asagidakiler denktir, gosterelim.
(i) Lat(G) = {(e), G} dir;
(i) G basit ve sonlu devirli gruptur;

(i) G grubunun mertebesi bir asal sayidar.

(i) = (it) Lat(@) = {{e), G} olsun. G grubunun basit olduju agiktir. (e) # G
oldugundan e # a € G vardwr. Bu takdirde () # (a) € Lat(G) = {{e), G} olup
G = (a) elde edilir. Simdi (a®) < G alabm. a®> = e ise, {(a) = {e, a} olup G =
{e, a} elde edilir. Dolayswyla |G| = 2 dir. a*> # e oldugunu kabul edelim. Lat(G) =
{{e), G} oldugundan G = (a) = (a®) olup a € (a®) dir ve buradan a**~1! = e olacak
sekilde t € Z vardir. O halde a € G elemani sonlu mertebeye sahip olup G = {(a)
oldugundan |G| < co elde edilir.

(i1) = (i1d) |G| = nve 1l < m € Z olmak izere n = mk olsun. G = (a)
oldugundan Teorem 2.4.12 den |H| = m olacak sekilde H < G vardwr. G devirli
oldugundan abel grubu olup hipotez geregi H € Lat(G) = {{e), G} dir ve 1 < m
oldugundan (e) # H dur. Béylece H = G dir. Dolaysiyla m = n olup n asal sayidar.

(i4i) = (i) (e) # H < G i¢in Lagrange teoremi geregi |H| | |G| olup |G| asal
sayr oldugundan |H| = |G| dir. Béylece H = G egitligi elde edilir.

Ozellikle; G abel grubunun basit olmast i¢in gerek ve yeter kosul |G| € P olma-
sudir. Bu durumda G devirli gruptur.

(2) (Z3§, .) grubunun devirli olup olmadigini arastiralvm.

Z§ = {m € Zs | ebob(m, 8) =1}
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oldugundan 75 = {1, 3, 5, 7} dir. O halde (Z, .) grubunda mertebesi 4 olan eleman
varsa, devirlidir. |1| = 1 oldugu a¢iktar. 3= 1, 5 =Tve? =1 oldugundan verilen
grup devirli olamaz.

(3) Her p € P igin (Z,, +) abel grubunun basit oldugu (1) den gorilir. Ayrica
(Zy, +) abel grubunun tek maksimal alt grubu (0) asikar alt grubudur.

(4) G grup olmak iizere |G| = n olsun. e # a € G ise, Lagrange teoremi geregi
[{(a)| | |G| olup |a| | n dir. Teorem 2.1.10 (1) uygulanirsa, a™ = e elde edilir.

(5) Zg abel grubunun H = {0,4} alt grubu verilsin. |Zg| = 8 ve |H| = 2 oldugu
icin Lagrange teoremi geregi [Zg : H| = % = 4 diir. Boylece H alt grubunun Zsg
grubundaki sol yan simflan 0+ H = H = 4+ H, 1+ H = {1,5} = 5+ H,
2+ H={2,6}=6+Hve3+H={3,7}=T7+H di.

(6) Z§ = {1,2,4,5,7,8} carpimsal grubu devirlidir, gdsterelim. Mertebesi
|Z5| = #(9) = 6 olan eleman varsa, Z§ devirlidir. |1| = 1 oldugu agikter. 2’ =1,
2’=8,2'=7,2 =502 =1 oldugundan 7 = (2) dir. Ayrica G = (a) = (a¥)
olmast i¢in gerek ve yeter kogul ebob(k, n) =1 oldugundan Z§ = (2) = @5) dir.

(7) Zyo = {1, 3, 7, 9} carpimsal grubu icin Zi, = (3) = (7) olup Z%, devirlidir.

(8) S5 simetrik grubunun tim alt gruplarine bulalim ve normal alt grup olanla-
ring belirleyelim. (es) # H < Ss olsun. Lagrange teoreminden |H| | 6 olup |H| =
2, 3,6 olmahdwr. |H| = 6 ise, H = S3 oldugu agiktir. |H| = 2 olsun. Bu tak-
dirde H asal mertebeli oldugundan (1) geregi devirlidir. Ss grubunda mertebesi
2 olan elemanlar transpozisyonlar oldugundan H grubu mimkin transpozisyonlar
tarafindan iretilen gruptur. O halde Hy = ((12)), Hy = ((23)) ve Hsz = ((13))
dir. Ornek 2.3.5 (4) geregi Hy, Hy ve Hs alt gruplar. normal degildir. |H| = 3
olsun. 3 € P oldugundan H devirlidir ve Hy = ((123)) yazilabilir. Diger taraftan
(123)~1 = (132) € Hy = ((123)) oldugundan Hy = {(123)) = ((132)) = A3<S53 elde

edilir. Ayrica S3 grubunda bu elemanlar disinda baska eleman mevcut olmadigindan

Lat(S3) = {{es), ((12)), ((13)), ((23)), As, S3}

olup
S3

R

((12)) ((13)) ((23)) As

Ny

(es)
Burada S3 = ((12), (123)) oldugu ag¢iktir. Dolayiswyla devirli olmayan Ss simetrik
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grubunun tim 6z alt gruplar devirlidir, basittir ve maksimaldir. Ozellikle, As tek
maksimal normal alt gruptur.

(9) Ze ® Zs = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)} Klein’in 4-li abel grubunu alalim.

Lagrange teoremi kullanilarak

Lat(Zy @ Z2) = {((0, 0)), (0, 1)), {(T, 0)), ((1, 1)), Z> ® Zo}

ve

((0,0))
oldugu gérilir. Dolaysiyla Klein’in 4-li grubunun kendisinden farkl tim alt grup-
lary devirlidir. ((0, 1)), ((1, 0)) ve {(1, 1)) basit ve maksimal alt gruplardar.

(10) (Z1o, +) abel grubunun tim alt gruplarme bulalim. Zio = (1) devirli gru-
bunun tim alt gruplart Teorem 2.4.12 geregince devirlidir ve verilen mertebeden
tektir. Lagrange teoremi geregi H < Zyo iken |H| | 10 olup |H| = 1, 2, 5, 10 dur.
|H| =1 ise, H = {0} ve |H| = 10 ise, H = Zy¢ oldugu agiktir. |H| = 2 olsun. H
devirli oldugundan H = (m1) olacak sekilde 1 < m < 10 tam sayisy vardir. Teorem
2.1.10 (2) geregince 2 = |H| = |ml| = m oldugundan m =5 bulunur. Do-
layrswyla H = (51) = (5) = {0, 5} dir. Benzer yontem ile mertebesi 5 olan grubun
(2) oldugu gériliir. Dolayswyla Lat(Z1o) = {(0), (2), (5), (1)} olup

/\
\/

diagrama elde edilir. (2) ve (5) basit ve maksimal alt gruplardr.

(11) p € P ve n > 0 olmak tzere (Zyn, +) abel grubunu alalim. Lagrange te-
oremint ve Teorem 2.4.12°yi kullanarak Z,» abel grubunun alt gruplariny bulalem.
H < Zpn = (1) ise, |H| | p™ olup 0 < i < n olmak iizere |H| = p' dir. Teorem
2.1.10 (2) geregince |H| = p' = |m1| =

W esitliginden m = p"~" elde edilir.
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Dolayrsiyla 0 < i < n olmak dizere alt gruplar H = (p"~*1) = (p"~*) olup

Lat(Zy) = {(0), (B), (p?), -, (0"~1), (1)}

bulunur. Ayrica alt gruplarin

01=@ < (1) < (pn=2) <.. < (P < @) < (1) =Zypn

artan zinciri yazdabilir. Dolayiswyla (p7—1) basit alt grup ve (p) tek maksimal alt
gruptur.

p=2ven =4 alvmrsa, (Zig, +) abel grubunun alt gruplarimin zinciri

{0} =) < ®) < (@) < (2) < (1)="Z
bulunur. (8) basit alt grup ve (2) maksimal alt gruptur.

(12) p € P olmak iizere G devirli olmayan p* mertebeli grup olsun. G grubunun
birimden farkli her elemanimin mertebesinin p oldugunu gosterelim. e # a € G ise,
la| = |(a)| oldugundan Lagrange teoreminden |a| | p* olup G devirli olmadigindan
la| = p elde edilir.

(13) (Z12, +) abel grubunun treteclerini bulalim. (Z,,, +) devirli grubunun tre-
teci Z% kiimesinin her bir elemant oldugundan Z,o = (1) = (5) = (7) = (11) dir.

(14) p € P ve n > 0 olmak tizere |G| = p™ olan G grubu verilsin. |a| = p olacak
sekilde a € G vardwr, gdsterelim. n = 1 ise, |G| = p oldugundan G basit ve devirlidir.
Dolaysyla birimden farkly her a € G igin |a| = p elde edilir. n > 1 olsun. G devirli
ise, Teorem 2.4.12 geregi |G| nin her pozitif tam say: bélenine karsiik bir devirli
alt grup denk geldiginden istenilen eleman elde edilir. G devirli olmasin. e # a € G
elemanina alalim ve H = (a) olsun. G devirli olmadiindan H < G olup Lagrange
teoremi geregi |H| | p™ dir ve mimkin m € Z i¢in |H| = p™ yazlabilir. Teorem
2.4.12 uygulamirsa, H grubunun |b| = |(b)| = p olacak sekilde b € H = (a) < G
vardur.

(15) G = (a) ve |G| = 20 olsun. G abel grubunun tim alt gruplarin ve bu alt
gruplarn tireteglerini bulalim. G devirli oldugundan Teorem 2.4.12 geregince 20 tam
saysrmn her pozitif tam sayr bolenine karsihk G grubunun bir tek alt grubu karsilik
gelir ve |Lat(G)| = p(20) = p(2%5) = (24 1)(1 + 1) = 6 dur. 20 ’nin pozitif tam
says bolenlerinin kimesi {1, 2, 4, 5, 10, 20} dir. Hy = (e) ve |Hy1| = 1 dir. |Ha| = 2
olsun. Hsy devirli oldugundan Hy = <ak> olacak sekilde k € 7 vardiwr. Teorem 2.1.10
(2) geregi |Ho| = 2 = |(a¥)| = |a*| = W oldugundan k = 10 elde edilir.
Dolayrswyla Hy = {e, a'®} olup Hy alt grubunun bir tek direteci vardir. |Hy| = 4
olsun. Benzer yontem ile |Hy| = 4 = [{(a")| = |a"| = W olup r = 5 bulunur

10

ve Hy = {e, a®, a'®, a'®} dir. 4. mertebeden devirli grubun direte¢ sayist p(4) = 2
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olup bu iiretecler Teorem 2.4.4 (1) den ebob(m, 4) = 1 olmak iizere Hy = (a®™)
seklindedir. O halde Hy = (a®) = (a'®) dir. Aym yol izlenirse

Hs = (a*) = {e, a*, a®, a2, '} = (a®) = (a’ > (a'®),

Hio = (a?) = {e, a ,a4, aS, a®, a0, a'2, a', 16, 418} = (a8) = (a) = (a'®) ve
G = (a) = (a®) = (a”) = (a°) = (a"') = (a'?) = < ") = {a'?)

bulunur. Sonug olarak Lat(G) = {{e), (a'®), (a®), (a*), (a?), (a)} olup

\
/

\/\

a4>/
\<

diagrama elde edilir. (a'®) ve (a*) basit alt gruplarder. (a®) ve (a®) maksimal alt

gruplardr.

(16) (Z15, +) abel grubunda mertebesi 5 olan elemanlary bulalim. Z15 grubunda
mertebesi 5 olan elemanlar mertebesi 5 olan devirli alt grubun tretegleridir ve sayist
o(5) = 4 diir. H < Zq5 olmak iizere |H| =5 ise, Teorem 2.1.10 (2) den 5 = |ml1| =
WSME)) olup m = 3 bulunur. H = (31) = (3) = (k3) olmas: igin gerek ve yeter
kogul ebob(k, 5) = 1 oldugundan k = 1, 2, 3, 4 olup mertebesi 5 olan elemanlarin
kiimesi {3, 6, 9, 12} dir.

(17) G grup ve H, K QG olsun. a € G ve hk € HK keyfi elemanlars i¢in
a~‘hka = (a"'ha)(a"‘ka) € HK olup Onerme 2.4.2 (2) geregince HK < G elde
edilir. H N K = {e} oldugunu kabul edelim. k € K ve h € H keyfi elemanlar:
icin H < G oldugundan kh='k~' € H olup hkh™'k~! € H ve K <G oldugundan
hkh=' € K olup hkh™ 'k~ € K elde edilir. Sonu¢ olarak hkh™'k~™' € HN K
bulunur. Hipotez geregi H N K = {e} oldugundan hkh='k~' = e olup hk = kh
esitligi elde edilir.

H, K <G olmak tizere G = HK ve HN K = {e} ise, G grubuna H ve K
normal alt gruplarimin i¢ direkt carpimm (toplamsal ise, i¢ direkt toplam)
denir. Buradan G grubunun H ve K normal alt gruplarinin i¢ direkt carpims olmass
i¢in gerek ve yeter kosul her a € G i¢in a = hk olacak sekilde bir tek h € H wve

k € K eleman ¢iftinin mevcut olmasidr.
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G ve Go keyfi gruplar olmak tizere G = G1 x Go (zayyf) direkt ¢arpim grubunu

alalvm. G grubunun i¢ direkt ¢arpim oldugunu gdsterelim. G grubunun
H = {(a1, e2) | a1 € Gy ve ez € Ga}

ve
K ={(e1, a2) | e1 € G1 ve as € Ga}

alt kiimelerini alalim. H < G dir, gosterelim. x = (a1, e2), y = (b1, e2) € H keyfi

elemanlar olsun. xy~' = (albl_l, e2) € H olup H < G dir. a = (g1, 92) € G

Yza = (g7 arg1, 95 teage) = (97 a1g1, e2) € H olup H QG dir.
Benzer sekilde K QG oldugu gosterilebilir. H N K = {e} olduju agiktir. a =
(a1, az) = (a1, e2)(e1, az) € HK oldugundan G = HK diwr. Dolayisiyla G grubu H

ve K normal alt gruplarinin i¢ direkt ¢arpymadir. O halde verilen iki grubun direkt

olmak tzere a~

carpima i¢ direkt ¢carpim olarak yazilabilir.

Tki grup icin verdigimiz bu ozellikleri genelleyelim. G grup ve normal alt grup-
larvmn {H;}ier ailesi verilsin. G = (U, Hi) ve j € I igin Hy (U, Hi)) = {e}
ise, G grubuna {H;};c; ailesinin i¢ direkt ¢arpim (toplamsal ise, i¢ direkt

toplam) denir.

Simdi G grubunun normal alt gruplarmn {H;}i,cr ailesinin i¢ direkt carpima
olmasu i¢in gerek ve yeter kosulun G grubunun birimden farkle her bir a elemani-
mn a = a;,a;,...a;, olacak sekilde a;, € H;,, a;, € H;,, ..., a;, € H;, elemanla-
rinan tek tirli mevcut olmasi oldugunu gisterelim. G = (U,c; Hi) ve j € I igin
HiN((Uip; Hi)) = {e} olmak dizere a € G olsun. H; (((U;; Hi)) = {e} oldu-
gundan i # j i¢in H; N\ H; = {e} dir. Her x € H; ve her y € H; i¢in zyz~' €

1 1 1

Hj; ve y=' € H; oldugundan zyz—'y=! = (zyz=')y~

1

€ H; ve benzer sekilde
xyr~ly~! € H; olup zyx~'y~' € H; N H; = {e} dir. Dolayisiyla zyr~ly Tl =e
esitliginden vy = yx dir. G = (J,c; Hi) ve H; <G oldugundan gerekli dizenle-
meler yapilirsa, a = a;,a;,...a;, olacak sekilde a;, € H;,, a;, € Hy,, ..., a;, € H;,
elemanlar vardir. a = bj, b;,...b; olacak sekilde b;, € H;,, b, € Hj,, ..., b;. € Hj,
elemanlariman mevcut oldugunu kabul edelim. Buradan a = a;, as,...a;, = bj bj,...0;,

olup a;, elemani yalniz birakilirsa
ai, = (bj,bjy-by ) ag ag t at) € Hyy (U, Hi) = {e}

dir ve buradan a;, = e elde edilir. Bu yontemle devam edilirse, a;, = a;, = ... =
a;, = e olup a = e dir. Dolayiswyla G grubunun birim elemanindan baska iki farkl

yazilist olan elemant mevcut degildir.
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Tersine, G grubunun her elemaninin H; normal alt gruplarnin elemanlarinin
sonlu sayrda ¢arpima geklinde tek tirli yazildiging kabul edelim. Buradan a € G igin
a € (Uier Hi) olup G = (U,c; Hi) dir. Béylece Hy (U, Hi)) = {e} oldugunu
gastermek yeterlidir. j € I olmak iizere a € H; (((U,; Hi)) keyfi bir eleman olsun.
Bu takdirde a = a;,ai,...a;, olacak sekilde a;, € H;, , a;, € Hyy, ..., a5, € H;,
elemanlary vardir ve 1 < u < k i¢in H; # H;, dur. Buradan a = ee..a..e =
@iy Gy -..C...0;4, olup yazilisin tek tirli olmasindan dolayr a = e dir. Son olarek zayif
direkt ¢arpiman bir i¢ direkt ¢carpim olarak yazildigime kanstlayalim.

{Gi}ier gruplarin ailesi olmak iizere G = [[c; Gi olsun. i € I igin i. bilegeni
G; grubunun elemansndan ve diger tim bilesenleri ¢ # j i¢in G; gruplarnn e;

birim elemanlary olan tim b = (b;);cr elemanlarnin kiimesi

HZ:{b: (bi)iel GG | heT’L;éj zgm bj :ej ve bz GGl}

olsun. b = (b))ier, ¢ = (¢i)ier € H; keyfi elemanlar olsun. bc™t elemanimn i.
bilegseni G; grubunun elemani ve diger tim bilesenler kargilik gelen birim elemanlar
olup be™t € H; < G dir. a = (ai)ier € G keyfi olsun. i # j icin a;lbjaj =
;€ja; = ¢€j ve ai_lbiai € G; olup a tba = (a[lbiai)iel € H; oldugundan Onerme
2.4.2 (2) geregince H; QG elde edilir.

a=(a;)ic; €G= H;Uel G; keyfi elemany verilsin. Birimlerden farkly olan a min

a

bilesenlerinin a;,, iy, ..., a;, oldugunu kabul edelim. Bu takdirde 1 < u < k igin
iy. uncu bilegseni a;, € G;, elemams ve diger tim bilegsenleri birimler olan eleman
bi, € H;, almrsa, a = by by,...by, € (U;er Hi) olup G = (U, Hy) esitligi elde
edilir. Diger taraftan i # j icin H; (((U,.; Hi)) = {e} oldugu agiktir. Dolayisuyla
G =1lic; Gi grubu {H;}ic; ailesinin i¢ direkt ¢arpimadar.

Her G grubu i¢in G = (GU{e}) = G{e} ve GN{e} = {e} oldugundan G grubu
{{e}, G} ailesinin i¢ direkt ¢arpimadir. Bu i¢ direkt ¢arpima G grubunun asikar
parcalanis1 ad: verilir.

(18) Dy = {eq,,a?, a3, 3,a8,a%B,a3B} karenin simetrilerinin grubu, aff =
Ba? esitligi saglandiindan o ve (3 elemanlare tarafindan dretildigi aciktir. Simdi
Dy grubunun (normal) alt gruplarini bulalim. Burada o = (1234), 8 = (24) ve
af = Ba® oldugunu biliyoruz. |Dy| = 8 oldugundan H < Dy ise, Lagrange teoremi
geregi |H| | 8 olup |H| = 1, 2, 4, 8 olmalidwr. |H| = 1 iken H = (e4q) ve |H| = 8
tken H = Dy oldugu a¢iktar,

|H| = 2 olsun. Mertebesi asal olan gruplar devirli oldugundan H devirli olup
Dy grubunda mertebesi 2 olan elemanlar kadar mertebesi 2 olacak sekilde H < D,
alt grubu vardir. O halde Hy = (B), Hy = (a?) = Z(Dy), H3 = (af8), Hy = (a?)
ve Hs = () dur.
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|H| = 4 olsun. Dy grubunda mertebesi 4 olan tek eleman o oldugundan Hg = ()
almabilir. Onerme 2.4.2 (1) geregi Hy = (o) = Z(Dy4) < Dy oldugundan

HHy = HyHy = HyHy = HyHy = {e4, B8, a?, &*B} = H; < D,
ve
HsH, = HyHs = HyHs = HsHy = {eq, af8, o?, o} = Hy < Dy

diir. |A| = 4 olacak gekilde devirli olmayan A < Dy keyfi alt grubunu alalim. A alt
grubunun birim elemanindan farkl tim elemanlarinin mertebesi Lagrange teorems
geregi 2 olmalidir (en az bir tanesinin 4 olsa devirli olur). O halde A alt grubunun
birimden farkl elemanlar {8, a3, a2, o?f3, a8} kiimesinin elemanlarindan ii¢ ta-
nesidir. 3, a3, a? € A ise, A grup oldugundan (af)B = a € A olup o, B € A dir ve
béylece Dy = (o, B) C A ¢eliskisi elde edilir. 3, a3,a*8 € A ise, a® = (a?B)3 € A
oldugundan A = Dy c¢eliskisi bulunur. Benzer gekilde diger durumlarda incelenirse

A = H; veya A = Hg oldugu gorilir. Dolayisiyla

Lat(Dy) = {{ea), (B), (a®), (aB), (a®B), (a’B), {a), (B)(a), (a®){af), Da}

ve

T

{647 Ba a27 Oﬂﬂ} <a> {643 aﬂv a27 agﬁ}

G I B

(0?B) Z(Da) (af) (0®B)

e

€4

(B)

diagrams elde edilir. Lagrange teoreminden 4. mertebeden tim alt gruplarin indeksi
2 oldugundan Sonu¢ 2.4.2 geregi 4. mertebeden tim alt gruplar Dy grubunun nor-
mal alt grubudur. Mertebesi 2 olan alt gruplar arasinda yalnizca Z(Dy4) normal alt
gruptur.

a HB)a = a3 (B)a = {a®Ba, adesa} = {a?B, es} # (B) oldugundan (B) alt grubu
Dy de normal degildir, fakat [(2)(B) : (B)] = 2 oldugundan Sonug¢ 2.4.2 gere-
gince {a?){(B) de normaldir. Dolayswyla (3) < {(a?)(B) < Dy yazlabilir. (o), (B){a)

ve (a?)(aB) maksimal (normal) alt gruplardir. Mertebesi 2 olan tiim alt gruplar

basittir.
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(19) Bir dnceki érnekten gorilecedi uzere bir G grubunun normal alt gruplarinin
normal alt gruplars G grubunda normal olmayabilir. Simdi bir ézel sart altinda bu
onermenin dojru oldugunu kamitlayalim. K = (k) QG olsun. K devirli grubunun
her H normal alt grubu i¢in H<G dir, gosterelim (K devirli oldugundan abel grubu
olup her alt grubu normaldir). H <K oldugundan Teorem 2.4.4 (3) geregi miimkiin
r € Zigin H = (k™) dir. a € G herhangi bir eleman olmak dizere x € a=*Ha olsun.
Bu takdirde x = a='k"a olacak sekilde t € Z vardw. K < G oldugundan Onerme
2.4.2 (2) den a=tka = k™ olacak sekilde m € Z vardar.

r=a"'%k" = (a 'ka)(a"'ka) ... (a 'ka) = (k™)"t = k™t = (k)™ € H

rt—tane

oldugundan H <G dir.

(20) Indeksi 3 olan ve normal olmayan alt grup érnegi verelim. Sz simetrik
grubunda H = ((12)) alt grubunun normal alt grup olmadigin biliyoruz. Lagrange
teoreminden [Ss : ((12))] = $ = 3 diir.

(21) (Z, +) abel grubunun maksimal alt gruplarini karakterize edelim. nZ nin
maksimal alt grup olmasy i¢in gerek ve yeter kosul n € P olmasidir, gdsterelim. nZ
maksimal alt grup ve 1 < m < n olmak izere n = mk olsun. Buradan n € mZ
olup nZ C mZ C Z dir. nZ maksimal oldugundan mZ = 7Z olup m = 1 bulunur.
Dolaysiyla n asaldir. Tersine, n asal iken [Z : nZ] = n dir ve Uygulama 2.3.1(1)
geregi nZ maksimal alt gruptur.

(22) (Z, +) abel grubunun basit alt grubu mevcut degildir, gosterelim. nZ < Z
alt grubu verilsin. +£1 # m € 7Z keyfi bir eleman olmak tizere nmZ C nZ olup
nZ < 7 basit alt grup olamaz.

(23) (Q, +) abel grubunun maksimal alt grubu mevcut degildir, gosterelim. H <
Q maksimal alt grup olsun. Simdi bir a € Q\H elemans i¢in X = H U {a} ki-
mesini gozonine alalvm. Buradan H C (X) < Q olup H < Q maksimal alt grup
oldugundan (X) = Q bulunur. Dolayisiyla X kiimesi (Q, +) abel grubunun bir ire-
te¢ kiimesidir. X kiimesinden sonlu tane eleman atilsa bile yeni elde edilen kiime
yine (Q, +) abel grubunun drete¢ kimesidir. O halde Y = X\{a} = H alimrsa
Ornek 2.4.4.(5) geregi Q = (Y) = (H) = H ¢eliskisi elde edilir. Dolayswyla (Q, +)
abel grubunun maksimal alt grubu mevcut degildir.

(24) (Q, +) abel grubunun her H 6z alt grubu i¢in [Q : H| = oo dur, gosterelim.
Aksini kabul edelim ve [Q : H] = n olsun. Bu takdirde H alt grubunun Q grubundaki
sol yan ssmflarinin kiimesi R = {a1+H, as+H, ..., a,+H}, n elemana sahip olup
Sonug 2.4.1 geregince Q = (a1 + H)U (a2 + H)U ...U (an + H) dir. a € Q keyfi bir

eleman olsun. Bu takdirde R kiimesinin elemanlary ikiser-ikiser ayrik oldugundan
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a € a; + H olacak gekilde bir tek i € {1, 2, ..., n} vardir. Genelligi bozmadan i = 1
olarak alalim. O halde a € a1 +H = {a1+h | h € H} olup a = a1 +h olacak gekilde
h € H elemans mevcuttur. Buradan a = a1 + h € {a1, h) C ({a1, a2, ...an} U H)
olup Q C ({as, ag, ...ant UH) elde edilir. Ters kapsama a¢ik oldugundan Q =
{a1, ag, ...an} JH) dir. O halde X = {a1, ag, ...an} | H alimrsa X kiimesi Q abel
grubunun bir ireteg kiimesidir. Dijer taraftan Y = X\{a1, ag, ...an} kiimesi de Q
grubunun bir drete¢ kimesi oldugundan Q = (Y) = (X\{a1, a2, ...an}) = (H) =H
celigkisi elde edilir. Sonug olarak kabulimiiz yanlhs olup [Q : H] = oo dur.

(25) G grup ve H, K < G olsun. a € G igin a(H N K) = aH NaK dir,
gosterelim. © € a(H N K) ise, bir b € HN K i¢in x = ab € aH N aK olup
a(HNK) CaH NaK kapsamase bulunur. Tersine; © € aH NaK iken x = ah ve
x = ak olacak gekilde h € H ve k € K vardir. Buradan x = ah = ak olup G grup
oldugundan sadelestirme ézelligi saglamir ve boylece h = k € H N K elde edilir.
Dolaysiyla x = ah € a(HNK) olup ters kapsama gdsterilmig olur. Béylece istenen
a(HNK) =aHNaK egitligi yazilr.

(26) G grup olsun. H, K < G alt gruplar i¢in [H : HN K] < [G : K] dir,
gosterelim. H N K alt grubunun H daki sol yan simiflarimin kimesi S ve K alt
grubunun G grubundaki sol yan simflariman kiimesi R olsun. Her a(HNK) € S
icin Y(a(H N K)) = aK ile tanamb ¢ : S — R dontsiminig alalim. a(H N K) =
b(H N K) ise, Teorem 2.4.5 (1) geregi b='a € HN K C K olup aK = bK dur.
Dolaysiyla ¢ iyi tansmbdir. o(HNK), b(HNK) € S olmak iizere y(a(HNK)) =
aK = ¢(b(H N K)) = bK olsun. Teorem 2.4.5 (1) geregi b"'a € K olup a, b € H
oldugundan b='a € H dur. Dolayswyla b='a € HN K dur ve Teorem 2.4.5 (1) den
a(HNK) =b(HNK) olup v bire-bir fonksiyondur. O halde [H : HNK] < [G : K]
elde edilir.

Ozellikle, |G : K] sonlu iken [H : HN K] = [G : K] olmas igin gerek ve yeter
kosul G = HK olmasidur, gdsterelim.

Ik olarak [H : HN K] =[G : K] olsun. [G : K] sonlu ve 9 bire-bir oldugundan
¢ ortendir ((H : HN K] = [G : K] iken v értendir). x € G keyfi bir eleman
olsun. x € K ise, x = ek € HK oldugu agiktir. x € G\K olsun. K € R olup v
orten oldugundan ¥(a(H N K)) = aK = xK olacak sekilde a(H N K) € S vardur.
Teorem 2.4.5 (1) gereji aK = zK egitligindenz~*a=k € K olupz = ak™' € HK
dir. Boylece G C HK elde edilir ve bundan dolays G = HK egitligi gerceklenir.
Tersine; G = HK olsun. zK € R (x € G\K) olmak tizere x € G = HK olup
x = hk olacak sekilde h € H ve k € K wvardwr. Dolayisiyla xtK = hkK = hK dur.
h € K olsa, tK = hkK = hK = K egitliginden x € K celiskisi elde edilir. O halde
h € H\K olup h € H\HNK oldugu gérilir. Buradan h(HNK) € S dir ve bundan
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dolayr Y(h(HNK)) = hK = hkK = zK olup ¥ drtendir. Dolayiswyla [G : K] sonlu
oldugundan istenen egitlik elde edilir.

(27) G grup olmak iizere H, K < G i¢in [G : H] ve |G : K] sonlu olsun. Teorem
2.4.9 ve fstteki ornek (26) geregi

[G:HNK|=[G:H|H: HNK]<|[G: H||G: K]

dir. Ornek (26) ya benzer islemler ile "[G : HN K] = [G : H|[G : K] olmast i¢in
gerek ve yeter kosul G = HK olmasidir" énermesinin dogrulugu gosterilebilir.

(28) G grup olmak iizere H, K < G alt gruplar: i¢in [G : H] ve [G : K| sonlu
olsun. ebob([G : H], [G : K]) = 1 ise G = HK dir, gosterelim. Ornek (27) den
[G: HNK]<|[G: H|G : K] sonludur. Ayrica [G: HN K] =[G : H|[H : HN K]
ve [G: HNK] =[G : K][K : HN K] oldugundan

[G:H||G: HNK] ve [G: K||G: HN K]
dir. Burada ebob(|G : H|, [G : K]) =1 hipotezi kullanilirsa,
[G: H||G: K]||G: HN K]

olup |G : H|[G : K] < [G : HN K] dir. Dolaypswyla |G : HN K| = [G : H|[G : K]
esitligi gerceklenir ve Ornek (27) geregi G = HK dur.C]
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2.4 Algtirmalar

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

H < Golsun. Her a € G icin Ng(a™'Ha) = a= ' Ng(H)a oldugunu gosteriniz.

S simetrik grubunun simif denklemini bulunuz.

. H < K < G olsun. H 4 K olmas i¢in gerek ve yeter kogulun K < Ng(H)

olmasi oldugunu kanitlayiniz.

. G grup olmak iizere H ve K, G grubunun eglenik alt gruplar1 olsun. Bu

takdirde Ng(H) ile Ng(K) ninda eglenik oldugunu gosteriniz.

. D4 Dihedral grubunun iki 6z alt grubunun i¢ direkt ¢arpimi olarak yazilama-

yagini gosteriniz.

. p € P olmak iizere G devirli grubunun mertebesi p” olsun. G grubunun &z

alt gruplarinin i¢ direkt carpimi olarak yazilamayacagini gosteriniz.

. p ve q farkl asal sayilar olmak {izere G devirli grubunun mertebesi pg olsun.

Bu takdirde G nin birtakim 6z alt gruplarinin i¢ direkt toplami oldugunu
kanitlayiniz.

. (Z, +) abel grubunun 6z alt gruplarinin i¢ direkt toplami olarak yazilamaya-

cagini gosteriniz.

. (Q, +) abel grubunun 6z alt gruplarimin i¢ direkt toplam olarak yazilamaya-

caginl gosteriniz.

Her 6z alt grubu devirli olup kendisi devirli ve degismeli olmayan grup 6rnegi

veriniz.
Her 6z alt grubu devirli olup kendisi devirli olmayan abel grubu 6rnegi veriniz.
Her a € Q igin (a) devirli grubunu karakterize ediniz.

Z & Z abel grubunda a = (1,2) ve b = (0, 10) elemanlan igin (a, b) alt

grubunu karakterize ediniz.

Burulmali gruplarin zayif direkt carpiminin da burulmali oldugunu kanitla-

yiniz.

Boliinebilir gruplarin zayif direkt carpiminin da boliinebilir oldugunu kanit-

layimiz.

Basit olan abel gruplarini karakterize ediniz.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Sy simetrik grubunun tiim alt gruplarini bulunuz.
S¢ nin devirli alt gruplarini bulunuz.

(Z, +) abel grubunda nZ alt grubunu kapsayan maksimal alt gruplar bulu-

nuz.

(Z24, +) abel grubunda H = {0, 8, 16} ve K = {0, 6, 12, 18} alt gruplarim
kapsayan en kiiciik alt grubu bulunuz.

Her G grubu i¢in G/[G, G| boliim grubunun abel grubu oldugunu gosteriniz.

H, K < G gruplar olsun. H U K alt grup olmas: icin gerek ve yeter kogulun
H C K veya K C H olmasi oldugunu gosteriniz.

0 < n € Z* olmak iizere (Z, +) abel grubunda H,, = {a € Z | n|a} olsun.
H,, <Z oldugunu gosteriniz ve [Z : H,] indeksini hesaplayiniz.

G grup olsun. [G : H] = 4 olacak gekilde H <G alt grubunun mevcut oldugunu
kabul edelim. [G : K] = 2 olacak gekilde H C K < G mevcut oldugunu

gosteriniz.

n € ZT olmak iizere G = {0, 1,2, ..., n — 1} olsun. Her a, b € G keyfi
elemanlan icin a *b = r = a + b(n) ile bir "«" iglemi tammlamyor. (G, *)

ikilisinin devirli grup oldugunu gosteriniz.

n, m € Z olsun. mZ < nZ olmasi i¢in gerek ve yeter kogul n|m olmasidir,

gosteriniz.
Lagrange teoremi yardimiyla Euler teoremini kanitlayiniz.

Sy, simetrik grubundaki tiim komiitatorlerin ¢ift permiitasyon oldugunu gos-

teriniz.
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2.5 Normal Alt Gruplar ve Boliim Gruplari

Bu boéliimde, H normal alt grubunun G grubundaki sol yan siniflarinin kiimesi
tizerinde (aH)(bH) = abH déniigiimii yardimiyla grup yapisi inga edecegiz ve temel
ozelliklerini verecegiz. Oncelikle verilen déniigiimiin herhangi bir alt grup icin iyi
taniml olmadigini asagidaki 6rnekle agiklayalim ve bundan sonra bu déniisiimiin

iyi tanimli olmasinin normal alt grup olmaya denk oldugunu kanitlayalim.

Ornek 2.5.1. H = ((23)) = {es, (23)} < S3 normal olmayan alt grubunu alalm.
H alt grubunun Ss deki tiim sol yan siniflarinin kiimesi S3/H olsun. Ss/H kiimesi
tizerinde a, b € Ss i¢in (aH)(bH) = (ab)H déntsimini tansmlayalim. (13)H =
(132)H wve (12)H = (123)H olmak iizere

(12)H)((13)H) = (132)H ve ((123)H)((132)H) = H
oldugundan (132)H # H dur. Béylece H = ((23)) < S3 igin
(aH)(bH) = abH
déniigiim iyi tanamb degildir.0)

Teorem 2.5.1. G grup ve H < G olsun. H < G olmas igin gerek ve yeter kogul
her aH, bH sol yan simiflars i¢in (aH)(bH) = abH ile tanimly déniigiminin iyi

tanimly olmasidar.

Kamt. (=) aH = zH ve bH = yH olmak iizere (aH)(bH) = abH = zyH =
(xH)(yH) oldugunu gosterelim. a« € aH = zH ve b € bH = yH oldugundan
a = xhy ve b = yhy olacak sekilde hy, ho € H vardir. ¢ € abH keyfi bir eleman
olsun. Bu takdirde bir h € H igin ¢ = (ab)h olup ¢ = (ab)h = (xhi)(yha)h =
z(h1y)(heh) dir. H < G oldugundan Teorem 2.4.7 geregi hiy € Hy = yH olup
hiy = yh; olacak sekilde b, € H vardir. Buradan ¢ = (ab)h = x(hyy)(hah) =
x(yhy)(hah) = (xy)(hihah) € zyH oldugundan abH C xzyH elde edilir. Benzer
sekilde ters kapsama da gosterilebilir. Dolayisiyla (aH)(bH) = abH = ayH =
(zH)(yH) olup verilen doniigiim iyi tamimhdir.

(<) Teorem 2.4.7 geregi her a € G igin aH = Ha oldugunu gostermek yeterlidir.
z € aH keyfi bir eleman olsun. Bu takdirde z € xH oldugundan = € xH NaH olup

xH = aH dir. Verilen doniigiimiin iyi tanimhlig geregi
(rH)(a™'H) =20 'H = (aH)(a *H) =aa"'H =eH = H
olup za~! € H elde edilir. Buradan € Ha oldugu goriiliir ve aH C Ha elde edilir.

Benzer yontem ile ters kapsama da gosterilebilir. Dolayisiyla aH = Ha yan simif

esitligi elde edilir..]
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G grup ve H <G olsun. H normal alt grubunun G grubundaki tiim aH sol (Ha
sag) yan smiflarinin kiimesini G/H ile gosterelim. Her a € H igin aH = H dir ve
ozellikle e € G birim eleman olmak {izere eH = H olup H € G/H elde edilir.

Teorem 2.5.2. G grup ve H <G olsun. aH, bH € G/H keyfi elemanlar: igin
(aH)(bH) = abH

ile tamiml ikili islemine gore G/H kiimesi, birim elemans H ve aH € G/H elema-
nimn tersi (aH)™! = a=*H olan gruptur (burada a=! € G elemam, G grubunda

a € G elemamimn tersidir). Ozellikle; G abel grubu ise, G/H abel grubudur.

Kamt. aH,bH,cH € G/H keyfi elemanlari igin

(aH)[(bH)(cH)] = (aH)(bcH) = a(bc)H
= (ab)cH = [(ab)H](cH)
= [(aH)(0H)](cH)

olup birlegme 6zelligi gergeklenir. H € G/H elemam icin aH € G/H keyfi eleman

olmak {lizere

(aH)H = (aH)(eH) = (ae)H = aH = (ea)H = (eH)(aH) = H(aH)
olup H € G/H birim elemandir ve

(aH)(a™*H) = (aa™')H =eH = H =eH = (a'a)H = (a ' H)(aH)

oldugundan G/H gruptur.
G abel grubu olsun. Her aH, bH € G/H igin G abel grubu oldugundan

(aH)(bH) = (ab)H = (ba)H = (bH)(aH)

olup G/H abel grubudur.r

G grup ve H 4G olsun. G/H grubuna G grubunun H normal alt grubuna gore
boliim grubu denir. Burada |G/H| = [G : H] oldugu aciktir. Ayrica G/(e) ve G/G
agikar bolim gruplarmdir ([G : {(e)] = |G| ve [G : G] = 1 oldugundan bire-bir
esleme yontemi kullamlarak homomorfizmalar yardimiyla G/(e) grubunun G gru-
buyla ve G/G grubunun (e) grubuyla aym yapiya sahip oldugunu kanitlayacagiz).
G grubunun agikar boliim gruplarindan farkli olan boliim gruplarina 6z boliim
grubu adi verilir.

G toplamsal grup ve H <G ise, G/H grubunun elemanlar a + H seklinde olup
ikili iglem (¢ + H) + (b+ H) = (a + b) + H olur.
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Ornek 2.5.2. (1) Devirli gruplarn bélim gruplar da devirlidir, gésterelim. G =
(a) ve H < G olsun. G devirli oldugundan abel grubu olup H < G dir. Buradan
aH € G/H olup (aH) C G/H olduju agiktar. bH € G/H verilsin. b € G = (a)

oldugundan bir m € Z i¢in b = a™ olup

bH =a™H = (aH)(aH)...(aH) = (aH)™

m—tane

dir ve boylece G/H C (aH) bulunur. Dolayiswyla G/H = (aH) devirli gruptur.
(2) (Z, +) abel grubunun bélim gruplarine karakterize edelim. nZ < Z olmak

tizere
Z/nZ ={nZ, 1 +nZ, 2+nZ, ..., (n—1)+nZ}

dir. Burada Z/nZ abel grubunun birimi nZ ve m + nZ € Z/nZ elemaninin tersi
—m+nZ dir. Z = (1) oldugundan (1) gerefi Z/nZ = (1 + nZ) dir (homomorfizma
yardvmyla bu grubun Z,, grubuyla ayni yapuya sahip oldugunu kamtlayacagz). Ozel-

likle, n = 4 alinirsa
2)A7 ={AZ, 1 +4Z, 2+ 47, 3+ 472} = (1 +47Z) = (3 +47Z)

dir.
(3) S5 simetrik grubunun bélim gruplaring bulalim. Ss simetrik grubunun nor-

mal alt gruplarinin {es}, As ve Ss oldugunu biliyoruz.

S3/{es} = {{es}, (12){es}, (13){es}, (23){e3}, (123){es}, (132){es}}

ve S3/S5 = {Ss} agikar grup oldugu agiktar. Dijer taraftan |Ss/Az| = [S3 : As] =2
oldujundan S5/As = {As, (12)A3} seklindedir.

(4) H <G olsun. a € G elemaninin mertebesi sonlu ise aH elemaninin merte-
beside sonludur, gosterelim. |a| = n olsun. Bu takdirde (aH)" = a"H = eH = H
olup |aH| < n bulunur.

O halde G burulmaly grupsa, G grubunun her bélim grubu da burulmalider.
Fakat 6z boliom gruplare burulmal olan bir grup burulmale olmayabilir. Ornegin;
(Z, +) burulmasiz abel grubunun n # 0, =1 olmak iizere her Z/nZ 6z bolim grubu
sonlu elemanly oldugundan burulmalidur.

(5) Dy karenin simetrilerinin grubunun bolim gruplariny belirleyelim.

Ornek 2.3.9 (17) den Dy grubunun 6z normal alt gruplar a = (1234) ve b = (24) ol-
mak dizere Z(Dy) = {eq, a®}, H = {eq, a?, b, a®b}, K = {e4, a>, ab, a®b} ve L =
(a) = {ea, a, a® @’} olup Dy/Z(D4) = {Z(Ds), aZ(Ds), bZ(Da), (ab)Z(D4)},
Dy/H = (aH), D4/K = ((a®*b)K) ve Dy/L = (bL) oldugu gériiliir.
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(6) Bolinebilir grubun her bélim grubu bolinebilirdir, gésterelim. G bolinebi-
lir grup ve n € Z olsun. Bdélinebilir gruplarin abel grubu oldugunu biliyoruz. O
halde H < G olmak izere (G/H)" = {(aH)" | «H € G/H} i¢in G/H = (G/H)"
oldugunu gdstermeliyiz. aH € G/H ise, a € G olup G bolinebilir oldugundan
a =b" olacak gekilde b € G vardwr. Buradan o H == b"H = (bH)" € (G/H)™ olup
G/H = (G/H)" egitligi elde edilir. Dolayiswyla G/H grubu béliinebilirdir.

(7) H C Z(G) olmak iizere G /H devirli ise G abel grubudur, gosterelim. Onerme
2.4.2 (1) geregi H QG olup G/H boliim grubu tansmbidir. Simdi G/H = (xH)
olmak iizere her a € G igin aH € G/H = (xH) olup birn € Z i¢in a = ae € aH =
(xH)™ = 2" H dir ve buradan a = x™h olacak sekilde h € H vardir. Bdylece a =
x"h € (x, h) C (z, H) olup G C (z, H) kapsamas: elde edilir. Ters kapsama a¢ik
oldugundan G = (z, H) bulunur. H C Z(G) hipotezi kullambirsa Ornek 2.3.3.(5)
geregi G nin abel grubu oldugu gorilir.

(8) p € P igin Ornek 2.3.1.(6) dan Z alt grubunu kapsayan

Q(p) —{m

pr

meZ,n>0}

kiimesinin (Q, +) abel grubunun alt grubu oldugunu biliyoruz. QP) /7. bélim gru-

bunun yapisina belirleyelim. n € ZT olmak tizere ¢, = # + Z olsun. Buradan
pc1 =0, pca = c1, pcg = ca, PCqy = C3 -+
oldugundan
(c1) C (e2) C {es) C---

yazhr ve Ornek 2.3.3.(4) den Unez+(cn) < Q®) /7 dir. Ayrica o tZe Q® /7
ise, m(p% +7Z) = me, € (cn) olup {c1,¢o,--+ ,Cp,---} kiimesi Q) /7 grubunu
iiretir ve buradan QW) /Z =\, o+ (cy) elde edilir. Bundan dolayr QW) /7 = Z,e
ile gdsterilir ve Priifer p-grup olarak adlandrilur.

Simdi Zpe- abel grubunun 6z alt gruplarim belirleyelim. A < Zpeo 0z alt grup ve
n=sup{k|ck € A} olsun. n = o0 ise, her a = % +7 € Ly~ igink > s vecy, € A
olacak sekilde k € Z* vardwr. Buradan a = mpk_s(pik +Z) € {ck) CAolup A=
Lo ¢eliskisi elde edilir. O halde n < oo olmalidir. n = sup{k|cr € A} oldugundan
(cn) C A oldugu a¢iktir. a = o +Z € A keyfi bir eleman olsun. ebob(m,p) = 1
alinabilir. Buradan ebob(m, p®) = 1 olup mu+p°v = 1 olacak sekilde u,v € Z vardsr.
Dolayisiyla av = 5t + 7 = 1_1)723” +7Z= p% +7 € {cs) dir. cs = au € A olup n tam
sayrsiman segiminden s < n dir. O halde a = mp”fs(ﬁ +7Z) = mp" Sc, € {cn)

olup A C {cp,) bulunur. Sonug olarak A 6z alt grubu A = {¢,,) ile belirlidir. Yani,
Zyoo grubunun 6z alt gruplar {(c,) seklindedir.

(9) Her G abel grubu i¢in p € P olmak tzere
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T,(G)={acG|In>0; |a| =p"} <G

oldugunu biliyoruz. T,(Q/Z) = Zy~ dur, gdsterelim. FHL € Ly ise, pk(z%-i-Z) =
Z oldujundan [ + Z € Tp(Q/Z) olup Zp~ C Tp(Q/Z) kapsamas: elde edilir.
ebob(m, b) = 1 olmak iizere ' + 7 € T,(Q/Z) keyfi bir eleman olsun. Bu takdirde
en az bir n € N igin p"(F +7Z) = p"% +7Z = Z olup pw% € Z dir. Buradan
blp"m we ebob(m, b) = 1 oldugundan b|p"™ olup b = p* olacak sekilde k < n dogal
sayisy vardir. Boylece 3 + 72 = ¢ + 7 = m(# +Z) = me € (ck) < Zpos olup
B+ 7€ Ly dar. Sonug olarak alt gruplarin T,(Q/Z) = Zy=~ esitligi elde edilir.

(10) H QG olsun. H ve G/H sonlu tiretilmig gruplar ise G sonlu tiretilmigtir,
gosterelim.

H = (hy, ha, ..., hyp) ve G/H = (a1 H, axH, ..., ap H) olmak tizere a € G igin

aH = (x1H)* (zo H)*> (2, H)or = (P H)(2h2 H)...(xb H) = (a5 2b2 ok ) H

r

olacak gekilde x1, xa, ..., x, € {a1, ag, ..., am} (G abel grubu olarak verilmediginden
ai, ag, ..., Gy elemanlary kendi aralarinda degisemeceginden belirli bir siraya gore
yazamayiz ve bundan dolays bu sekilde kodlama yapilarek yazilmast notasyon agi-
sindan basittir: aH = (a1 H)?(asH)(asH)" seklinde olabilir) ve ki, ko, ..., k, € Z
vardir. O halde aH = (2% 252, 2k )H egitliginden bir h € H igin

a= (¥ ab> akr)n

yazilabilir. Diger taraftan hipotez geregi H sonlu tiretilmis olup h = y?yé“'...yfﬁ ola-

cak gekilde y1, ya, ..., Yyu € {h1, ha, ..., hy} ve t1, ta, ..., ty, € Z vardir. Dolayisiyla

a = (a1 ab? ak)h esitliginde h = yi'yl .yt yerine yazbrsa,

_ k1, ko k. ty, ta tu) — k1 k2 Ky, t1, t2 tu
a= (27 2" oy ) (Y ys' gt ) = oyt Yty €
<:1713 L2y «oey Ly Y1y Y25 -ovs yu>

olup 1, xa, ..., r € {a1, aa, ..., am} ve Y1, Y2, -y Yu € {h1, ha, ..., by} oldugun-

dan a € {a1, ag, ..., Gm, h1, he, ..., hy) elde edilir. Béoylece oldugundan
G C (a1, a2y -y Qm, b1, ha, ooy hy)

kapsamas elde edilir. Ters kapsama a¢ik oldugundan
G = (a1, a2, oy Gm, h1, ha, .y hy)

bulunur.
(11) G grup ve H 4 G olsun. G/H béliim grubunun abel grubu olmasi igin ge-
rek ve yeter kosul [G,G] < H olmasidir, gdsterelim. G/H grubunun abel grubu
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oldugunu kabul edelim. a, b € G igin abH = (aH)(bH) = (bH)(aH) = baH olup
(ba)~t(ab) = a=tb"tab = [a,b] € H elde edilir. Dolayswyla |G, G] < H oldugu gérii-
liir. Tersine; |G, G] < H olsun. Bu takdirde her a, b € G i¢in [a,b] = a~'b~"'ab e H
olup abH = baH dir. Buradan (aH)(bH) = abH = baH = (bH)(aH) dir ve boylece
G/H abel grubudur.

O halde G grubunun bolim grubunun abel grubu oldugu en kiigik alt grup |G, G|
dir. Dolaypswyla G grubunun bir bolim grubunun abel grubu olmasy istendiginde ilk
akla gelecek alt grup [G, G| olmalidur.

(12) 1 < n € Z olmak iizere [Sy, Sp] = A, oldugunu gésterelim. So abel grubu
oldugundan [Sa, Sa] = {ea} = Ao dir.

n > 2 olsun. S, simetrik grubu abel grubu olmadigindan {e,} # [Sn, Sn] dir.
Diger taraftan Sy, /A, bolim grubu, mertebesi 2 olan devirli grup olup abel grubudur.
Baylece (11) gereji [Spn, Sn] < An olup [Sn, Sn] # Sn dir. Ayrica [Sp, Sn] < S,
oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla [Sy, Sn] I A, dir.

n =3 ise, Az basit ve {e3} # [S3, S3] oldugundan [Ss, S3] = As dir.

n =4 ise, Ay alterne grubunun agikar olmayan normal alt grubu yalnizca
H = {es, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}

diir. {en} # [Sn, Sn] < A, oldugundan [Sy, Si) = A4 veya [Sa, S4] = H olmalidur.
Simdi a = (12) ve b = (23) elemanlarimn komitatorini hesaplayalim. [a,b] =
[(12),(23)] = (12)71(23)71(12)(23) = (12)(23)(12)(23) = (132) ¢ H oldugundan
[S4, S4] = Ay dir.

n > 5 olsun. {e,} # [Sn, Sn] I A, ve A, basit oldugundan [S,, S,] = A, elde
edilir (veya Uygulama 2.3.1 (3) geregi S,, grubunda A, den baska normal alt grup

olmadigindan istenilen egitlik elde edilebilir).0)
Teorem 2.5.3. G grup ve H < G olsun. Bu takdirde
(1) G grubunun her K alt grubu i¢in KH/H < G/H dir;

(2) X <G/H (X<G/H) ise, X = K/H olacak sekildle H < K < G (H < K<G)

vardir;

(8) G/H boliim grubunun basit olmasi icin gerek ve yeter kogul H normal alt

grubunun G grubunun maksimal normal alt grubu olmasidir;

(4) G grubunun H normal alt grubunu kapsayan (normal) alt gruplar ile G/H

bolim grubunun (normal) alt gruplar: arasinda bire-bir esleme vardar.

Kamt. (1) H <G oldugundan KH < G dir. k1 H, koH € KH/H keyfi elemanlar
igin k1, ko € KH olup KH < G alt grup oldugundan klkgl € KH dir ve buradan



144 Grup Teorisi - I

(k1 H)(koH)™' = (k1 H)(ky "H) = (k1ky ) )H € KH/H

elde edilir. Benzer iglemlerle K < G olmak iizere KH < G oldugu gosterilerek
KH/H < G/H oldugu goriilebilir.

(2) X < G/H alt grubu i¢in K = {a € G | aH € X} kiimesini tanimlayalim.
Her a € H igin aH = H € X oldugundan K kiimesinin tanimi geregi a € K
olup H C K dir. Her ky, ko € K i¢in k1 H, koH € X olup X < G/H oldugundan
(kyH)(ky*H) = (kyky )H € X dir ve buradan ki1ky ' € K dir. Dolayisiyla K < G
elde edilir. Simdi X = K/H oldugunu gosterelim. K alt grubunun tamm geregi
kH € K/H iken k € K olup kH € X dir. Tersine; kH € X iken K alt grubunun
tanimi geregi k € K olup kH € K/H dir. Boylece X = K/H esitligi elde edilir.

(3) G/H basit grup olmak iizere H C K < G olsun. Bu takdirde (1) geregi
K/H 9 G/H olup G/H basit grup oldugundan K/H = {H} veya K/H = G/H
dir ve buradan K = H veya K = G bulunur. Dolayisiyla H maksimal normal
alt gruptur. Tersine; X < G/H olmak iizere (2) geregi H < K < G olmak iizere
X = K/H seklindedir. H maksimal normal alt grup oldugundan K = H veya
K =G olup X = {H} veya X = G/H dir. Sonug olarak G/H basit gruptur.

(4) S ={K € Lat(G) | H < K} olmak iizere her K € S i¢in (K)=KH/H =
K/H ile tammh ¢ : S — Lat(G/H) déniigiimiini tammlayalim. K, Ky € S
olmak tlizere K1 = K ise, K1/H = Ks/H oldugundan (K;) = (K3) olup
¥ iyi tanimhdir. ¢ fonksiyonunun bire-bir ve 6rten oldugu gosterilebilir. Dolayi-
siyla ¢ : S — Lat(G/H) bire-bir eglemesi vardir. Benzer gekilde R = {L €
Latn(G)|H < L} kiimesi yardimiyla her L € R igin (L) = L/H ile tammh
¥ : R — Laty(G/H) doniiglimiiniin bire-bir ve orten fonksiyon oldugu gosteri-
lerek G grubunun H normal alt grubunu kapsayan normal alt gruplan ile G/H

béliim grubunun normal alt gruplar: arasinda bire-bir egleme oldugu goriiliir.0J

Teorem 2.5.3 den K < G (K < @) alt grubunun maksimal (normal) alt grup
olmasi i¢in gerek ve yeter kogulun K/H m G/H grubunun maksimal (normal) alt
grup olmasi oldugu aciktir. Dolayisiyla maksimal (normal) alt gruplar arasinda da

bire-bir egleme vardir.

Ornek 2.5.3. (1) Z/87 abel grubunun alt gruplarin: bulalm ve eslesmeleri yaza-
lim.
X < 7Z/8Z ise, Teorem 2.5.3 geregi 87 < K < 7 olmak tizere X = K /87 seklinde-
dir.

8Z <AZ<2Z<Z

oldugundan
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X1=27Z/8Z, Xo =27/8Z, X3 = 4Z/8Z ve X, = 8Z/8Z = {87}
alt gruplardir. Burada

7 «— 7./8Z
27— 27./87
AZ s AZ/ST

87 +— {87}

alt grup eslesmeleri vardir ve
{87} < 47,/87 < 27/8Z < 7./87Z

zinciri yazilir. Dolayiswyla 27 < 7 maksimal normal alt grubuna karsilik gelen
27./8Z alt grubunun Z/8Z bolim grubunun maksimal normal alt grubu oldugu agik-
tur.

(2) Z/67Z abel grubunun alt gruplariny bulalim ve eglesmeleri yazalim.
6Z < 3Z, 27 < Z oldugundan Teorem 2.5.3 geregi Z/6Z abel grubunun alt gruplar
{6Z}, 3Z/6Z, 2Z./6Z ve Z/6Z dvr. Ayrica

6Z +— {6Z}
3Z < 3Z/6Z
27 < 27/6Z
7 > LJ6Z

eslesmeleri vardir. 2Z ve 3Z maksimal alt gruplar oldugundan 3Z/6Z, 27./6Z <
Z/6Z maksimal alt gruplardr. Ozellikle,

(3Z/6Z) N (2Z/6Z) = (3Z.N27Z)/6Z = 6Z/6Z = {67}
olmak tizere
3Z/6Z + 27./67 = Z./6Z

i¢ direkt toplama elde edilir.
(3) G grup ve H QG olsun. Her i € I igin H < H; < G olmak ‘izere {H;}icr

ailesi verilsin. Bu takdirde

ﬂieI(Hi/H) = (ﬂie] H;)/H
esitligi vardur, gosterelim. H < G oldugundan her i € I i¢in H < H; oldugu ag¢iktar.
aH € (;,c;(H;i/H) ise, heri € I igin aH € H;/H olup a € H; dir ve buradan a €
;e Hi elde edilir. Boylece aH € ((;c; Hi)/H olup (;c;(Hi/H) € (N;ep Hi)/H

elde edilir. Ters kapsama da benzer sekilde gosterilerek istenilen egitlik bulunur.(]
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2.5 Aligtirmalar

1.

2.

Béliinebilir gruplarin her béliim grubunun da béliinebilir oldugunu gosteriniz.

G abel grubu olmak {izere G/T(G) boliim grubunun burulmasiz oldugunu

kanitlayiniz.

. G/Z(G) devirli ise, G grubunun abel grubu oldugunu kanitlayiniz.

n > 1 olmak {izere Z/nZ boliim grubunun maksimal alt gruplarinin kesigimini

karakterize ediniz.

. (Q, +) abel grubunun her boliim grubunun maksimal alt grup icermedigini

kanitlayiniz.

. G grup olmak iizere H < G olsun. H ve G/H devirli iken G nin devirli

olmayabilecegini bir érnekle aciklayimiz.

Priifer p-grubun bdliinebilir oldugunu goésteriniz.

. Z/nZ nin boliinebilir olup olmadigini aragtiriniz.
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2.6 Alt Gruplar, Cauchy Teoremi ve Sylow Teorem-

leri

Bu boliimde, Lagrange teoreminin tersinin abel gruplarinda ve degigmeli olmayan
gruplar icin baz 6zel durumlarda dogru oldugunu kamtlayacagiz. Ozellikle, bir

grubun Sylow alt gruplarini karakterize edecegiz.

Onerme 2.6.1. G abel grubu ve |G| = n olsun. p € P olmak dizere p | n ise, |a| = p
olacak sekilde a € G vardur.

Kamit. |G| = n {izerine tiimevarim uygulayalhm. |G| = 2 ise, G grubunun birimden
farkli z € G mevcut olup |z| = 2 dir. G grubunun mertebesi p asal sayisi ise, G
grubunun birimden farkl tiim elemanlarinin mertebesi Lagrange teoremi geregi p
dir. |G| = r ve 2 < r < n olan her pozitif tam sayisi i¢in iddia dogru olsun. |G| = n
ise, e # x € G olmak iizere Lagrange teoreminden |z| | n olup |z| < |G| = n dir.

|z] = m olsun. Buradan Lagrange teoremi tekrar uygulanirsa

n =G| = [{@)[|G : (z)] = m|G : (z)]

olup p | n oldugundan p | m veya p tm dir.

p | m ise, m = pk olacak sekilde k € Z* vardir. Bu takdirde |z| = m ve
k < m oldugundan =¥ # e dir ve boylece 2™ = (2*)P = e olup |z¥| = p bulunur.
Dolayisiyla mertebesi p olan a = 2* € G elde edilir.

ptmise, p | [G: (x)] dir. H = (x) olsun. G abel grubu oldugundan H <G dir.
Boylece |G/H| =[G : H] < n olup tiimevarim kabuliinden |yH| = p olacak gekilde
yH € G/H vardir. Buradan (yH)? = y?H = H esitliginden y? € H olup y?™ = e
bulunur. y™? = (y™)? = e oldugundan y™ = e veya |y™| = p dir. y"™ = e olsa,
(yH)™ = H yazlabilir ve boylece p { m oldugundan yH elemaninin mertebesinin p
olmasiyla celigir. O halde y™ # e olup |y"™| = p elde edilir. Dolayisiyla a = y™ € G

alimirsa istenilen elde edilir.[]

Teorem 2.6.1. (Cauchy Teoremi) G grup ve |G| =n olsun. p € P olmak izere
p | n ise, |a| = p olacak sekilde a € G vardsr.

Kamt. G abel grubu ise, Onerme 2.6.1 geregi istenilen elde edilir. G degismeli
olmayan grup olsun. n iizerine tiimevarim uygulayalim. n = 2 iken iddia agiktir.
2 < m < n ve |G| = m olacak gekildeki her G grubu i¢in iddia dogru olsun.
|G| = n i¢gin dogrulugunu kamtlayalim. G degigsmeli olmadigindan en az bir a € G

icin a ¢ Z(G) ve bundan dolay1 G grubunun (eslenik) simif denklemi
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Gl = 12(G)| + Xagz() |G : Cala)]

seklindedir. Bu durumda a ¢ Z(G) olacak gekildeki her a € G igin
[G : Cg(a)] > 1 olmahdir. Buradan

n =G| =1Ca(a)|[G : Cg(a)] > |Ca(a)] > 1

dir.

p | |Ca(a)| ise, tlimevarim hipotezinden Cg(a) alt grubunda ve dolayisiyla G
grubunda p mertebeli bir eleman vardir.

p 1 |Cg(a)| olsun. Bu takdirde, her a ¢ Z(G) i¢in p | [G : Cg(a)] olup p |
G| =2 u¢z(0)|G : Ca(a)] = | Z(G)| bulunur. Burada Onerme 2.6.1 uygulanirsa bir
x € Z(G) igin |z| = p elde edilir. O

Simdi Lagrange teoreminin tersinin abel gruplarin da dogru oldugunu agagidaki

teoremde kanitlayalim.

Teorem 2.6.2. G abel grubu ve |G| =n olsun. m | n ise, |K| = m olacak sekilde
K < G vardur.

Kamt. m =11ise, K = (e) dir.

n > 1 ve m > 1 olsun. n iizerine tiimevarim uygulayalim. n = 2 ise, m > 1
icin m = 2 olup G = K dir. 2 < k < n olacak sekildeki k£ mertebeli her G
abel grubu i¢in iddia dogru olsun. |G| = n i¢in iddianin dogrulugunu kamtlayalim.
m > 1 oldugundan p | m olacak sekilde p € P vardir. Bu takdirde, p | m ve
m | n oldugundan m = pm; ve n = mms olacak sekilde my,ms € Z* vardir. Diger
taraftan p | n oldugundan Onerme 2.6.1 geregi |H| = p olacak sekilde H <G vardur.
Lagrange teoreminden

1<|G/H| =[G : H] =5 < |G

dir ve béylece |G/H| = 2 = mimz < n olup my | |G/H| bulunur. Tiimevarim

kabuliinden |K/H| = m; olacak sekilde K/H < G/H vardir. Buradan
|K|=[K:H||H|=mip=m

oldugundan K < G bulunur. OJ

Sonlu mertebeli G devirli grubunun mertebesini bélen her pozitif tam sayiya
kargilik Teorem 2.4.12 geregi bir tek K < G vardir. Ancak genel olarak abel grup-
larinda K alt grubu tek tiirli olmayabilir. Ornegin Ky = Zs @ Zy abel grubunun
mertebesini bolen 2 sayisina karsilik mertebeleri 2 olan {(1, 0)) ve ((0, 1)) 6z alt

gruplar1 vardir.
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p € P ve G grubu verilsin. T,(G) = {a € G |3n > 0; |a|] = p"} C G alt
kiimesinin G abel grubu iken bir alt grup yapisina sahip oldugunu biliyoruz. Ancak
G abel grubu degilse, T,,(G) kiimesi G grubunun alt grubu olmayabilir. 7,(G) = G
ise, G grubuna p-grup adi verilir. H < G olmak tizere H p-grup ise (yani, H alt
grubunun tiim elemanlarinin mertebesi p asalinin bir kuvveti ise), H alt grubuna
G grubunun p-alt grubu denir ve H C T,(G) oldugu acgiktir. G grubu ve her
p € Picin e = " oldugundan {e} p-alt gruptur.

Simdi keyfi verilen G grubunda her p asalina kargilik gelen p-alt gruplarin maksi-
malinin (G grubunda maksimal alt grup olmak zorunda degildir) mevcut oldugunu
gosterelim. G p-grup ise, G grubunun kendisi p-alt gruplarin maksimalidir. G p-grup

olmasin ve
I'={H<G|H dzp—alt grup} C Lat(G)

kiimesini tammlayalm. e = ¢?’ oldugundan {e} € T olup I # 0 dir. (I, C) sirali
bir kiimedir. T'o, T’ kiimesinin keyfi bir zinciri (tam sirali alt kiimesi) olmak {izere
X = UHGFO H olarak tanimlayalim. I'g zincir oldugundan X < G dir. a € X ise,
X = UHGFO H oldugundan a € H; € T'g vardir ve H; bir p-alt grup olup a € X
elemaninin mertebesi p asalinin bir kuvvetidir. O halde X p-alt gruptur. G p-grup
olmadigindan X # G olup X € I' dir. X alt grubunun I'y kiimesinin bir iist sinir1
oldugu aciktir. Dolayisiyla Zorn Lemmasi geregi I' kiimesi bir ¥ € I' maksimal
elemanina sahiptir. G grubunda Y < K < G olacak gekilde K < G 6z p-alt grubu
mevcut olsa, I' kiimesinin tanimi geregi K € I' olup Y € I' maksimal oldugundan
Y = K elde edilir. O halde Y p-alt grubu, G grubunda p-alt gruplarin maksimalidir.
Burada Y alt grubuna G grubunun Sylow p-alt grubu denir. Ozellikle, Y C T,(G)
oldugu aciktir (burada T,(G) alt grup olmayabilir).

Simdi G grubunun Sylow p-alt grubu Y9G iken Y = T,,(G) oldugunu gosterelim
(dolayisiyla tek Sylow p-alt grup T,(G) olur).

Teorem 2.6.3. G grup ve Y IG Sylow p-alt grup olsun. Bu takdirde, Y = T,(G) <
G dir.

Kanit. g € T,(G) olmak tizere Y(g) < G alt grubunun p-grup oldugunu kanit-
layalim. Keyfi verilen a € Y igin ag € Y (g) elemaninin mertebesinin p nin bir
kuvveti oldugunu gostermemiz yeterlidir. n € N icin (ag)” = bng" olacak ge-
kilde b, € Y elemaninmin varligini n iizerine tiimevarimla kamitlayalim. n = 1
ise, b = a € Y dir. n ve n den kii¢iik dogal sayilar i¢in iddia dogru olsun.
(ag)"*! = (ag)"(ag) = (bng")(ag) = bu(g"ag")g"*! olup ¥ < G oldugundan
g"ag~™ € Y dir ve buradan b,11 = b,(¢g"ag™") € Y aluursa istenilen elde edilir.



150 Grup Teorisi - T

g € T,(G) oldugundan bir m € Z7 icin |g| = p™ olup (ag)?” = bymg?" =
bym € Y dir. Y, G nin Sylow p-alt grubu oldugundan ag elemaninin mertebesi p
nin bir kuvvetidir. O halde Y (g) alt grubu bir p-gruptur. ¥ < Y(g) ve ¥ maksimal
p-alt grup oldugundan g € Y(g) =Y esitligi elde edilir. Boylece T,(G) C Y olup
Y (g) p-alt grup oldugundan Y (g) C T,,(G) kapsamasi geregi ¥ = T,,(G) dir.0d

G abel (daha genel olarak nilpotent) grubu ise, T,(G) en biiylik (dolayisiyla
tek) Sylow p-alt gruptur.

Ornek 2.6.1. (1) G = Zypn grubu sonlu bir p-gruptur. Ozellikle, G grubunun ken-
disi Sylow p-alt gruptur. Ayrica olt gruplarinin

01=@) < (1) < (P2 <.. < P2 < B < 1) =Zpn

artan zinciri oldugundan (p) tek maksimal alt gruptur.

(2) Sonsuz elemanli ve maksimal alt grubu mevcut olmayan Zy- abel grubunu
alalim. Zp~ grubunun her elemaninin mertebesi p asalinin bir kuvveti oldugundan
p-grup olup Zyes = T, (Zp) olur. Dolayisyla Zyp grubunun kendisi tek Sylow p-alt
gruptur.

(3) Q/Z abel grubunu alalvm. Her p asal sayise i¢in T,(Q/Z) = Zpe tek Sylow
p-alt gruptur. Dolayisiyla maksimal alt grubu olmayan Q/Z abel grubunun sonsuz
coklukta ve tek tirli olarak belirli olan Sylow p-alt grubu vardar.

(4) p € P olmak iizere G p-grup olsun. G grubunun p mertebeli her normal alt
grubu merkezde kapsanar, gdsterelim.

|H| = p olacak sekilde H <G wverilsin. H asal mertebeli oldugundan her e # a €
H i¢in H = (a) dur. © € G keyfi bir eleman olsun. H < G oldujundan v~ *Hx =

lax = a* olacak sekilde

H olup x7ax € 27 'Hx = H = {(a) dwr ve béylece x~
1 <k <p-—1wardir. x € G ve G p-grup oldugundan |x| = p" olacak sekilde
r € Z1 mevcuttur. Ornek 2.1.8 (6) gereji a = x 7 ax? = a*” olup k*" = 1(p)
elde edilir. Diger taraftan k < p oldugundan Fermat teoremi geregince kP~! = 1(p)
dir. Dolayiswyla 77 carpimsal grubunda k| [p — 1 ve |k| [p" elde edilir. Bu ise,
ancak k = 1 olmaswyla mimkindir. O halde v™'ax = a olup a merkez elemandur

ve boylece a € Z(G) elde edilir. Sonug olarak H = (a) oldugundan H C Z(G) dir.C

Onerme 2.6.2. G p-grup olsun. G grubunun her alt grubu ve her bolim grubu

p-gruptur. Tersine; H I G olmak dizere H ve G/H p-gruplar ise, G de p-gruptur.

Kamt. K <G olsun. a € K ise, K < G oldugundan a € G dir. G p-grup oldugun-
dan |a| = p* olacak sekilde 0 < k € Z vardir. Dolayisiyla K alt grubunun her ele-
maninin mertebesi p asalimin kuvveti oldugundan K p-gruptur. Simdi H <G olmak
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tizere G/ H boliim grubunu alahm ve aH € G/ H keyfi eleman olsun. a € G oldugun-
dan |a| = p" olacak sekilde n > 0 tam sayisi vardir. Buradan (aH)?" = a?" H = H
olup Teorem 2.1.10 (1) geregi |aH| | p* dir. Dolayisiyla |aH| = p* olacak sekilde
0 < k < n tam sayis1 vardir.

Tersine, a € G olsun. G/H boliim grubu p-grup oldugundan |aH| = p™ olacak
sekilde 0 < n € Z tam sayis1 vardir. Buradan (aH)”" =a”"H = H olup a”" € H
dir. Hipotez geregi H p-grup oldugundan |a?”| = p™ olacak sekilde m > 0 tam
sayis1 mevcut olup a?""" = e elde edilir. Dolayisiyla @ € G elemaninin mertebesi p

asalimin kuvvetidir. Sonug olarak G p-gruptur.td

Simdi sonlu elemanli p-gruplari karakterize edelim ve Sylow p-alt gruplarinin

yapisini belirleyelim.

Teorem 2.6.4. G grup olsun. G grubunun sonlu p-grup olmas: i¢in gerek ve yeter

kosul negatif olmayan k € Z icin |G| = p* olmasidar.

Kanit. (=) |G| =n ve q # p olacak gekildeki ¢ € P igin ¢ | n olsun. Bu takdirde
Cauchy teoremi geregi |a| = ¢ olacak gekilde a € G vardir. Bu ise, G grubunun
p-grup olmasiyla celigir. O halde n tam sayisinin p asalindan bagka asal boleni
yoktur. Dolayisiyla |G| = p* dur.

(<) a € G icin |a| = m olsun. Lagrange teoremi geregi m | p* olup m = p*
olacak gekilde u > 0 tam sayis1 vardir. Sonug olarak G p-gruptur. [

G sonlu grup ve H < G olsun. H p-alt grup ise, her a € G igin |[a ' Ha| = |H|

oldugundan H alt grubunun eslenigi olan a~'Ha da p-alt gruptur.

Teorem 2.6.5. p € P ve G grup olmak iizere |G| = p* (k > 1) olsun. Bu takdirde
(1) 1Z(G)| > 1 dir;
(2) k=2 ise, G abel grubudur;
(8) G degismeli olmayan grup ve k = 3 ise, |Z(G)| = p dir.

Kamt. (1) G = Z(G) ise, istenilen aciktir. G # Z(G) olsun. Bu takdirde a ¢ Z(G)
olacak gekildeki her a € G elemam i¢in [G : Cg(a)] > 1 dir. Lagrange teoremi
geregi |G| = |Cg(a)|[G : Cg(a)] oldugundan p | [G : Cg(a)] elde edilir. Buradan

Pl Za¢Z(G) (G : Ca(a)]

olup G grubunun |G| = [Z(G)|+ . ¢ 7() |G : Cc(a)] simf denkleminden p | [Z(G))]
bulunur. Sonug olarak |Z(G)| > 1 elde edilir.

(2) G bir p-grup oldugundan (1) geregi |Z(G)| > 1 dir. Bdylece Lagrange teoremi
geregi |Z(G)| = p veya |Z(G)| = p? dir. |Z(G)| = p oldugunu kabul edelim. Bu
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durumda a ¢ Z(G) olacak sekilde a € G mevcut olup H = (Z(G), a) olmak iizere
Z(G) < H < G elde edilir. Dolayisiyla p < |H| dir ve boylece Lagrange teoremi
geregi |H| | p? oldugundan (Z(G), a) = H = G esitligi elde edilir. Ornek 2.3.3 (5)
geregi G = Z(G) olup p? = |G| = |Z(G)| = p celigkisi bulunur. O halde |Z(G)| = p
kabulii yanhs olup |Z(G)| = p? dir. Dolayisiyla G = Z(G) esitligi yazihr.

(3) (1) geregi |Z(G)| > 1 olup Lagrange teoreminden |Z(G)| = p veya |Z(G)| =
p? olmalidir (|Z(G)| = p? olsa G = Z(G) geliskisi elde edilir). |Z(G)| = p? oldugunu
kabul edelim. Bu durumda a ¢ Z(G) olacak sekilde a € G mevcut olup (2) deki
benzer yontem ile (Z(G), a) = G bulunur, fakat G = Z(G) ¢eligkisi ortaya ¢ikar.
Dolayisiyla |Z(G)| # p? dir ve buradan |Z(G)| = p bulunur.[]

n > 1 olmak iizere S,, simetrik grubunda alinan bir a € S, permiitasyonu
I, = {1, 2, ..., n} kiimesinin elemanlarinin ya yerini degistirir ya da sabit birakir.
Bir bagka deyisle, S,, grubunun « eleman: I,, kiimesinin noktalarini etkiler. Ben-
zer sekilde diizlemde orijin etrafinda dénmelerin grubu, R? kiimesinin noktalarini
etkiler. Simdi bu motivasyonla Sylow teoremlerinin kanitinda yararlanacagimiz ve
grup teorisinin en 6nemli alanlarindan biri olan grup etkisi kavramini, herhangi bir
grup ve bogtan farkl herhangi bir kiime icin genellegtirelim: G grup ve S bostan
farkh bir kiime olmak iizere her (a, ) € G x S i¢in f(a, ) = a.x ile gosterilen

(kuralim bizim belirleyecegimiz fonksiyonun gosterimi) f : G x S — S fonksiyonu
(1) her x € S i¢in e.x = x ve
(2) her a, b€ G ve her x € S igin a.(b.x) = (ab).x

kogullarini saghyor ise, G grubu S kiimesine etkiyor denir. Bu durumda S

kiimesi G-kiime olarak adlandirilir.

Ornek 2.6.2. (1) G grup ve H < G olsun. Her h € H ve her a € G elemanlart
icin (h, a) — ha déniigimi altinda G bir H-kiimedir.
(2) G grup ve H <G olsun. Her (a, h) € G x H igin

(a, h) — a.h = (a=1)"tha=! = aha™!

déniigiimii altinda H, bir G-kiimedir, gosterelim. e.h = ehe™* = h olup (1) ko-
sulu saglanar. a, b € G ve h € H keyfi elemanlar i¢in (ab).h = (ab)h(ab)~t =
a(bhb=1)a! = a(b.h)a™t = a.(b.h) olup (2) kosulu gerceklenir. Béylece H bir G-
kimedir.O

G grup ve S bir G-kiime olsun. z, y € S olmak iizere

"r~y <= enazbiraé€ Gicin a.x=y"
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ile tanimli "~" bagintis1 S {izerinde denklik bagmtisidir (bkz: Ornek 2.5.1(10)) ve

x € S noktasmin denklik sinifi
T={yeS|Ja€G; ax=y}={azx|acG}

dir. Z denklik sinifina G grubunun S kiimesindeki ydriingesi adi verilir. Stabg (x) =
{a € G | a.x = z} kiimesi G grubunun bir alt grubudur (bkz: Ornek 2.5.1 (11)) ve
x € S noktasimin sabitleyicisi olarak adlandirihr. Stabg(x) alt grubunun G gru-
bundaki sol yan simiflarinin kiimesi A olsun. Her aStabg () € Aigin ¢ (aStabg(x)) =
a.x ile tammmh ¢ : A — T dOniigiimii bire-bir ve 6rten fonksiyon olup [G :
Stabg ()] = |A| = |Z| elde edilir (bkz: Ornek 2.5.1(12)).

Uygulama 2.6.1. (1) H p-grup olmak izere S sonlu elemanl H-kiime olsun.
T = {x} olacak sekildeki tim T denklik simiflarinin kimesini Sy ile gdsterelim. O
halde

So={z|Tz={z}}={x €S| heracH iginazx=uz}
dir. Bu durumda S = |J,cg T ayrisims mevcut ve |S| < oo oldugundan

151 = 2ves [Tl = Xpes[H = Stabu ()] = |Sol +3_,¢5,[H : Stabp (2)]

olup S| = [So| = 3_,¢5,[H : Stabp(x)] dir. x & Sy oldugundan [H : Staby(z)] > 1
olup H p-grup olmasi geregi p | [H : Staby(x)] elde edilir. Béylece p | |S| — |Sol
yazlabilir.

(2) G sonlu grup olmak tizere H < G p-alt grup olsun. Bu takdirde
(G : H] = [Ng(H) : H|(p)

oldugunu gosterelim. H alt grubunun G grubundaki sol yan simiflarinin kiimesi S
olmak tizere |S| =[G : H] dwr. Her h € H ve her xH € S i¢in (h, tH) — (hx)H
fonksiyonuyla birlikte S bir H-kiimedir. Bu takdirde

So = {aH €S |her he H igin (he)H =xzH}
{xH € S | her h € H i¢in x~'hx € H}
{rHe S |2 'Hx C H}
{zH € S |z 'Hz=H}
= {tHeS|zeNg(H)}

olup |So| = [Ne(H) : H] bulunur. Dolayiswyla (1) geregi p | |S| — |So| oldugundan
istenilen elde edilir.
Ayrica p | [G: H] ise, p | [Ng(H) : H] olup [No(H) : H] > 1 dir.
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Yardimci Teorem 2.6.1. G sonlu grup olmak tiizere H, G nin Sylow p-alt grubu
olsun. a € T,(G) eleman igin a ™ *Ha = H ise, a € H dir.

Kanit. a € T,(G) elemam igin a 'Ha = H ise, a € Ng(H) oldugu agiktir.
a € T,(G) oldugundan |a| = p' olacak sekilde ¢ € ZT vardir. Bu takdirde aH €
Ng(H)/H elemaninmin mertebesi a € T,(G) elemanimin mertebesini boler. Dola-
yisiyla (aH) bir p-gruptur. Bu takdirde K/H = (aH) olacak gekilde H C K C
Ng(H) vardir. H ve K/H = (aH) gruplan birer p-grup oldugundan Onerme 2.6.2
geregi K p-gruptur. Boylece H alt grubunun Sylow p-alt grubu olmasindan dolay1
K = H olup aH = H dir. O halde a € H dir.J

H, K < G gruplar olmak iizere K alt grubunun elemanlariyla belirli H nin
farkli egleniklerinin kiimesi X = {a"'Ha |a € K} ve Nk(H) alt grubunun K
deki sol yan siiflarinin kiimesi Y = {bNg(H) | b € K} olsun. Her a 'Ha € X
icin ¢ (a"'Ha) = aNg(H) ile tamimli ¢ : X — Y doniigiimii bire-bir ve drten
fonksiyondur. Dolayisiyla |X| = |Y| = [K : Nx(H)] oldugu goriiliir. Ozellikle,
K = G alimirsa H alt grubunun egleniklerinin kardinal sayis1 [G : Ng(H)] dir.

Teorem 2.6.6. (Sylow Teoremleri) G sonlu grup olmak izere ebob(p,m) = 1

kosulunu saglayan p € P ve m € Z" i¢in |G| = n = p"m olsun.

(1) |Hg| = p*; 0 < k < r olacak sekilde H, < G vardwr ve H;, C T,(G) dir.
Ozellikle, 0 < k < r olmak tizere mimkiin Hy < G i¢in

{e}=Hy<H <H,Q...<H,

artan zinciri vardwr. Burada |H,| = p” olan H,. alt grubu Sylow p-alt gruptur.
Ayrica H,. grubunun eslenikleri de Sylow p-alt gruptur. G abel grubu ise,
T,(G) tek Sylow p-alt gruptur;

(2) G grubunun Sylow p-alt gruplar: egleniktir;
(8) G grubunun Sylow p-alt gruplarimin sayist ny, ise, ny | |G| ve n, = 1(p) dir.

Kanit. (1) |G| = n lizerine tiimevarim uygulayalim. n = 1 ise, r = 0 ve m = 1
almirsa H, = {e} bulunur. n den kiigiik mertebeli tiim gruplar i¢in sonucun dogru
oldugunu kabul edelim ve n icin dogrulugunu kanitlayalim. n = p"m olmak {izere
r =0 ise, H,. = {e} dir. r > 1 olsun.

p | |Z(GQ)| ise, Onerme 2.6.1 geregi |a| = p olacak sekilde a € Z(G) var-
dir. H; = (a) olsun. a € Z(G) oldugundan H; < G dir. Lagrange teoreminden

|G/Hy| = ‘lgll‘ = p"~'m olup tiimevarim hipotezinden 0 < t < r — 1 olmak iizere



Grup Teorisi- I 155

|Hy,¢/Hy| = pt olacak sekilde Hy,;/H; < G/H; vardir. Lagrange teoremi geregi

|Hi¢| = |Hi||H14¢/H1| = pt*! dir (burada 0 <t <r—1oldugundan 0 < t+1 <r

dir). n =1igin r =0 olup H = {e} ve 1 <t + 1 <riken |Hyy¢| = p' Tt dir.
p1]Z(@)| olsun. G grubunun

|Gl = 1Z(G) + Xagz(6) (G : Cala)]

(eglenik) simf denkleminden bir ¢ ¢ Z(G) i¢in p 1 [G : Cg(a)] dir ve Lagrange
teoremi geregi |G| = [G : Cg(a)]|Cg(a)| olup p" | |Ca(a)| dir. Cq(a) < G 6z alt
grup oldugundan tiimevarim kabulii geregi Cg(a) alt grubunun 0 < k < r icin
|Hy| = p* olacak sekilde Hy < Cg(a) vardir. Burada her k € {0, 1, 2, ..., 7} icin
Hy, C T,(G) oldugu agiktur.

ke {0,1,2,..,7— 1} olsun. Bu takdirde |Hy| < p" dir ve Lagrange teoremi
geregi p"m = |G| = [G : Hy||Hy|olup p | [G : Hi] elde edilir. Uygulama 2.5.1 geregi
[G : Hi] = [Ng(Hy) : Hi](p) oldugundan p | [Ng(Hy) : Hi] olup Hy < Ng(Hy)
oldugundan Cauchy teoremi geregi N¢(Hy)/Hjy boliim grubunun p mertebeli alt
grubu vardir ve bu alt grup K/Hj, olsun. Hy < K oldugu agiktir. Buradan |K| =
[K : Hy]|Hy| = pp* = p**! olup K alt grubu Hj,, 1 gruplarindan biridir. Dolayisiyla
ke {0, 1,2, .., r— 1} olmak {izere miimkiin Hj < G i¢in

{e}=Ho<H, <H,<..<H,

artan zinciri vardir.

Simdi mertebesi p” olan bir H, < G alt grubunun Sylow p-alt grup oldugunu
gosterelim. H, < K < G olacak sekilde K p-alt grubu verilsin. G sonlu oldugundan
K sonlu olup Teorem 2.6.4 geregi | K| = p“ olacak sekilde u € Z* vardir. Lagrange
teoreminden p* | p"m olup ebob(p,m) = 1 oldugundan p* | p” dir ve boylece p* <
p" elde edilir. Diger taraftan H, < K oldugundan p” < p“ olup p” = p* bulunur.
Buradan K = H, esitligi yazilir. Dolayisiyla H,., Sylow p-alt gruptur.

A < G alt grubu H, ile eslenik ise, A = a~! H,.a olacak sekilde a € G vardir. Bu
durumda |A| = |a='H,a| = |H,| = p" olup G grubunda A’y1 kapsayan p-alt grup
mevcut olmadigindan A = o~ H,.a, Sylow p-alt gruptur. G abel grubu ise, T,(G)
en biiyiik p-alt grup olup tek Sylow p-alt gruptur.

(2) (1.Yol) G grubunun Sylow p-alt grubu H, nin tiim egleniklerinin kiimesi

I'={a'Hya|acqG}

olsun. (1) geregi I' kiimesinin her elemani Sylow p-alt gruptur. K < G keyfi bir
Sylow p-alt grup olsun. K € I' oldugunu goéstermeliyiz. Aksini kabul edelim, yani
K ¢ T olsun. L € I ise, L, Sylow p-alt grup olup K # L dir. Bu takdirde a ¢ L
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olacak sekilde a € K vardir ve K Sylow p-alt grup oldugundan miimkiin k € Z*
icin |a| = p* dir. Yardimc1 Teorem 2.6.1 geregi a~!La # L yazilabilir. Bu durumda
K nin elemanlariyla belirli L nin egleniklerinin sayist [K : Ng(L)] > 1 dir ve
Lagrange teoreminden p” = |K| = [K : Ng(L)]|Nk(L)| olup [K : Ng(L)] = p*
olacak sekilde v € Z* vardir. Simdi

"A, B € T olmak iizere (A, B) € 8 <= en az bir a € K igin A= a"'Ba dir"

ile tamimli 8 bagintisini alalim. 5 bagintisi I kiimesi tizerinde bir denklik bagintisidir
ve A € T elemaninin denklik sinifi A, K nin elemanlariyla belirli A nin tiim eslenik-
lerini icerir. O halde yukarida gosterildigi gibi |A| = p* dur. Denklik simiflarinin kii-
mesi, I' kiimesinin bir ayrigimimi olugturdugundan |T'| sayis1 p asalinin bir kuvvetidir
ve p | |T'| dir. O halde H, nin G grubundaki egleniklerinin sayis1 |I'| = [G : Ng(H,)]
dir ve buradan m = [G : H,] = [G : Ng(H,)|[N¢(H,) : H,] = |I'|[N¢(H,) : H;]
olup p | m geligkisi elde edilir. Sonug olarak kabuliimiiz yanhgtir ve T’ kiimesi, G
grubunun tiim Sylow p-alt gruplarini icerir.

(2.Yol) H, K < G Sylow p-alt gruplar olsun. S = {zH | z € G} olmak {izere
|S| = [G : H] = m dir. ebob(p, m) = 1 oldugundan p { [G : H] = |S]| bulunur.
Ayrica her k € K ve her H € S igin k(xH) = (kz)H doniiglimiine gére S bir
K-kiime olup p | |S] —|So| ve p 1 |S] oldugundan p t |Sp| olup |So| > 0 bulunur.
Boylece *H € S vardir. Simdi xH € Sy <= 'Kz C H olup |K| = |z~ 'Kz| =
|H| oldugundan H = 2~ 'Kz esitligi elde edilir.

(3) G grubunun tiim Sylow p-alt gruplarinin kiimesi I' ise, (2) geregi I' kiimesinin
tiim elemanlar1 birbirleriyle egleniktir. O halde H, € I' nin G grubundaki farkl
esleniklerinin sayisi I' kiimesinin eleman sayisi olup n, = |I'| = [G : Ng(H,)] elde
edilir. Lagrange teoremi geregi |G| = [G : Nq(H,)]|Ng(H,)| oldugundan n, | |G|
dir. Simdi H, < G Sylow p-alt grubu igin

"A, B € T olmak iizere (A, B) € 3 <= en az bir a € H, i¢in A = a~'Ba dir"

ile tamimli B denklik bagintisini alahm. A # H,. olacak gekildeki A € I" elemaninin
A={B €Tl |B = a'4a, a € H,} denklik sinifinin eleman sayismn |A| =
|H,| = p~ = pp"~! = pv seklinde oldugunu biliyoruz (burada v = p"~! dir).
H ={Ae€el|A=a'Ha, a€ H.}={H.} olup n, = [I'| =1+ vp olacak
gsekilde v € ZT vardir. Dolayisiyla n, = 1(p) elde edilir.0]

G sonlu grup ve H, G nin Sylow p-alt grubu olsun. Bu takdirde H <G olmasi igin
gerek ve yeter kogul H nin G grubunun tek Sylow p-alt grubu olmasidir (n, = 1).
Dolayisiyla birimden farkl verilen bir Sylow p-alt grup igin n, = 1 olmasi verilen

grubun basit olmadigini gosterir.
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Ornek 2.6.3. (1) G grup ve p € P olsun. T,,(G) = {e} ise, G grubunun tek Sylow
p-alt grubu {e} dir.

(2) S3 simetrik grubunun mertebesi 6 oldugundan asal ¢arpanlar 2 ve 3 diir.
Dolayrsiyla Teorem 2.6.6 geregi Sylow 2-alt gruplar: ve Sylow 3-alt gruplary vardar.
Sylow 2-alt gruplar ((12)), ((13)), ((23)) ve Sylow 3-alt grubu Az = T5(S3) diir.
Sylow 2-alt gruplarinin eslenik oldugu acgikter ve no = 3 dir.

(3) G grup olmak iizere p ve q farkly asal sayplar verilsin. a € T,(G)NTL(G) ise,
la| = p* = ¢ olacak gekilde negatif olmayan u, v € Z mevcut olup p ve q farkl asal
saydar oldugundan v = v = 0 olmaldwr. Dolayisiyla T,(G) N T, (G) = {e} olup G
grubunun Sylow p-alt gruplar: ile Sylow q-alt gruplarinin arakesiti agikar gruptur.
Daha genel olarak (,cp T,(G) = {e} olup farkh asal saylara karsilik gelen Sylow
alt gruplarm arakesiti asikar gruptur.

(4) p € P ve G grup olmak tizere |G| = p" olsun. G grubunun her 0 < k < n
icin p* mertebeli normal alt grubu mevcuttur, gisterelim. n iizerine timevarim
uygulanirsa, n = 1 i¢in k = 0 veya k = 1 olup H; = {e} <G ve Hy = G4 G
dir. 0 < r < n olmak tizere |G| = p" olan G grubunun alt gruplar icin iddia dojru
olsun. |G| = p™ ise, Teorem 2.6.5 geregi |Z(G)| > 1 dir ve béoylece p | |Z(G)| olup
Cauchy teoremi gereji |a| = p olacak sekilde a € Z(Q) vardir ve {(a) < G yazlr.
Buradan |G| = |{a)||G/{a)| = pp"~ ! olup |G/{(a)| = p"~ ! bulunur. Tiimevarim
hipotezi geregi 0 < k < n — 1 olmak dizere G/{a) mn |Ty/{(a)| = p* olacak sekilde
Ty./(a) <G/{a) vardir. Béylece 1 < k+1 < n olmak iizere G nin |T},| = p**! olacak
sekilde Ty, I G elde edilir.

(5) Sy simetrik grubunun Sylow 3-alt gruplarm: bulalm. |S,| = 4! = 24 = 233
oldugundan Sy simetrik grubunun Sylow 3-alt gruplart vardir ve bu alt gruplarin
mertebesi 3 olup devirlidirler. Dolayisiyla bu alt gruplar 3-devirler tarafindan tre-
tilmistir. ng = 1(3) ve n3 | 24 oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla n3 = 1 veya ny = 4

olmalidur. Sy grubunda 3-devirlerin eslenik sinifi
C1,(123) = {(123), (124), (132), (142), (234), (243), (134), (143)}

oldugundan ((123)), ((124)), ((134)) ve ((234)) farkl Sylow 3-alt gruplardwr. Dola-
yiswyla ng = 4 dir.

(6) |Dy4| = 8 oldugundan Dy Dihedral grubu 2-grup olup grubun kendisi tek
Sylow 2-gruptur.

(7) |G| = 20 olsun. G grubu basit degildir, gisterelim. 20 = 225 oldugundan G
grubunun Sylow 2-alt grubu ve Sylow 5-alt grubu mevcuttur. na, ns |20 oldujundan
na, ny € {1, 2, 4, 5, 10, 20} dir. Ayrica ns = 1(5) oldugundan ns = 1 olup tek
Sylow 5-alt grup vardwr. Dolayisiyla Sylow 5-alt grup normal olup G basit degildir.
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(8) G abel grubu olmak tizere |G| = n olsun. n asal ise, G basittir. n asal degil
ise, n nin her bélenine karsihk bir alt grup denk geldiginden G basit olamaz. O
halde yalnizca asal mertebeli abel gruplar: basittir.

(9) G sonlu grup ve H < G Sylow p-alt grup olsun. Ng(Ng(H)) = Ng(H)
dir, gosterelim. N = Ng(H) olsun. N C Ng(N) = Ng(Ng(H)) oldugu agiktar.
H < Ng(H) = N oldugundan H < N tek Sylow p-alt gruptur. a € Ng(N) ise,
a~'Na= N olupa *Ha C N = Ng(H) dir ve H tek Sylow p-alt grup oldugundan
(eslenikler H a esittir) a 'Ha = H olup a € N = Ng(H) bulunur. Dolayswyla
Ng(N) C N elde edilir. Sonug olarak Ng(Ng(H)) = Ng(H) oldugu gérilir.

(10) G grup ve S bir G-kiime olsun. x, y € S olmak iizere

"t~y <= da€Giginar=y"

ile tanaml "~ " bagintisinin S kiimesi tizerinde denklik bagintisidir, gésterelim. Her
x € S i¢in e € G birim eleman olmak tizere S bir G-kiime oldugundan e.x = x olup
x ~ x dir (yansima ozelligi). x ~ vy ise, a € G olmak tizere a.x = y dir. Buradan
r=cx=(a"ta)r=a"t.(ax)=a"ty olup y ~ x dir (simetri ézelligi). x ~ y ve
y ~ z olsun. Bu takdirde a, b € G i¢in a.x = y ve b.y = z olup (ba).x = b.(a.x) =

s bagintis

b.y = z oldugundan x ~ z elde edilir (gegisme dzelligi). Dolayiswyla
S kimesi tizerinde bir denklik bagintisidur.

(11) G grup ve S bir G-kiime olsun. Stabg(z) = {a € Glazx = 2z} < G
dir, gasterelim. S bir G-kiime oldugundan e.x = z olup e € Stabg(x) dir. a, b €
Stabg () keyfi elemanlar olsun. Buradan v = e.x = (b™'b).x = b~ L. (bx) = btz
olup (ab™').x = a.(b=t.z) = a.x = z dir. Dolayswyla ab=! € Stabg(z) elde edilir.
O halde Stabg(z) ={a € G | ax =z} <G dir.

(12) G grup ve S bir G-kiime olsun. (10) da tanimlanmig olan "~" denklik
bagintisina gore x € S elemanimn denklik sinifv T olmak dizere Stabg(x) alt gru-
bunun G grubundaki sol yan siniflarinan kimesi A ise, her aStabg(x) € A igin
Y(aStabg(x)) = a.x ile tanwmly 1 : A — T dondgimi bire-bir ve érten fonksiyon-
dur, gésterelim. aStabg(x) = bStabg(x) ise, b=ta € Stabg(z) olup x = (b~'a).w
dir. Buradan 1 (bStabg(z)) = b.x = b.((b~ta).x) = (b(b~ .a)).x = (bb~1)a).x =
(ea).z = a.x = Y(aStabg(x)) oldugundan ) iyi tanwmlidur. Ters islemlerle ¢ fonk-
siyonunun bire-bir oldugu gorilebilir. y € T ise, a.x = y olacak sekilde a € G
elemant mevcut olup aStabg(xz) € A igin ¢¥(aStabg(x)) = a.x olup ¢ értendir.
Buradan A ile T kiimeleri eggiicli olup [G : Stabg(z)] = |A| = |Z| elde edilir.

(13) p1, p2, s P& € P farkly asal sayilars igin |G| = n = pi'py*..p)* olmak
tizere G grubunun (1 < i < k) Sylow p;-alt gruplarimin normal oldugunu kabul ede-

lim (dolayiswyla Teorem 2.6.3 geregi T, (G) <G tek Sylow p;-alt gruptur). G grubu
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Sylow p;-alt gruplarinin ic direkt ¢carpimadir, gdsterelim. 1 < i < k olmak tizere G
grubunun Sylow p;-alt gruplars siraswyla T, (G) = H; olsun. H; <G olup 3. Ornek-
ten i # j i¢in H; N H; = {e} dir. Buradan her a € H; ve her b € H; i¢in ab = ba
oldugu agiktir. Ayrica (Ule H;) = HiH>..H, <G dir. Simdii € {1, 2, ,,,,k} icin
H;\(H Hs...H;_1H;11...H) = {e} oldugunu gosterelim. Genelligi bozmadan i = 1
icin kamitlayalim. o € Hy (\(HaHs...Hy) keyfi bir eleman olsun. a € HoHjs...Hy,

oldugundan a = agas...ar olacak sekilde as € Hs, a3 € Hs, ..., ar, € Hy var-

dir. Buradan |a| |p7* ve |a||py?p5...pp~ olup |a] = 1 dir ve boylece a = e bulu-
L Hi||HoHs...H

nur. Diger taraftan |Hi(HoHs...Hy)| = m = |H;||H2Hs...Hg| olup

timevarimla |HyHsy...Hy| = |Hi||Hz|...|Hy| = n = |G| oldugu gorilir. Béylece
G = H1HyHjs...Hy, bulunur. Dolayiswyla H; ((H1Hsy...H;—1H,;11...Hy) = {e} oldu-
gundan G grubu Sylow alt gruplarinin i¢ direkt ¢arpimader.

Sonlu gruplar burulmaly gruplardir. Nilpotent gruplar béliminde, bu drnegin ge-
neli olarak burulmali nilpotent gruplarin Sylow alt gruplarinin direkt toplam oldugu
gosterilecektir.

(14) S5 simetrik grubunun normal alt gruplari {es}, As, S3 oldujundan Ss
grubu agikar parcalanigindan baska normal alt gruplarn i¢ direkt carpima olarak
yazilamaz.

(15) Mertebesi 10 olan G grubu basittir, gosterelim. 10 = 2.5 oldugundan G
grubunun Sylow 5-alt gruplar: vardwr. H, Sylow 5-alt grup olsun. Bu takdirde |G :
H) =2 olup H QG dir.

Genel olarak 2 < p € P i¢in |G| = 2p™ olsun (n > 0). Sylow teoremleri geregji
|H| = p™ olacak sekilde H < G wvardwr ve buradan Lagrange teoremi uygulanirsa
[G : H| = 2 elde edilir. Bu takdirde H < G bulunur. Dolayisiyla p > 2 kosulunu
saglayan p asal sayr olmak iizere |G| = 2p™ olan G grubu basit degildir.

O halde mertebesi 14 = 2.7, 18 = 2.3%2, 22 = 2.11, 26 = 2.13, 34 = 2.17,
38 = 2.19, 46 = 2.23, 50 = 2.52, 54 = 2.33 weya 58 = 2.29 olan gruplar basit
degildir.

(16) Is = {1,2,3} din bir S3-kiime oldugu bilinmektedir. Simdi G = S5 in farkh
yoringelerini ve Stabg(1), Stabg(2), Stabg(3) alt gruplarina bulalim.

a € I3 ikena = {b € I3]| igin g.a =b, g € S3}, Stabg(a) ={g € Glga=a}
ve S = {es, (12),(13),(23), (123), (132)} seklinde oldugundan Ss iin ydringeleri
T={fl=fW)If:1s— I feSst={123L2={f2=f@2)|f: [z —
I, fe S} ={1,23 ve3 ={f3=fB)|f:13 — I3, f € S3} = {1,2,3}
seklindedir. Ayrica

Stabg(1) ={ge G|g1l=g(1) =1} ={e,(23)},
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Stabg(2) ={g € G[g2=9(2) =2} = {e,(13)},
Staba(3) ={g€ G|g.3=9(3) =3} ={e, (12)}

dir.

(17) |G| = 40 olsun. G grubu basittir, gosterelim. Sylow teoremleri gereji G
nin 40 = 5.2% oldugundan Sylow 2-alt grubu ve Sylow 5-alt grubu vardir. Bu alt
gruplarin sayilar sirass ile no ve ns olmak tizere ny = 1(2), ns = 1(5) ve na, ns |40
dir. Bu durumda ns = 1 olup G grubunun Sylow 5-alt grubu tektir. Dolayisiyla
Sylow 5-alt grup normal alt gruptur.

(18) |G| = 56 = 7.23 olsun. G grubu normal alt grup igerir, gésterelim. Sylow
teoremleri geregi G nin Sylow 2-alt grubu ve Sylow T-alt grubu vardwr. Bu alt grup-
larin saylary siras ile ng ve ny olmak dzere ny = 1(2), ny = 1(7) ve ng, ny |56
dir. Bu durumda ny = 1 veya ny = 8 olmalidir. ny = 1 ise, istenilen a¢iktir. n; = 8
oldugunu kabul edelim ve Sylow T-alt gruplar 1 < i < 8 olmak dizere H; < G olsun.
|H;| = 7 oldugundan herbir H; alt gruplarimin 6z alt grubu mevcut degildir ve bu
yizden 1 < i, j < 8 igin i # j olmak dzere H; N H; = {e} olmaldur. Dolayisiyla
e #a € H; i¢in |a| = 7 olup G grubunda mertebesi 7 olan 48 tane eleman vardr.
Diger taraftan no = 1 veya ns = 7 olmalidir. no = 7 ise, K1 # K> olacak sekil-
deki Ky, Ky Sylow 2-alt gruplars i¢in K1 N Ky < K; oldugundan |K; N K| < 4
tiir.O halde K1 U Ko kiimesi en az 12 tane farkl eleman icermelidir. Dolayisiyla
|G| = 48 + 12 = 60 olur ki bu, |G| = 56 olmasy ile ¢eligir. O halde ny = 8 iken
ne = 1 olmalidir. Sonu¢ olarak G grubunun Sylow 2-alt grubu veya Sylow T-alt
grubu normaldir.

(19) |G| = 96 olan G grubu 16 ve 32 mertebeli normal alt gruplara sahiptir,
gésterelim. |G| = 96 = 25.3 oldugundan G grubunun Sylow 2-alt gruplarmn sayis:
ng =142k, k > 0 olup ne | 96 dur. Buradan ne = 1 veya 3 olmalidir. Eger ng = 1
ise, G grubunun 32. mertebeden tek Sylow 2-alt grubu vardir. Dolayisiyla bu alt
grup G grubunun normal alt grubudur. Eder no = 3 ise, G nin 32. mertebeden 3
tane Sylow 2-alt grubu vardir. Bu Sylow 2-alt gruplars H, K ve L olsun. H # K
ve |HN K| | |H| oldugundan |H N K| = 1,2,4,8 veya 16 dir. Eger |[H N K| < 8
ise, |HK| = % = 3232 — 128 > 96 = |G| celiskisi elde edilir. Bu yiizden
|[HNK|=16 dwr. [H: HNK] =2 ve [K : HN K] = 2 oldujundan HNK <H, K
dir. Béylece H{K C Ng(H N K) kapsamasindan HK C Ng(H N K) bulunur.
ING(H N K)| > |HE| = = 3282 — 64 diir. No(H N K) < G oldugundan
[IN¢(HNK)| =96 dir. Dolaypsiyla No(HNK) =G olup HNK, G grubunun 16.

mertebeden normal alt grubudur.
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(20) S5 simetrik grubunun Sylow 5-alt gruplarine bulalim. Sylow teoremleri ge-
regince Ss grubunun Sylow 5-alt gruplar vardir. H < S5 Sylow 5-alt grup olsun.
H alt grubunun mertebesi asal oldugundan devirlidir ve iirete¢ sayist ¢(5) = 4 ol-
malidir. |H| = 5 oldugundan H alt grubu Ss de 5-déngi tarafindan dretilir. Ss
grubunda 5-déngiilerin sayist %’ = 4! dir. H = («) ise, H nin 3 tane daha treteci
olmak zorunda oldugundan H alt grubu 4 tane 5-dongi icermelidir. O halde S5 gru-
bunda 5-dongilerin sayist 4! ve her Sylow 5-alt grubu 4 tane 5-dongi icerdiginden
41! =6 tane Sylow 5-alt grup vardwr. O halde Sylow 5-alt gruplar

Hy = ((12345)) = {es, (12345), (13524), (14253), (15432)}
Hy = ((21345)) = {e5, (21345), (14235), (15324), (12543)}
Hs = ((31245)) = {e5, (31245), (14325), (15234), (13542)}
Hy = ((41235)) = {es, (41235), (13425), (15243), (14532)}
Hs = ((51234)) = {es, (51234), (13425), (15243), (14532)}
Hg = ((13425)) = {es, (41235), (13425), (15243), (14532)}

seklindedir.
Genel olarak p bir asal sayr olmak izere S, simetrik grubundaki Sylow p-alt

gruplarin sayiss, treteg sayist kadar yani ¢(p) = p — 1 tane olacagindan p(ppiil) =
(p —2)! bulunur.O
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2.6 Aligtirmalar

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

H < K < G gruplar olsun. K < Ng(H) oldugunu kanitlayiniz.

G grup olsun. a € G elemaninin sadece iki tane egleniginin mevcut oldugunu

kabul edelim. Bu takdirde, G nin basit olmadigim kanitlayiniz.

. p € P olmak iizere |G| = p" olacak gsekilde G grubu verilsin. {e} # H <G

icin HN Z(G) # {e} oldugunu kamtlayimiz.

. G degismeli olmayan p® mertebeli grup olsun (p € P). Bu takdirde, Z(G) =

[G, G] oldugunu kanitlayimiz.

. Her r € R ve her (z,y) € R x R igin r.(z,y) = (z + ry,y) ile taniml igleme

gore (R, +) abel grubunun R x R kiimesine etki ettigini gosteriniz.

. S5 x S3 grubunun eglenik simiflarin1 bulunuz.
. n > 3 olmak lizere |Cs, ((12)(23))| = 8(n — 4)! oldugunu kanitlayimiz.
. A4 alterne grubunun Sylow 2-alt grubunun T5(A44) oldugunu kamtlayimz.

. Mertebesi 200 olan bir grubun normal Sylow 5-alt gruba sahip oldugunu

gosteriniz.

G grup olsun. |G| = 6545 (sirasiyla, 1365, 2907, 132, 462) ise, G nin basit

olmadigimi kanitlayimiz.

|G| = 231 olsun. G nin Sylow 11-alt grubunun ve Sylow 7-alt grubunun Z(G)
de kapsandigini kanitlayiniz.

|G| = 105 olsun. G grubunun Sylow 3-alt grubu G de normal ise, G nin abel

grubu oldugunu kanitlayiniz.

Sonlu G grubunda her 6z alt grubun abel grubu oldugunu kabul edelim. M
ve N maksimal alt gruplar ise, M N N = {e} oldugunu kamtlayimz.

Mertebesi 168 olan basit G grubu verilsin. G grubunun mertebesi 7 olan

elemanlariin sayisin1 bulunuz.

P <G Sylow p-alt grup ve H < G olsun. PN H < H alt grubunun tek Sylow
p-alt grup oldugunu kanitlayiniz.

p € P ve n € ZT olmak iizere mertebesi p" olan G grubu verilsin. |G/H| = p
olacak sekilde H < G mevcut oldugunu gosteriniz.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

|G| = 1064800 olsun. G' grubunun Sylow alt gruplarimin mertebelerini belir-

leyiniz.

Sy simetrik grubunun Sylow alt gruplarini bulunuz.

|G| = 45 olsun. G nin abel grubu oldugunu kanitlayimniz.
Ay = ((12)(34), (123)) oldugunu gosteriniz.

G = H1H>H; ve Hi N Hy = Hy N Hy = Hy N Hs = {e} kogullarin saglayan
H,, Hy, H3 <4 G grup Ornegi veriniz.

Tim Sylow alt gruplart maksimal ve basit olan sonlu grup 6rnegi veriniz.
p € P olmak iizere sonsuz elemanli p-grup érnegi veriniz.
Q/Z boliim grubunun Sylow alt gruplarim karakterize ediniz.

Sylow alt grubu maksimal alt grup olmayan sonlu grup ornegi veriniz.
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2.7 Grup Homomorfizmalar: ve Siniflandirma

Bogtan farkli olan n elemanli bir X kiimesini alahm. Bu takdirde X ile eggiiclii
olacak gekilde I, = {1, 2, ..., n} kiimesi vardir. Dolayisiyla X kiimesinin herbir
elemani [I,, kiimesinin elemanlariyla bire-bir eglenmistir. Boylece n elemanli tiim
kiimelerin olugturdugu sinifin temsilcisi olarak I,, kiimesi alinabilir ve temsilcisi I,
olan tiim n elemanl kiimeleri siniflandirmig oluruz. Simdi bu simflandirmay1 grup-
lar icin diigiinelim. Simiflandirma yaparken kiimelerdeki yapmig oldugumuz bire-bir
egleme yeterli degildir. Grup iizerinde bir ikili islem mevcut oldugundan eglenen
elemanlar arasindaki iglemlerin sonucunun da ayni eglemeyi vermesi gerekmektedir
(cebirsel yapmin korunmasi). Ornegin, G = {e, a, a?, a®} 4. mertebeden devirli
grubunu alalim. Tlk akla gelen 4. mertebeden devirli grup Zs = {0, 1, 2, 3} abel
grubudur. Simdi

ile tanimli eslemesini goz oniine alalm. z, y € G olsun. Bu takdirde z +— k
ve y +— m olacak sekilde k, m € Z, vardir. Eglesen elemanlarin iglem altindaki
goriintiilerinin de eslenmesini istedigimizden xy € G eleman1, k+m =k +m € Zy

ile eslesmelidir. Ornegin,

3 a2
—

w

wl Dl
o Wl

+
+ =1

[N

olmahdir. O halde bu iglemlerimizi karakterize edelim. Her a* € G igin f(a*) =k
ile tammli f : G — Z4 doniisiimii bire-bir ve 6rten fonksiyon olup a*t, a*? € G

icin
fa*r.ak2) = f(a*) + f(a*?)

ozelligini saglar. Dolayisiyla f fonksiyonu, farkhh G ve Z4 gruplarindaki iglemlerin
ozelliklerini korur. Bu fonksiyon yardimiyla Z4 i¢in herhangi bir zelligi G grubu
iginde soyleyebiliriz. O halde 4. mertebeden devirli gruplarin bir temsilcisi olarak
(Zy4, +) devirli grubun da galigmak yeterlidir. Benzer yontem ile n. mertebeden de-
virli gruplarin temsilcisi olarak (Z,,, +) devirli grubunun alinabilecegi gosterilebilir.

Verdigimiz bu ornekten yola c¢ikarak doniigiimler altinda grup yapisinin korun-

masini matematiksel olarak tanmimlayalim ve temel 6zelliklerini verelim.
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Tamim 2.7.1. (G, x) ve (Gy,x1) birer grup olmak iizere f : G — Gy fonksiyon
olsun. Her a,b € G igin f(a*b) = f(a) *1 f(b) ise, f fonksiyonuna grup homo-
morfizmast veya kisaca homomorfizma denir.

rin kolayhigr agisindan "garpma" olarak aldigimizdan homomorfizma olma kural

f(ab) = f(a)f(b)
olarak verilebilir.

f: G — G1 homomorfizma ve a € G olsun. e € G ve e; € G1 birim elemanlar
olmak iizere f homomorfizma oldugundan f(e) = f(ee) = f(e)f(e) € Gy olup
f(e) € Gy idempotent elemandir. Grupta idempotent eleman yalmzca birim eleman
oldugundan f(e) = e; dir. Buradan e; = f(e) = f(aa™!) = f(a)f(a™?) ve e; =
fle) = f(a=ta) = f(a= 1) f(a) olup f(a=t) = f(a)~! bulunur. 1 < n € Z ise,

fla") = flga..q)
= f(a)f(a)...f(a)
~———————

n—tane

= (f(a)"

oldugu agiktir (G ve G; toplamsal gruplar ise, f(na) = nf(a) dir).

Ornek 2.7.1. (1) G ve G birer grup olmak iizere her a € G igin f(a) = e ile
tanumly [ : G — Gy sabit fonksiyonunu alalim (G grubunun tim elemanlarine Gy
in birim elemanina gétiren fonksiyon). a, b € G igin f(ab) = ey = ere; = f(a)f(b)
oldugundan f homomorfizmadir. f ye agtkar homomorfizma ady verilir.

(2) Her A € GL(n, R) igin f(A) = det(A) ile tanmimh f : GL(n, R) — R\{0}
dontsimindg alalvm. A, B € GL(n, R) i¢in f(AB) = det(AB) = det(A)det(B) =
f(A) f(B) oldugundan f homomorfizmadar.

(3) Her k € Z igin f(k) = k ile tammh f : 7 — Z, fonksiyonunu alalim.
k,m € Z olsun. f(k+m)=k+m=k+m= f(k)+ f(m) oldugundan f homo-
morfizmadur. f fonksiyonunun orten oldugu agikter.

(4) Her a € R* i¢in f(a) = |a| ile tanaml f : (R*,.) — (R*,.) fonksiyonu,
a, b € R* keyfi elemanlars i¢in f(ab) = |ab] = |a||b] = f(a)f(b) esitligini sagla-
diandan bir homomorfizma yapisina sahiptir. Ozellikle, f ne orten nede bire-bir
fonksiyondur.

(5) f: G — G homomorfizma ve H={a € G| f(a) =a} olsun. H < G dir,
gosterelim. f(e) = e oldugundan e € H # 0 oldugu agiktar. a, b € H keyfi elemanlar
olmak iizere f(ab™1) = f(a)f(b=') = af(b)~! = ab™! olup ab=! € H elde edilir.
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(6) G abel grubu olmak iizere 0 # n € Z verilsin. Her a € G i¢in f(a) = a™ ile
tameml f : G — G fonksiyonunu alalim. a, b € G olmak iizere G nin abel grubu
olmast kullamilirsa f(ab) = (ab)™ = a™b™ = f(a)f(b) esitligi saglanir. Dolayisiyla
f homomorfizma yapisina sahiptir.

(7) (R, +) ve (RT,.) abel gruplar i¢in f(x) = logz ile tamamh f : Rt — R
dondgisimi, f(zy) = log(xy) = logx+logy = f(x)+f(y) oldugundan homomorfizma
yapisina sahiptir.

(8) Grup homomorfizmasina benzer sekilde monoid (yars grup) homomorfizmass
tanimlanabilir. (G, *) ve (G1,*1) birer monoid (yarr grup) ve f: G — Gy fonksi-
yon olsun. Her a,b € G i¢in f(axb) = f(a) x1 f(b) ise, f fonksiyonuna monoid
(yarr grup) homomorfizmast denir. Grup homomorfizmalar: altinda birim ele-
manlarn eslendigini biliyoruz. Bu durum monoid homomorfizmast i¢in dogru ol-
mayabilir. Ornegin; her m € Z igin f(m) = 0 ile tammb f : (Z, ) — (Z, -) fonk-
siyonunu alalm. Her m, n € Z i¢in f(nm) = 0= 0.0 = f(n)f(m) olup f monoid
homomorfizmasidir. (Z, .) monoidinin birim elemans 1 oldugundan f(1) =0 # 1

oldugu gorilir.C]

Teorem 2.7.1. f : G — Gy homomorfizma olsun. Bu takdirde asagidaki ézellikler

vardar.
(1) H <G ise, f(H) = {f(h)|he H} < Gy dir;

(2) H < Gy ise, {71 (H)) ={g€G|flg) € H} <G dir Ozellikle H; < G4
ise, f~Y(Hy) <G dir.

Kamt. (1) H < G olsun. e € H igin e; = f(e) € f(H) # 0 dir. f(a), f(b) € f(H)
keyfi elemanlar olsun. Bu takdirde a,b € H olup H < G oldugundan ab~! € H dir.
Béylece f(ab™1) = f(a)f(b)~! € f(H) olur. Dolayisiyla f(H) < Gy dir.

(2) f(e) = e1 € Hy oldugundan e € f~'(Hy) # 0 dir. a,b € f~'(H;) keyfi
elemanlar olsun. Bu takdirde f(a), f(b) € H; dir. Buradan f(ab™!) = f(a)f(b)~* €
H; oldugundan ab~! € f~1(H;y) olup, f~1(H;) < G dir.

H; <Gy oldugunu kabul edelim. a € g~ f~!(H;)g keyfi olsun. Bu takdirde bir
be f~1(Hy) igin a = g~ bg dir. f(g) € G1 ve f(b) € Hy olup f homomorfizma ve
Hy <Gy oldugundan f(a) = f(g~"bg) = f(g~)/()1(9) = 1) S B)/(g) € Hy
olup a € f~1(H;) dir ve boylece

g ' f~N(Hi)g C fT(H)y)

elde edilir. Sonug olarak Onerme 2.4.2 (2) geregi f~'(H;) <G dir.O
Teorem 2.7.1 de H = G ve H; = {e;} olarak alalim.
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[(G)={fla) eG1]aeG} <Gy

alt grubuna G grubunun f homomorfizmasi altinda homomorfik gorintisi ve
f~'({e1}) < G normal alt grubuna f homomorfizmasinin ¢ekirdegi denir,

sek(f) = f"({er}) ={a € G | fa) = 1}

ile gosterilir. f : G — G1 homomorfizma olsun. Bu takdirde agagidaki 6zelliklerin

saglandig: kolayca goriilebilir.
(1) G abel grubu ise, f(G) abel grubudur;
(2) G = (X) ise, f(G) = (f(X)) dir. Ozellikle, G = {(a) iken f(G) = (f(a)) dir;

(3) a € G icin |a] = nise, |f(a)| |n dir. Ozellikle, G burulmali grup iken f(G)
burulmali gruptur (genel olarak f(7(G)) C T(f(GQ)) C T(Gy) dir).

Bire-bir homomorfizmaya monomorfizma adi verilir. H < G gruplar olsun.
Her h € H i¢in «(h) = h ile tammh ¢ : H — G doniiglimii monomorfizmadir.

Burada ¢ monomorfizmasina gomme homomorfizmas: denir.

Onerme 2.7.1. f: G — G, homomorfizma olsun. f nin monomorfizma olmas

icin gerek ve yeter kogul ¢ek(f) = {e} olmasidr.

Kanit. (=) a € ¢ek(f) olsun. Bu takdirde f(a) = e; = f(e) esitliginden f nin
monomorfizma olmasi geregince a = e bulunur. O halde ¢ek(f) = {e} dir.

(<) a,b € G olmak iizere f(a) = f(b) olsun. Béylece f(a)f(b)~! = f(ab™?!)
e1 elde edilir. Bu takdirde ab~! € g¢ek(f) = {e} olup ab~! = e dir. Buradan a = b

bulunur. Dolayisiyla f monomorfizmadir.[]

Ornek 2.7.2. (1) G basit grup olmak iizere f : G — Gy homomorfizma olsun.
cek(f) < G ve G basit oldugundan ¢ek(f) = G veya ¢ek(f) = {e} olmalidir. Bu
durumda ¢ek(f) = G ise, her a € G i¢in f(a) = ey olup [ agikar homomorfizmadar.
cek(f) = {e} ise, Onerme 2.7.1 geregi f monomorfizmadar,

(2) {G;}icr gruplarin ailesi olmak iizere G = quel G, olsun. a; € G; keyfi
elemany verilsin. ©. bileseni a; ve diger tim bilesenlerii # j icin e; olan G grubunun

(bi)ier elemani igin
Li(ai) = (bi)iel

ile tanwmly ¢v; : G; — G déniigimi monomorfizma yapisina sahiptir. 1; monomor-

fizmasina . kanonik injeksiyon adi verilir.O
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Orten homomorfizma epimorfizma olarak adlandinlir. f : G — G epimor-
fizma ve H < G olsun. f(H) < G, dir, gosterelim. Onerme 2.4.2 (2) geregince
her y € Gy icin y~'f(H)y C f(H) gostermek yeterlidir. f orten oldugundan
y = f(a) olacak sekilde a € G mevcuttur ve H < G oldugundan o 'Ha C H
dir. z € y~'f(H)y ise, bir h € H icin x = y~'f(h)y = f(a)" f(h)f(a) =
fla™Yf(h)f(a) = f(a=*ha) € f(H) olup istenilen elde edilir.

Ornek 2.7.3. (1) {G;}icr gruplarm ailesi olmak iizere G = [[,c; G; olsun. Her
k € I icin mp((a;)icr) = ag ile tammh 7, : G — Gy, déndigiimi epimorfizma
yapisina sehiptir. my, epimorfizmasina k. kanonik projeksiyon adi verilir.

(2) {Gi}icr gruplarn ailesi ve {¢; : A — G;}ier homomorfizmalarin bir ailesi
olsun. Bu takdirde, her k € I igin 7o = @i olacak sekilde bir tek ¢ : A —>
[I;c; Gi homomorfizmasy vardir, gosterelim. Her a € A igin p(a) = (pi(a))icr ile
tamemb o : A — [[,c; Gi donisiimii homomorfizmadir. Gergekten; her i € I igin
p; + A — G; homomorfizma oldugundan a, b € A keyfi elemanlari i¢in

plab) =

dir. a € A olmak dizere (mrp)(a) = m((pi(a))icr) = vr(a) oldugundan mrp = i
esitligi saglanar. T3 = @ olacak sekilde B : A — [[,c; Gi homomorfizmasinin
mevcut oldugunu kabul edelim. Bu takdirde a € A olmak izere B(a) = (a;)icr
seklindedir. Her a € A igin

e(a) = (¢r(a)rer = ((mrB)(a))rer = (me((ai)icr))ker = (ar)rer = B(a)

olup ¢ = B elde edilir.

(3) f: G — Gy homomorfizma olsun. K < G ise f~Y(f(K)) =¢ek(f)K dir
(G toplamsal ise, ¢ek(f) + K = f=X(f(K)) dir), gosterelim. ¢ek(f) < G oldugun-
dan cek(f)K = Kc¢ek(f) < G dir. a € f71(f(K)) ise, f(a) € f(K) olup f(a) =
f(k) olacak sekilde k € K wardwr. f(a) = f(k) esitliginden e; = f(a)f(k)™! =
fla)f(k=Y) = f(ak™') olup ak™' €cek(f) elde edilir. Buradan bir b €cek(f) i¢in
ak™ = b olup a = bk €¢ek(f)K bulunur. Dolaypsiyla f~1(f(K)) Ceek(f)K kap-
samas elde edilir. Ters kapsama igin a €cek(f)K keyfi elemanin alalim. Buradan
a = bk olacak sekilde b €¢ek(f) ve k € K wvardir. O halde

fla) = f(bk) = f(b)f (k) = ex f(k) = f(k) € F(K)
olup a € f~1(f(K)) elde edilir. Dolaysiyla cek(f)K C f~1(f(K)) olur.0
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"Normal alt gruplar ve boliim gruplar" kisminda verdigimiz Teorem 2.5.3 (4)

iin bir genellemesi olarak esleme teoremi asagidaki sekilde verilir.

Teorem 2.7.2. (Egleme Teoremi) f : G — G1 epimorfizma olsun. G nin
cek(f) yi kapsayan (maksimal) alt gruplar ile Gy in (maksimal) alt gruplar ara-
sinda bire-bir esleme vardir. H ve K, sirasiyla G ve Gy gruplarimin eglenmis alt
gruplary iseler H 1 G <— K I G dir.

Kamit. T ={H < G |gek(f) C H } C Lat(G) olsun. Her H €T igin

ile tamimli f* : T' — Lat(G1) doniisiimiinii gz oniine alalim. Teorem 2.7.1 (1)
geregince f*(H) € Lat(G1) dir. f fonksiyon oldugundan f* fonksiyondur. K €
Lat(Gy) i¢in f~1(K) < G alalim. a €cek(f) keyfi elemani icin f(a) = e; € K
olup a € f~Y(K) dir ve buradan ¢ek(f) € f~1(K) € T elde edilir. Dolayisiyla
(fYK)) = f(f"YK)) = K olup f* drtendir.

Hy, Hy € T keyfi elemanlan igin f*(H;) = f*(Hsz) olsun. hy € H; olmak lizere
f(h1) = f(hy) esitligini saglayacak sekilde bir hy € Hy vardir. f(hihy') = e
oldugundan hlhgl €gek(f)C Hy elde edilir. Boylece h; = (hlhgl)hg € H, dir.
Dolayisiyla H; C H, dir. Benzer gekilde Hy C H; oldugu gosterilebilir. Sonug
olarak H; = Hj olup f* bire-birdir. Boylece I' kiimesi ve Lat(G;) arasinda f*
bire-bir eglemesi vardir.

H ve K eglesen alt gruplar olmak tizere f*(H) = f(H) = K dir. H < G
maksimal alt grup olsun. K < X < Gy ise, H = f~1(K) < f~1(X) < G olup
H alt grubunun maksimalligi geregi G = f~!(X) dir. f epimorfizma oldugundan
G1 = f(G) = f(f~1(X)) = X olup K < G maksimaldir. Benzer iglemler ile K
maksimal iken H nin de maksimal oldugu gosterilebilir.

H ve K eglegen alt gruplar olsun. Bu durumda f*(H) = f(H) = K dir. H<G
ise, f epimorfizma oldugundan f*(H) = f(H) = K <G, dir. Tersine, K <G, iken
Teorem 2.7.1 (2) geregince f~1(K) = H < G dir.0)

Onerme 2.7.2. G grup ve H<G olsun. Her a € G igin ¢(a) = aH (toplamsal ise,
o(a) = a+H) ile tanamh ¢ : G — G/H doniigiimi epimorfizmadir ve ¢ek(¢) = H
dir. Ozellikle, K € Lat(G) i¢in ¢(K) = KH/H dir. Burada ¢ epimorfizmasina

dogal homomorfizma denir.

Kanit. ¢ doniisiimiiniin fonksiyon oldugu agktir. Her a,b € G i¢in ¢(ab) = abH =
(aH)(bH) = ¢(a)p(b) oldugundan ¢ homomorfizmadir. Her aH € G/H i¢in ¢(a) =
aH olacak gekilde bir a € G vardir. Dolayisiyla ¢ epimorfizmadir. a € ¢ek(¢) keyfi
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olsun. Buradan ¢(a) = aH = H olup a € H bulunur. Bdylece ¢ek(¢) C H elde
edilir. Benzer sekilde, her a € H i¢in aH = H olup ¢(a) = aH = H egitliginden
a €cek(¢) dir. Dolayisiyla H Cgek(¢) kapsamast elde edilir. Sonug olarak ¢ek(¢) =
H dir.

K € Lat(G) olsun. Her k € K i¢in

o(k) = kH = (kH)H = (kH)(eH) = (ke)H € KH/H

olup ¢(K) C KH/H dwr. aH € KH/H = {«H € G/H|x € KH} ise, a € KH
olup k € K ve h € H i¢in a = kh dir. Dolayisiyla elde edilen k£ € K igin

aH = khH = (kH)(hH) = (kH)H = kH = ¢(k) € $(K)

olup istenilen egitlik elde edilir.[J

Bire-bir ve 6rten homomorfizma izomorfizma olarak adlandirilir. f : G — G
izomorfizma ise, G ve G gruplarina izomorftur denir ve G = G ile gosterilir.
G = G, ise, Teorem 2.7.2 geregi G grubunun alt gruplariyla G; grubunun alt
gruplan arasinda bire-bir egleme vardir. G herhangi bir grup ve e € G birim eleman
olsun. Bu takdirde, 0 € Z olmak {izere e <— 0 eglemesiyle ({e}, .) = ({0}, +) agikar
izomorfizmasi vardir. G/G = {G} ve G/{e} = {a{e} | a € G} oldugundan bire-bir
egleme yontemiyle G/G = {e} ve G/{e} = G oldugu goriiliir. Ayrica I : G — G

birim doniigiimii izmorfizma olup G kendisine izomorftur.

Ornek 2.7.4. (1) Her n € Z icin f(n) = 2n ile tammh f : (Z, +) — (2Z, +)

fonksiyonunu alalim. n, m € Z keyfi tam sayilar: i¢in
F(n+m) = 2(n+m) = 20+ 2m = f(n) + f(m)

oldugundan verilen doniigiim homomorfizmadur. f nin érten oldugu agiktir. n €gek(f)
ise, f(n) =2n =0 olup n =0 dir. Buradan ¢ek(f) = {0} olup f bire-birdir. Sonug
olarak f izomorfizmadar.

(2) Z kitmesi iizerinde ikili iglemler nxm = n+m+nm ve nom = n+m—nm
olarak veriliyor. Tamimlanan bu ikili islemlere gore (Z, ) ve (Z, ©) ikililerinin grup

yapisina sehip oldugu gésterilebilir. Her n € Z igin f(n) = —n ile tanimb
fi(Zy %) — (Z,9)
fonksiyonu izomorfizmadir, gésterelim. n, m € Z olmak tizere
f(nxm)=—(nxm)=—(n+m+nm), f(n)=—n ve f(m)=—m

oldugundan
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f(n)o f(m) = (=n)o(=m) = (=n) + (=m) —nm = —(n+m+nm) = f(n*m)

olup f homomorfizmadur. f(n) = f(m) ise, —n = —m egitliginden n = m olup f
bire-birdir. Diger taraftan her n € Z i¢in f(—n) = n olup f értendir. Dolayiswyla
verilen [ fonksiyonu izomorfizmadar.

(3) Her z € C igin f(z) = z ile tammh f : (C, +) — (C, +) dondigiimi

izomorfizmadir, gosterelim. z, w € C keyfi elemanlar olmak izere
fetw)=zFw=Z2+w=f(z)+ f(w)

olup f homomorfizmadir. f(z) = f(w) ise, f(z) = Z = W = f(w) esitliginden
z = w olup f bire-birdir. z € C i¢in z € C olup f(zZ) = Z = z oldujundan f
ortendir. Sonug olarak verilen déniisim izomorfizmadar.

(4) (N, +) monoidi verilsin. M = {2™ € N | n € N} kiimesi, dojal sayilardaki
carpma iglemi altinda monoid yapisina sahiptir. Simdi her n € N i¢in f(n) = 27
ile tamaml f : (N, +) — (M, .) fonksiyonu monoid izomorfizmasidir, gistere-
lim. Her n, m € N igin f(n +m) = 2"t™ = 2"2™ = f(n)f(m) olup f monoid
homomorfizmasidir. f(n) = f(m) ise, 2™ = 2™ egitliginden n = m dir. x € M ig¢in
x = 2" olacak gekilde n € N olup f(n) = 2™ = x dir. Dolayiswyla verilen donigim

monoid izomorfizmasidir.(]

f+ G — G, izomorfizma olsun. Bu takdirde, agagidaki 6zelliklerin saglandig:

aciktir:
1) f~!': Gy — G izomorfizmadir;

2) G abel grubudur <= G; abel grubudur;

4

(1)

(2)

(3) Her a € G igin |a| = |f(a)| dir;

(4) G burulmal gruptur <= G; burulmali gruptur;
(5)

5) G devirlidir <= G, devirlidir.

Onerme 2.7.3. f: G — G4 ve g : Gi — G homomorfizmalar ise, gf : G —

G2 homomorfizmadar.

Kamt. a, b € G verilsin. f ve g doniigiimlerinin homomorfizma olmasi sirasiyla

kullamihrsa. (9f)(ab) = g(f(ab)) = g(f(a)f(®)) = [(9£)(@)][(9)(b)] olup istenilen
elde edilir. O

f:G — G1 veg: Gy — Gy grup izomorfizmalar1 olmak {izere bire-bir
ve orten fonksiyonlarin bileskesi bire-bir ve érten oldugundan Onerme 2.7.3 geregi
gf : G — G4 doniigiimii izomorfizmadir. Dolayisiyla izomorfizma yardimiyla ayni

yapiya sahip olan gruplar simflandirilabilir.
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Teorem 2.7.3. n. mertebeden devirli gruplar (Z,,~+) grubuna ve sonsuz mertebeli

devirli gruplar (Z,+) grubuna izomorftur.

Kamt. G = {a) ve |G| = n olsun. a' € G igin f(a') =i ile tammh f : G — Z,
déniisiimiinii alalim. Her a’,a’ € G icin a* = o/ ise, i > j icin (4, j € N oldugundan
bdyle bir se¢im yapilabilir) a’~/ = e olup Teorem 2.1.10 (1) geregince n | i — j
dir. Buradan i = j olup f fonksiyondur. Ters iglemler ile f fonksiyonunun bire-bir
oldugu gosterilebilir. Her a’,a’ € G icin f(a'a’) = f(a™) =i+ j = f(a') + f(a’)
dir ve boylece f homomorfizmadir. |Z,| = |G| oldugundan f drtendir. Sonug olarak
G =27, dir.

G = {(a) sonsuz devirli grubu verilsin. Benzer gekilde her a™ € G igin p(a™) =n

ile tanimli ¢ : G — Z déniislimiinii alalim. a*, e’ € G icin
dd=d e=ad T =e<=i—j=0=i=j
oldugundan ¢ bire-bir fonksiyondur. ¢, tanimindan dolay1 6rtendir. ¢ homomorfiz-

madir, gosterelim. x, y € G ise, x = a™ ve y = a™ olacak gekilde n, m € Z vardir.
Buradan

plzy) = p(a"a™)

= p(a™™m)
n-—+m
e(a™) + p(a™)
= o(x)+e(y)

dir. Dolayisiyla ¢ izomorfizma olup G = Z dir. O

Uygulama 2.7.1. (1) 1 < n € Z olsun. Z/nZ grubu, n. mertebeden bir devirli grup
oldugundan Teorem 2.7.3 geredi Z/nZ = Z,, dir. Dolayiswyla (Z, +) abel grubunun
tiim bélim gruplar Z, gruplarina izomorftur.

(2) ebob(n, m) =1 iken Zy, ® Z, grubunun nm mertebeli devirli grup oldugunu
biliyoruz. Buradan Teorem 2.7.3 gerei Ly = L B L, dir. O halde n pozitif tam

sayrsiman asal ¢carpanlarima ayridise n = pi'py*..p,* ise, timevarimla

Ly =2 ZPII D Zpgz D...D Zp;k

izomorfizmast elde edilir.

(3) G grubu H ve K normal alt gruplarinan i¢ direkt ¢carpima olsun. G = H X K
dir, gosterelim. h € H ve k € K keyfi elemanlar olmak tizere H < G ve K I G
oldugundan k~'hk € H ve h™*kh € K olup h~'k~'hk € HN K dir. Hipotez geregi
HN K = {e} oldugundan h=k=hk = e elde edilir ve buradan hk = kh bulunur.
Her (h, k) € H x K i¢in ¥(h, k) = hk ile taniml
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v Hx K —G

fonksiyonunu alalvm. (hy, k1), (he, ko) € H x K ise, her h € H ve her k € K ig¢in
hk = kh oldugundan

Y((h1, k1)(he, k2)) = P(hiha, kiks) = (hihz)(kiks)
—  (huhe)(kiks) = Ry (hok: ks
= ha(kiho)ka = (h1k1)(hokz)
= Y(h1, k1)Y(he, k2)

olup ¥ homomorfizmadur. Y(h1, k1) = ¢¥(ha, ka) ise, hiki = hoks olup yazilisin tek
tirli olmasindan dolayr hy = ho ve k1 = ko dir ve boylece ¢ bire-birdir. a € G =
HK Ekeyfi elemans i¢in a = hk olacak sekilde h € H ve k € K vardir ve buradan
Y(h, k) = hk = a olup ¢ értendir. Sonug olarak ¢ : H x K — G izomorfizmast
elde edilir.

Elde edilen izomorfizma herhangi bir indis kiimesi i¢in genellenebilir. G grubu
{H,}ier ailesinin i¢ direkt ¢arpuma olsun. (a;)icr € [1;z; Hi keyfi bir eleman olmak
tzere Iy = {i € I'|a; # e; } C I alalvm. [];¢; H; grubunun tammindan Iy kimesi
sonludur. O halde n € N olmak iizere Iy = {i1,ia,...,in} olsun. 1 < j < n olmak

tizere a = a;, a;,...0;, € G = (U H;,) verilsin. Tek tirli yazhstan dolay: a

i;€el
iyi tanmamludir. Bu takdirde her (aijiej € [Tic; Hi igin ((as)ier) = i, aiy...a4, ile
tamemly Y : [[ie; Hi — G déniisimi izomorfizma olup G = [[i., H; elde edilir.

O halde G grubunun her i¢ direkt ¢arpimina bir zayif direkt ¢arpim karsilik gelir
ve bunlar izomorftur. Tersine, bir G grubu bir takim gruplarin zayf direkt ¢arpima
ise, birtakim normal alt gruplarnin i¢ direkt ¢carpima olarak yazilabilir. Dolayiswyla
dis zaf direkt carpwm ile i¢ direkt ¢carpim izomorftur. Bundan dolayr G grubunun
i¢ direkt ¢arpumi {H; 4 G}icr olmak tzere G = [[;z; H; ile gisterilir. G abel grubu
ise, G = @, H; ile gosterilir. Bu ¢alismada dis zayf direkt ¢arpum ve i¢ direkt
carpim kavramlar: yerine sadece direkt ¢arpim kavrams kullanilacaktor.

(4) G burulmaly abel grubu olsun. G = P,cp Tp(G) dir, gisterelim. G abel
grubu oldugundan her p € P i¢in T,(G) Sylow p-alt gruptur. ¢ # p farkl olmak

dzere a € Tp(G)(WU,z, T4(G)) olsun. Bu takdirde ¢; # p (i = 1,2, ...,n) ve

q#p ~4
mimkin a, € Ty, (G) igin a = aq,.Qgy-....0q, seklinde yazlabilir. aq, € Ty, (G)
oldugundan |a,,| = ¢ olacak sekilde k; > 0 vardwr. Buradan P A
olup |a| | ¢} ¢5?...¢" dir. Diger taraftan a € T,(G) oldugundan |a| = p* olacak

sekilde k > 0 vardwr ve boylece p* | q’flqé”...qfl" yazilir. Asal saylarin se¢imi geregi

k=k; =0 olup a = e elde edilir.
gimdi a € G ise a € (U,ep Tp(G)) dir, gosterelim. |a| = phiphz pkn oldu-
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gunu kabul edelim. n izerine timevarim uygulayalim. n = 1 ise, a € T), (G) C
(Upep Tp(@)) dir. 1 <m < mn igin iddia dogru olsun. v = p]flpgz...pin_’f ve y = pkn
olmak iizere ebob(x, y) = 1 oldujundan zu + yv = 1 olacak sekilde u, v € Z vardr.

Buradan a = a'

= a®utYY = %Y esitliginde a¥** = e ve a®Y = e oldugundan
timevarim hipotezi geregi a™*, a¥® € J,cp Tp(G)) olup a = a®™a¥® € (J,cp Tp(G))
dir. O halde G = @, cp Tp(G) oldugu gorilir.

G = Q/Z abel grubunun Sylow p-alt gruplar T,(G) = Zy~ oldugundan
Q/Z = @pGP Zpoc

bulunur.

(5) m,n € Z* (m < n) vep € P olsun. Zyn[p] = Zy, ve p" Lypn = Lpn—m dir,
gasterelim.

p1 e Lpn igin p.pn—L = p(pn=1) = p7 = 0 olup (p"~1) p mertebeli devirli
gruptur ve bundan dolayr (pn=1) = 7, dir. Her G abel grubu i¢in G[n] = {a €
G | na =0} < G oldugundan Zpn[p] = {@ € Zyn | pa = 0} < Zyn dir. Dolayiswyla
P € Zyn[p] olup (p=1) C Zynlp] dir. T € Zpn[p] keyfi bir eleman olsun. Bu
takdirde pu = 0(p™) olup p™ | pu bulunur. Béylece p"~' | u oldugundan @ € (p—1)
dir. Diger taraftan Zyn[p] C (p"=1) oldugundan Zyn[p] = (p"=1) olup Zyn[p] = Z,
elde edilir.

Herhangi bir G abel grubu i¢in nG = {na | a € G} < G oldugundan

P Ly ={p™a | @€ Lpn} < Zpn

dir.a =1 € Zpn igin p™1 = p™ € p"Zyn olup (p™) < p™Zyn dir. Devirli gruplarin
alt gruplary da devirli oldugundan p™Zy» devirli gruptur. Diger taraftan Zp~ abel

grubunun alt gruplar:

=0 < 1) < P2 <.. < P2 < B < Q) =Zpn

seklindedir. Bundan dolay. p™—1 ¢ P Lpn gdsterilirse p™ Lpn = (p™) esitlifi yazila-
bilir. pm—1 € " Zpn oldugunu kabul edelim. Bu takdirde p™—1 = p"u olacak sekilde
U € Zyn vardsr. Buradan p" | p™ ! —p™u olup bir v € ZT igin p"v = p™ (1 —pu)
esitliginden 1 = vp" =™ + pa dir ve béylece p | 1 ¢eliskisi elde edilir. O halde
pm1¢ P Lpyn dir ve buradan p"Zpn = (™) esitligi elde edilir. (p™) devirli gru-

n—m

bunun mertebesi p oldugundan p™Zpn = Zyn—m dir.C]

Ornek 2.7.5. (1) (Z, +) grubunun alt gruplarwyla (Zs, +) grubunun alt gruplare
arasindaki bire-bir eglemeyi bulalim. Z /87 = Zs oldugundan alt gruplar arasinda
bire-bir egleme mevcuttur. Z nin alt gruplaryla Z/87 nin alt gruplars arasinda

eslemeyi bildigimizden
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Z<— 7/8Z < Zs
27 +— 27./8Z +— {0, 2, 4, 6}
A7 +— AZJ8Z +— {0,4}
87 «— 87Z./87 «+— {0}
eslemelert yazilabilir.

(2) Zy devirli grubu ile Ky = Zo @ Zo (devirli olmayan) grubu izomorf degildir.
G mertebesi 4 olan keyfi bir grup olsun. G devirli ise, G = Z4 tiir. G grubunun
devirli olmadiginy kabul edelim. Bu durumda G = {e, a, b, c} ise, a> =b?> =c? =¢
oldugunu biliyoruz. O halde e +— (0, 0), a +— (0, 1), b +— (1, 0) ve c +— (1, 1)
eslemesi yardimiyla G =2 Ky oldugu gérilir. Dolayisiyla 4. mertebeden gruplar ya
Zy devirli grubuna ya da Ky = Zo @© Zs grubuna izomorftur.

(3) Mertebesi 6 olan gruplari simflandiralim. |G| = 6 olsun. G grubunun mer-
tebesi ¢ift tam sayr oldugundan a® = e olacak sekilde bir e # a € G vardwr. Her
x € G igin 2% = e olsa, G abel grubu olup c, d € G igin

(e, d)y ={c*"d"|0<u<2ve0<wv<2}={e,cd cd} <G

dir. Lagrange teoremi geregi |(c, d)| | |G| ve |{c, d)| = 4 oldugundan 4 | 6 ¢eligkisi
elde edilir. Dolayisiyla G grubunda mertebesi 2 olmayan birimden farklh b € G
vardwr. Bu durumda Lagrange teoreminden |b] = 3 veya |b| = 6 olmalidir. |b| = 6
ise, G = (b) olup G = Zg dur.

|b| = 3 oldugunu kabul edelim. H = (b) olsun. Bu takdirde, |G : H|] = 2 olup
a®? = e olacak sekildeki e # a € G i¢in G = HUaH = {e, a, b, b%, ab, ab®} dir.
Ayrica |G : H] = 2 oldugundan H < G olup a~'ba = aba € H = {e, b, b*} dir.

1

Irdeleme yapalim. aba = e ise, a = a~' oldugundan ba = a olup sadelestirme

ozelligi geregi b = e celiskisi elde edilir. O halde aba = b veya aba = b* olmalidur.
aba = b olsun. a = a~ ' esitligi kullanslirsa ab = ba dir. Bu durumda (ab)? =
(ab)(ab) = (ba)(ab) = ba%b = beb = b2 ve (ab)® = ab® = a olup Lagrange teoremi
geregi |ab| = 6 dar ve boylece G = (ab) devirli gruptur. O halde aba = b iken G = Zg
bulunur.

Son olarak aba = b durumunu inceleyelim. a = a~' oldugundan aba = b?
esitliginin her iki tarafi a ile carpilirsa ba = ab?® elde edilir. a, b € G oldugundan
{a,b) < G = {e, a, b, b?, ab, ab®>} < (a, b) olup G = (a, b) degismeli olmayan

gruptur (ab # ab® = ba). a®> = e, b> = e ve ba = ab? saglandigindan
G = (a,bla® =e¢, b> = e ve ba = ab?)

ile gésterilir. Diger taraftan Ss = {es, (12), (13), (23), (123), (132)} = ((12), (123))
oldugunu biliyoruz. Burada (12)% = e3, (123)% = e3 ve (123)(12) = (12)(123)? =
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(13) tiir. 0 < i < 1ve0 < j < 3 olmak dizere her a't’ € G i¢in f(a'b?) = (12)%(123)7
ile tamamh f : G — S3 dontgimi izomorfizmadir ve bundan dolayr G = S3 izo-

morfizmast yazhr. Cojgu zaman bu izomorfizma gereji
S3 ={(a, bla® = e, b3 = e ve ba = ab?)

ile gdsterilir.

(4) Mertebesi 8 ve 8 den biiyiik olan abel gruplari, ayrr bolim olarak ¢ahgacagi-
muz abel gruplar boliminde simiflandiracagiz. Simdi mertebesi 8 ve degismeli olma-
yan gruplary ssmiflandiralim. |G| = 8 olacak sekilde degismeli olmayan G grubunu
alalim. G degismeli olmadigindan devirli degildir ve mertebesi ¢ift tam sayr oldugun-
dan a® = e olacak sekilde a € G vardwr. G grubunun her elemaninan tersi kendisine
esit olsa, G nin abel grubu olmasi gerekirdi. Dolayisiyla G grubunda mertebesi 2
den farkl olan en az bir e # b € G wvardir. Lagrange teoremi geregi |b| | 8 olup
devirli olmadigindan |b| = 4 olmahdir. H = (b) = {e, b, b?, b*} olsun. [G : H] =2
oldugundan H < G olup a®> = e olacak sekildeki a € G elemans igin

G =HUaH = {e, a, b, b2, b3, ab, ab?, ab®}

seklindedir. Diger taraftan H < G oldugundan a=*ba € H = {e, b, b*, b*} olup
buradan a~'ba = e veya a”'ba = b veya a”'ba = b? veya a”'ba = b3 olmalidur.
a"lba = e olsa, ba = a olup sadelestirme ézelliginden b = e celiskisi elde edilir.
a~tba = b olsa, ba = ab olup G = {e, a, b, b2, b3, ab, ab?, ab®} oldugundan G
abel olmalidur. Bu ise, hipotez ile celisir. a~'ba = b2 olsa, b = ab’a™' olup V* =
(ab?a=1)(ab?a™t) = ab*a™! = e celiskisi elde edilir (|b| = 4). O halde a='ba = b3
gerceklenir. |G/H| = 2 oldugundan |aH| = 2 olup a®> € H = {e, b, b?, b*} bulunur.

a®> = e oldugunu kabul edelim. aH = Ha oldujundan ab € aH = Ha igin
ab = za olacak sekilde x € H vardwr. x # e oldugu agiktir. x = a olsa, G = (a, b)
abel grubu olmak zorundader. Bu ise, hipotez ile celisir. x = b? olsa, ab = b%a
olup esitligin her iki tarafi b ile sagdan carpilir ve ab = b%a esitligi kullaniirsa
ab? = b?ab = ab® = b*b%a = b*a = a dur ve buradan ab® = a celiskisi elde edilir. O

halde ab = b2a esitligi gecerlidir. Biylece
{a, by < G = {e, a, b, b2, b3, ab, ab?, ab®} < (a, b)
olup a® = e, b* = e ve ab = b%a oldujundan
G = (a, bla® = e, b* = e ve ba = ab?)
ile gosterilir. Diger taraftan D4y Dihedral grubunda

(12)2 = e, (1234)* = e ve (12)(1234) = (1234)3(12)
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oldugundan 0 < i < 1 ve 0 < j < 3 olmak fdizere her a'b’ € G igin f(a't’) =
(12)1(123)7 ile tamaml f : G — Dy déniisiimii izomorfizmadir ve bundan dolay

G = Dy izomorfizmast yazilir. Cogu zaman bu izomorfizma geregi
Dy = {a, b|a® =e, b* = e ve ab = b3a)

tle gasterilir.
a? = b veya a® = b3 olsa, G = {e, a, b, b*, b3, ab, ab?, ab®} = (a) devirli grubu

elde edilir. Bu ise, hipotez ile celisir. O halde a® = b? bagintisi gecerlidir ve
G = {a, b|a® = b2, b* = e ve ba = ab?)

dir (bu kogullar: saglayan grubun mevcut oldugu serbest gruplarin bir sonucu olarak
kantlanabilir). Biz simdi a ve b elemanlar: tarafindan iretilmis, a® = b%, b* = e ve
ab = b3a bagntilarim saglayan grup érnegi verelim (dolayswyla varhgi kanitlanir)
ve izomorfizma farkwla simiflandiralim.

Qr = {(ai);l:l | 1 < i < 4wea; € R} reel quaterniyonlarin kiimesi iizerinde

carpma islemini

(a:)iz1(bj)j=1 = (a1by — agby — asbs — asba, arby + agby + azby — asbs,

a1bs + azby + asbs — asby, a1by + azbs — asby — asby)

olarak tanimlayalim. (Qgr, ) cebirsel yapisi, birim elemant 1 := (1, 0, 0, 0) olan
monoid yapisina sahiptir.
Sifirdan farklh a = (a1, az, as, as) € Qr elemam icin N = a3 + a3 + a3 +aj # 0

olup a! = (%, F*, =&, =) € Qr dir ve buradan aa™! = a7 la = 1 oldugu
gorilir. Boylece 0 := (0, 0, 0, 0) olmak dizere (Qr\{0}, .) cebirsel yapisi degismeli
olmayan grup yapisina sahiptir. Simdi ¢ :== (0, 1,0, 0), 5 := (0,0, 1, 0) ve k :=
(0, 0, 0, 1) elemanlarina alalvm. Tammlanan carpma islemine gire i2 = j2 = k? =
—1, (1) (=1) = 1,ij = k, ji = —k, jk =i, kj = —i, ki = j ve ik = —j
olup {F1, Fi, Fj, Fk} kiimesi ¢arpma islemi altinda kapalidir. Dolaysiyla Sonug
2.1.3 geregi {F1, Fi, Fj, Fk} carpma igslemine gdre grup yapisina sahiptir. Bu
grup Qs = {F1, Fi, Fj, Fk} ile gosterilir ve quaterniyon grup adi verilir. Qg
quaterniyon grubunun mertebesi 8 dir ve degismeli degildir (ij = k # —k = ji).
it=4t =k =1, 2 = k% ve ik = ki® = —j olup

(1, ) ={i"k" | 0<u<3ve0<v<1}=Qs
dir. O halde b <— @ ve a <— k eslemesi yardimiyla

G = {a, b|a® = b2, b* = e ve ba = ab®) = Qg
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izomorfizmast elde edilir. Bu izomorfizmadan dolay: genellikle

Qs = (a, b|a® = b%, b* = e ve ba = ab?)

0 i
ile gosterilebilir (bagka bir rnek olarak i € C olmak iizere a = ( ) (Z) ) ve b=
i
0
-1
Z(Qg) = {1,4*} = (i?), H;y = (i), Hy = (j) ve Hz = (k) oldugu goriilebilir.

Dolaysiyla alt gruplarin

icin G = (a, b) grubu diginilebilir). Qs grubunun 6z alt gruplarmin

{1} —— (%)

diyagram elde edilir. Boylece Z(Qs) < Qs ve [Qs : H1] = [Qs : Ha] = [Qs : Hs] =2
olup Qg dejismeli olmayan grubunun her alt grubu normaldir. Izomorf gruplarin
alt gruplary arasinda bire-bir esleme mevcut oldugundan D4 Dihedral grubunun alt
gruplary diginildiginde Dy ve Qs gruplart izomorf degildir. Sonu¢ olarak merte-
besi 8 olan degismeli olmayan gruplar D4y grubuna veya Qg grubuna izomorftur.
Ayrica Qs/Z(Qg) boliim grubu i¢in Lagrange teoremi geregi
Qs/Z(Qs) = [Qs : Z(Qs)] = f5k = 5 =4

tir ve boylece Qs/Z(Qg) béliim grubu, mertebesi 4 olan devirli olmayan abel gru-
budur (G/Z(G) devirli iken G abel grubudur). 4. mertebeden abel gruplar ya Zq4
grubuna ya da Ky = Zo ® Zo grubuna izomorf oldugundan Qs/Z(Qs) = K, elde
edilir.

(5) Dy/Z(Dy) = {Z(D,), aZ(Dy), bZ(D4), abZ(D4)} grubunu karakterize ede-
lim. Z(Dy) = {e, a®} oldugunu biliyoruz. Dolayiswla (aZ(Dy4))? = Z(Dy4) diir.
Ayrica b* = e oldugundan (bZ(D4))? = Z(Dy4) olup |bZ(Dy)| = 2 dir. Benzer
sekilde |abZ(Dy)| = 2 oldugu gorilir. O halde Dy/Z(Dy) grubunda mertebesi 4

olan eleman mevcut olmadigindan Dy/Z(Dy) devirli olamaz. Mertebesi 4 ve devirli

olmayan gruplar Ky grubuna izomorf oldugundan D4/Z(Dy4) = K4 izomorfizmass
elde edilir.

(6) Her a € R igin f(a) = e* ile tammh f : (R,+) — (RT,.) fonksiyonunu
alalvm. f izomorfizma yapisina sahiptir ve bundan dolay (R,+) = (R*,.) dir.
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(7) (Z,4) ve (Q,+) gruplarimi alalvm. Z devirli grup oldugu halde Q devirli
grup olmadigindan Z ile Q izomorf degildir.

(8) (Q,+) ve (Q*,-) gruplarins alalim. Q nun sifirdan farkl bitin elemanlari-
mn mertebesi sonsuz oldugu halde Q wn birimden farkls —1 elemaninin mertebesi
sonludur. Béylece Q ile Q" gruplarinin izomorf olmadiklary gorilir.

(9) G grup olsun. n € Z* ve her a € G igin f(a) = a™ ile tammh f : G — G
déniisiimii izomorfizma ise, her a € G i¢in a™~* € Z(G) dir, gosterelim. a,b € G
olsun. Bu takdirde f(a='ba) = (a='ba)™ = a=b"a dir. Béylece

a~"b"a™ = f(a™)f(b)f(a)
= f(a”'ba)

= a 'ba

dir. Sonugta a= " Vp"a" "t = b" veya (a~ Va1 = b" olmahdur. Dolayiswyla
fla= ™= Dba"=1) = £(b) ve f bire-bir oldugundan a="~Vba"" = b iken a" b =
ba" "1 olup a"~t € Z(G) dir.

(10) G grup olsun. Her a € G i¢in f(a) = a® ile tamumh f : G — G déndigimii
izomorfizma ise G abel grubudur, gosterelim. Ustteki ornek geregi a®> € Z(G) dir.
Bu takdirde a,b € G igin

(ab)3 = (ab)(ab)? = a(ab)?b
aababb = a?bab? = ba’b%a = b3a®

= [(0)f(a) = f(ba)

f(ab)

ve f bire-bir oldugundan ab = ba dur.
(11) (Zao, +) abel grubu alt gruplariman direkt toplame olarak yazilabilir, gdste-
relim.

Her n = pi'py?..p,F igin
Loy, = Zp? ) Zpgz b...Pe szk

oldugundan 20 = 225 olmak tzere Zoy = Zy & Zs dir. Diger taraftan Zoo abel

Zyo = (4) @ (5)
direkt toplamu elde edilir.(]

Verilen bir G grubunun tiim homomorfik goriintiilerini G grubunun boliim grup-

lariyla karakterize eden homomorfizma teoremini kanitlayalim.
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Teorem 2.7.4. (Homomorfizma Teoremi) f : G — G epimorfizma olsun.
H <G ve H Ceek(f) olmak dizere ¢ : G — G/H dogal homomorfizmas: verilsin.
Bu takdirde f = h¢ olacak sekilde bir tek h : G/H — G1 epimorfizmas: var-
dir. Ayrica h homomorfizmasinin monomorfizma olmas: i¢in gerek ve yeter kogsul
H =¢ek(f) olmasidar.

Kanat.
a—r ~a
7
/s
d) 7
//h
7/
G/H

Her aH € G/H igin h(aH) = f(a) ile tammh h : G/H — G; doniigiimiini alalim.

aH,bH € G/H olsun. aH = bH ise, b='a € H Cgek(f) olup f(b~'a) = e; bulunur.
Boylece f(a) = f(b) dir. Buradan h(aH) = h(bH) olup h iyi tammhdir. a € G
verilsin. Bu takdirde (h¢)(a) = h(é(a)) = h(aH) = f(a) oldugundan h¢ = f
dir. f orten oldugundan h oOrten olmalidir. h((aH)(bH)) = h(abH) = f(ab) =
f(a)f(b) = h(aH)h(bH) oldugundan h homomorfizmadir. f = h'¢ olacak sekilde
h :G/H — Gy homomorfizmasimn mevcut oldugunu kabul edelim. Bu takdirde,
her aH € G/H icin h(aH) = ho(a) = f(a) = (h' ¢)(a) = b (#(a)) = h' (aH) olup
h = h' bulunur. Sonug olarak h tek olarak belirlidir.

(=) h bire-bir olsun. a € ¢ek(f) ise, h(aH) = f(a) = e; = f(e) = h(eH) dir
ve h monomorfizma oldugundan aH = eH dir. Boylece a € H olup ¢ek(f) C H
kapsamasindan H =c¢ek(f) esitligi bulunur.

(<) H =¢ek(f) olsun. aH,bH € G/H igin h(aH) = h(bH) ise, f(a) = f(b)
olup b='a € cek(f) = H dir ve buradan aH = bH bulunur. Dolayisiyla H

monomorfizmadir.[]

Teorem 2.7.5. (Birinci Izomorfizma Teoremi) f : G — G homomorfizma
olsun. Bu takdirde G/¢ek(f) = f(G) dir.

Kamt. f: G — f(G) igin homomorfizma teoreminde H = ¢ek(f) alinirsa istenilen
elde edilir.[]
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Ornek 2.7.6. (1) (Z, +) abel grubunun homomorfik gérimtilerini bulalim. f :
7 — G epimorfizma olsun. ¢cek(f) < Z olup ¢ek(f) = nZ olacak gekilde n € Z

vardwr. Birinci izomorfizma teoremi gereji G = Z/n7 = 7, elde edilir.

(2) S5 simetrik grubunun homomorfik gérintilerini bulalim. f : S3 — G epi-
morfizma olsun. ¢ek(f) < Ss ve S3 grubunun normal alt gruplar {es}, Az, S3 ol-
dugundan ¢ek(f) bu normal alt gruplardan birine egit olmaldir. Buradan siraswyla
G = S3/{es} =2 S5, G = S5/A3 = Zs ve G =2 S5/S3 = {0} agikar grubu olup
S3 simetrik grubunun homomorfik gorintileri Ss, Za, {0} gruplarindan birine izo-

morftur.

(3) Her n € Z i¢in f(n) = m ile tammh f : Z — Zg donigimi bir epi-
morfizmadir. ¢ : Z — Z/(6) dogal homomorfizma olsun. (6) IZ ve (6) =c¢ek(f)
dir. Boylece f = h¢ olacak sekilde h(n + (6)) = @ ile tanamly h : Z/(6) — Z¢

epimorfizmast vardir. Buna gére asagidaki diagramlar elde edilir.

Z—1 7
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3+ (6)
f —
4— 7
/1
¢ /2
Ve
Ve
4+ (6)
f —
5—— 5
/1
¢ ,2
Ve
s
5+ (6)

(4) f1 : Giu — A; ve fo : Go — Ay homomorfizmalar olsun. Her (x,y) €
G1 x Gy igin f(z, y) = (fr(z), fo(y)) ile tanamls f = f1 X fa: G1 x Gy — A1 X As
déniigimi homomorfizmadir, gosterelim. fi1 ve fo fonksiyon oldugundan f nin iyi

tanaml oldugu agiktir. (z1, y1), (X2, y2) € G1 X Ga keyfi elemanlary i¢in

f((@1, )22, y2)) = flziz2, Y1ye)
(f1(2122), fa(y192))

olup f1 ve fo nin homomorfizma oldugu son egitlikte kullanilirsa

(fi(ziz), f2(yry2)) = (fr(@r)fi(za), f2(y1)faly2))
(fi(z1), f2(y1))(f1(72), f2(y2))
= f(x1, y1)f(z2, y2)

oldugundan f homomorfizmadir. f(G1 x G2) = f1(G1) x f2(G2) oldugu agiktar.

Dolayswyla f1 ve fo epimorfizmalar ise, f epimorfizmadir. Ayrica

cek(f) =cek(f1)x cek(f2) I G1 X G

dir. Sonug olarak homomorfizma teoremi geregi

(G1 x G2)/(gek(f1)x gek(f2)) = f(G1 x Ga)

oldugu gorilir.
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Simdi f1 ve fo homomorfizmalar: icin yaptigimize herhangi bir I indis kimesi
icin genelleyebiliriz. {f; : G; — A;}ic1 homomorfizmalarin bir ailesi olsun. Bu
takdirde, her (a;)icr € [[;c; Gi igin f((ai)ier) = (fi(as))icr ile tanaml

f=111i:Tlier Gi — Iier A

donigtimi homomorfizmadir. Ayrica

f(HiGI Gi) = Hiel fi(Gi) ve cek(f) = Hie[gek(fi)
dir. Ozellikle, f(I[;c; Gi) < Iljc; Ai dir.

(5) Mertebesi 15 olan gruplar: karakterize edelim. |G| = 15 olsun. Bu takdirde, G
grubunun Sylow 3-alt grubu ve Sylow 5-alt grubu vardir. Bunlarn sayilar:y sirasu ile
ng ve ns olmak tizere k, m € Z i¢in ng = 1+ 3k | 15 ve ns = 1+5m | 15 olmalidir.
Dolayisiyla ns = ns = 1 olup Sylow alt gruplar tek tirli olarak belirlidir ve bundan
dolayr normal alt gruplardir. Sylow 3-alt grup H ve Sylow 5-alt grup K ise, H G
ve K<G oldugundan G = Hx K dur. Diger taraftan |H| = 3 ve |K| = 5 oldugundan
H > 73 ve K 2 Zs olup (4) geregi G = H X K 2 73 ® Zs = 715 elde edilir. Sonug
olarak mertebesi 15 olan tim gruplar (Z15, +) abel grubuna izomorftur.

(6) Hy <Gy ve Hy I G4 olsun. mp : Gy — G1/Hy ve mo : Go — G2/ Hs dogal

homomorfizmalar olmak izere
m=m X 7e: Gy X Go — G1/Hy x G/ Ho
déniigimi, 4. drnek geregi epimorfizmadir ve
cek(m) =¢ek(m) X gek(ma) = Hy X Hy
oldugundan homomorfizma teroremi geregi
(G1 x Gs)/(Hy x Hy) 2 G1/Hy x Go/Hy

izomorfizmast elde edilir.
Herhangi bir I indis kiimesi i¢in genelleme yapihirsa {H; < G, }icr ve heri € I

icin m; : Gy — G;/H; dogal homomorfizmalar olmak tizere

7= [Liermi: [lic; Gi — [Lie;(Gi/Hi)

doniisiima epimorfizmadir ve ¢ek(m) = [[,c ¢ek(mi) = [Lie; Hi <[ Lic; Gi olup

[Licr Gi/ ier Hi = [1icr(Gi/H;)

izomorfizmast yazilabilir. Benzer sekilde

H:'Uef Gi/ H;ﬂel H; = Hzﬂe](GZ/Hz)
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oldugu gorilebilir.

(7) S bir G-kiime ve a € G olsun. Sg, S kiimesi tzerindeki tim permiitas-
yonlarin grubu olmak tzere bir ¢ : G — Sg homomorfizmasi vardir, gdstere-
lim. Her x € S igin Ty(z) = a.x ile tammh T, : S — S déondigimi bire-bir
ve orten fonksiyondur. Her a € G i¢in p(a) = T, ile tamamh ¢ : G — Sg
donigtimi verilsin. © € S keyfi olmak tizere a1 = ao itken a1.x = ag.x olup
plar) = Ty, (x) = To,(x) = w(az) esitligi elde edilir. Dolayiswyla ¢ iyi tanimii-
dir. Her x € S i¢in Ty, 0, (2) = (a102).2 = a1.(a2.2) = To, (Tu, (2)) = (Ty, 0Tw,)(x)
oldugundan p(araz) = @(a1) o p(az) esitligi saglanwr. Dolayisiyla ¢ : G — Sg
homomorfizmadur (S kimesi G grubunun kendisi alimirsa ¢ : G — S mono-
morfizmadir ve homomorfizma teoremi gereji G = o(G) < S¢ izomorfizmas: elde
edilir. Bu durumu Cayley teoremi adi altinda ileride verecegiz).

(8) G grup ve H < G olsun. S = {aH |a € G} olmak iizere ¢ : G — Sg
homomorfizmast vardir ve ¢ek(p) C H dir.

(g,aH) — g.aH = (ga)H fonksiyonu yardimiyla S nin bir G-kiime oldugu
goriiliir. Ustteki drnek geregi aH € S olmak dizere Ty(aH) = g(aH) = (ga)H ile
tanamb Ty : S — S déondsimi yardimayla kurulan ve her aH € S igin o(g) = T,
ile tamiml ¢ : G — Sg fonksiyonu homomorfizmadir. g € ¢ek(e) keyfi olsun.
Bu takdirde Is, : S — S birim permiitasyonu olmak izere o(g) = T, = Igg
esitligi saglaner. Her aH € S i¢in Tg(aH) = aH oldugundan g.(aH) = gaH = aH
dir. Buradan (gaH)(a *H) = (aH)(a ' H) esitligi yardimiyla gH = H bulunur.
Dolayswyla g € H olup ¢ek(p) C H kapsamast elde edilir.

(9) G sonlu grup ve H < G olsun. |G : H| = n olmak iizere |G| 1 n! oldugunu
kabul edelim. Bu takdirde G agikar olmayan normal alt grup igerir, gosterelim.

S = {aH|a € G} olmak iizere (8) geregi ¢ : G — Ss homomorfizmast
vardir ve ¢ek(p) C H dir. Buradan homomorfizma teoremi uygulanirsa G/ ¢ek(p) =
»(GQ) < Sg dir. [G: H| = n oldugundan |Ss| = n! dir. Bu takdirde |G/¢ek(p)| | n!
olup |G| = |¢ek()||G/cek(p)| ve |G| 1 n! oldugundan |¢cek(p)| # 1 olup istenen elde
edilir.

Buradan yola ¢ikarak mertebesi 12 = 22.3 olan G grubunun basit olmadigine
kanatlayalim. Sylow teoremi geregi |H| = 22 olacak sekilde H < G vardir. Lagrange
teoreminden |G : H) = 3 olup 12 t 3! oldugundan H < G dir.

Benzer sekilde mertebesi 24 = 23.3, 36 = 4.32, 45 = 5.32 veya 48 = 2%.3 olan G
grubu da basit degildir.

(10) G sonlu grup olsun. G nin mertebesini bolen en kiigik asal sayr p olmak
tiizere H < G i¢in [G : H] = p oldugunu kabul edelim. Bu takdirde H < G dir,

gasterelim.
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S ={aH|a € G} ise, |S| = p olup |Ss| = p! dir. (8) geregi, S bir G-kiime
oldugundan her g € G igin ©(g) = Ty ile tanimh ¢ : G — Sg doniigimi homo-
morfizmadir ve ¢ek(p) C H dir. Buradan |G/¢ek(p)| | p! olup |G/¢ek(p)| =n ise,
n | p! elde edilir. n =[G :¢ek(v)] = |G : H|[H :¢ek(p)] > p dir. n = p1p2 - pi
olsun. Her 1 < i < k i¢in p; | |G| oldugundan ve p asal sayisinan se¢iminden p; > p
dir. n | p! ve p; | n oldugundan p; | p! bulunur. Béylece i =1 ve p; = p olup n =p
elde edilir. Sonug olarak H =¢ek(yp) <G dir.

(11) Mertebesi 21 olan G grubu basit degildir, gdsterelim. 21 = 3.7 oldugundan
G grubunun Sylow 7-alt gruplart vardir. H, Sylow T-alt grup olsun. Bu takdirde
[G : H] =3 olup bir dnceki ornek geregi H I G olup istenilen elde edilir.

Simdi (10) u kullanarak mertebesi 21 olan gruplar i¢in yaptigimizi genelleyelim.
G grup olsun. G p-grup ise, | Z(G)| > 1 olup Z(G)<G dir. ¢ > p kosulunu saglayan
D, ¢ € P i¢in |G| = pq™ olsun (n > 0). Sylow teoremleri geregi |H| = q"™ olacak
sekilde H < G wardwr ve buradan Lagrange teoremi uygulanirsa [G : H] = p elde
edilir. Bu takdirde (10) geregi H QG bulunur. Dolayiswyla q > p kogulunu saglayan
D, q € P olmak tizere |G| = pg™ olan G grubu basit olamaz.

(12) pe P, p > n ve |G| = pn olsun. G grubu basit degildir, gosterelim. p | |G|
oldugundan Cauchy teoremi geregi |H| = p olacak sekilde H < G wvardwr. S =
{aH|a € G} olsun. S bir G-kiimedir ve |S| = n dir. |Ss| = n! ve (8) gereji
her g € G igin w(g) = T, ile tamml ¢ : G — Ss dondsimi homomorfizma
olup ¢ek(p) C H dir. m = |G/¢ek(p)| olsun. G/¢ek(p) = o(G) < Ss m = |G :
H|[H :¢ek(v)] = n[H :¢ek(p)] | n! seklindedir. |H| = p oldugundan H =¢ek(p) veya
cek(p) = {e} olmaldir. ¢ek(p) = {e} ise, pn | n! olup p | (n — 1)! bulunur. Bu ise,
p > n segimi ile ¢eligir. O halde H =¢ek(p) dir. Dolaysiyla H < G dir.

(13) Mertebesin olan G grubunu alalim. (12) gerejin =20 =5.4,n =28 = 7.4,
n=33=113,n=35=75,n=39 =133, n =42 = 7.6, n = 44 = 114,
n=>51=173,n =52 =134, n = 55 = 11.5 veya n = 57 = 19.3 ise, G basit
degildir.

(14) Bir onceki boliimiin son ornekleri ve buradaki ¢ézmiis oldugumuz orneklerin
sonucu olarak mertebesi 1 < n < 60 ve asal olmayan gruplarin basit olmadigini gés-
termis bulunmaktayiz. Diger taraftan As alterne grubunun basit oldugunu biliyoruz.
Simdi mertebesi 60 olan tim basit gruplarin temsilcisinin As oldugunu kamitlayalim
(yani mertebesi 60 olan tiim basit gruplar As grubuna izomorftur).

Oncelikle mertebesi 60 olan basit G grubunun 12. mertebeden alt grubunun mev-
cut oldugunu gdsterelim. G grubunun 12. mertebeden alt gruba sahip olmadigin ka-
bul edelim. |G| = 5.3.22 olmak iizere ns Sylow 5-alt gruplarimin sayst ve ny Sylow

2-alt gruplarimn sayst olsun. ns = 1 veya 6 dur. ns =1 olsa, G grubu basit olmaz.
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O halde ns = 6 olmalidir. Bu takdirde G grubu, 6 tane Sylow 5-alt grubuna sahiptir.
Bu alt gruplar Ay, As, ..., Ag olsun. 1 < i <6 igin |A;] =5 ve her e # a € A; igin
la| =5, 1 # j i¢in A; N A; = {e} dir. Sonug olarak G grubu, 24 tane 5. mertebeden
eleman icerir. Diger taraftan no = 1+ 2k = 1,3,5 veya 15 dir. no = 15 oldugunu
kabul edelim. 1 < ¢ < 15 i¢in B; ler Sylow 2-alt gruplar olsun. 1 < ¢+ j < 15
olmak iizere B; N B; = {e} ise, Uzli1 B; kiimesi 46 tane mertebesi 5 olmayan ele-
man igerir. |G| = 60 > 24 + 46 = 70 celiskisi elde edilir. O halde bir i,j ¢ifti
i¢in |B; N Bj| = 2 dir. B; N B; alt grubunun B; ve B; gruplarinda indeksi 2 oldu-
gundan normaldir. Buradan B;, Bj C Ng(B; N B;) olup B;B; C N¢(B; N Bj)
dir. Sonu¢ olarak |Ng(B; N Bj)| > |B;B;| = ‘lgllrl]gj\ = % = 8 dir. Bu tak-
dirde |[Ng(B; N Bj)| = 12,20,30 veya 60 olmalidir. Sayet |[Ng(B; N Bj)| = 30
olsa, |G : Ng(B; N Bj)] = 2 olup Ng(B; N By) < G c¢eliskisi elde edilir (G basit
grup). O halde |Ng(B; N Bj)| # 30 dur. |Ng(B; N Bj)| = 12 olmast G grubu-
nun 12. mertebeden alt gruba sahip olmamas: ile ¢eligir. |No(B; N B;)| = 20 olsa,
[G : Ng(B; N B;)] = 3 olup 60 13! oldugundan (8) geregi G asikar olmayan nor-
mal alt grup icerir. |Ng(B; N Bj)| = 60 olsa, B; N B;, G grubunda normal alt

grup olur. Bu da G nin basitligi ile ¢eligir. no = 3 veya 5 oldugunu kabul edelim.
B, G grubunun Sylow 2-alt grubu olmak dizere 1 + 2k = ny = [G : Ng(B)] dir.
N¢(B) # B oldugundan |Ng(B)| # 4 tir. 4 | [Ng(B)| ve |[Na(B)| | 60 oldugundan
|Ng(B)| = 12,20 veya 60 olmaldir. Bu durumlar i¢in benzer islemler yapilirsa G
nin basit olmasy ile ilgili ¢eligkiler elde edileceginden kabuliimiz yanhstir. no = 1
olsa G grubu basit olamaz. Dolayiswyla G grubu 12. mertebeden bir alt grup icerir.

Simdi mertebesi 60 olan keyfi bir basit G grubu verilsin. Buradan [G : H] =5
olan 12. mertebeden bir H < G alt grubu vardir. S = {aH | a € G} kiimesi bir G-
kiimedir ve boylece |S| = [G : H] = 5 olup (5) geregi f : G — S5 agikar olmayan
homomorfizmasy vardwr. Ayrica ¢ek(f) C H oldugu agiktir. G basit oldugundan
cek(f) = {e} dir ve bundan dolayr G = f(G) < Sy izomorfizmas: elde edilir.
f(G) = As oldugunu gosterelim (Uygulama 2.3.1 — (4) geregi f(G) = As oldugu
agiktir. Konunun bitinligi a¢isindan kanvting veriyoruz). A5<Ss oldugundan As <

f(G)As < S5 olup

G)||As .
60 = | 45| < |£(G)4s| = G = it < 120

dir. Lagrange teoremi geregi |f(G)As| | 120 oldugundan |f(G) N As| = 30 veya
|f(G)NA5| = 60 olmalidir. | f(G)NAs| = 30 oldugunu kabul edelim. f(G)NAs < As
ve [As : f(G) N A5] = % =88 =2 olup f(G)N A5 < A5 celigkisi elde edilir
(A5 basit grup). O halde |f(G) N As| = 60 olmahdir. f(G) = f(G)As < As ve
60 = |G| = | 45| oldugundan G = Ay izomorfizmas: yazilr.
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(15) |G| = 35 olsun. Sylow teoreminden |H| = 7 olacak sekilde H < G olup
[G : H| = 5 oldugundan (9) gereji H < G dir. Dolayswyla H, tek Sylow T-alt
gruptur. G grubunun Sylow 5-alt gruplarinan sayisi negatif olmayan k € Z igin
ns = 1+ 5k | 35 dir. 35 sayisiman bélenleri 1, 5, 7 ve 35 oldugundan ns = 1 olup
G grubunun bir tek Sylow 5-alt grubu vardwr. Bu alt grup K ise, K I G dir. Bu
durumda G = H x K 2 Z7 © Zs = Zss izomorfizmas: elde edilir. Sonug olarak
mertebesi 35 olan gruplar (Zss, +) abel grubuna izomorftur.

(16) |G| = 143 olsun. 143 = 11.13 olup G grubunun Sylow 11-alt grubu ve Sylow
13-alt grubu vardwr. |H| = 13 ise, [G : H] = 11 olup 11, |G| yi bolen en kiigik asal
oldugundan H QG dir. |K|, G nin Sylow 11-alt grubu olsun. nj; = 1+ 11k | 143
olup n11 = 1 bulunur. Béoylece K < G dir. Buradan G = H X K = 71 ® Z13 =
Z143 bulunur. Dolaysiyla mertebesi 143 olan tim gruplar (Zias, +) abel grubuna
izomorftur.

(17) |G| = 52 olan bir G grubu 4. mertebeden normal alt grup iceriyorsa G nin
abel grubu oldugunu gésterelim. |H| = 4 olacak sekilde H < G olsun. |G| = 13.22
oldugundan G grubunun Sylow 13-alt grubu ve Sylow 2-alt grubu vardwr. G grubunun
Sylow 13-alt gruplarin da biri K olsun. Lagrange teoreminden [G : K| = 4 olup (12)
geregi K <G dir. Bu takdirde HN K = {e} olup K <G oldugundan HK < G dir.
O halde |[HK| = \L{IJFHWI;'\ = 52 oldugundan G = H x K diwr. H ve K asal mertebeli
abel gruplari oldugundan G abel grubudur.

(18) p € P olmak iizere |G| = p? olsun. G grubunun p mertebeli bir tek alt
grubunun mevcut oldugunu kabul edelim. Bu takdirde G = Zy> dir.

H < G olmak iizere |H| = p olsun. a € G\H elemans i¢in K = (a) < G
alt grubunu alalvm. a € G\H oldujundan e # a olup |K| > 1 dir ve buradan
Lagrange teoremi geregi | K| |p? olmahdir. Dolayswyla |K| = p veya |K| = p? dir.
Hipotez geregi p mertebels alt grup H, tek oldugundan K alt grubunun tanims geregi
K = G olmalidir. n. mertebeden her devirli grup Z, grubuna izomorf oldugundan
p? mertebeli devirli G grubu icin G = L2 izomorfizmasu elde edilir.

(19) p € P olmak iizere |G| = p* olsun. G = Z,» veya G = Z, & L, dir,
gadsterelim.

G abel grubu oldugundan p? nin her bélenine karsilik alt gruplar mevcuttur.
Dolaypsiyla p|p? ig¢in |H| = p olacak sekilde H < G vardir. H tek ise, distteki érnek
geregi G = Zye dir. H tek olmasin. |K| = p olacak sekildeki H # K < G alt grubu
icin |[HN K| |p olup HN K = {e} dir. Buradan |HK| = J?AI}?‘ = |H||K| = p?
olup G = HK dwr. Dolayisiyla G grubu, H ve K alt gruplarinin direkt ¢arpims olup
G=H x K=217Z,®Z, oldugu gérilir.

(20) |G| = 9 olsun. Bu takdirde, (19) gereji G = Zg veya G = Zs & Zs tir-
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Benzer gekilde |G| = 25 i¢in G = Zos veya G = Zs @ Zs dir.

(21) G ve Gy gruplar olmak iizere G den G1 grubuna tammi tiim homomorfiz-
malarin kimesini Hom(G, G1) ile gdsterelim. Her a € G i¢in f(a) = ey ile taniml
[+ G — Gy agikar homomorfizmast mevcut oldugundan f € Hom(G, G1) olup
Hom(G, G1) # 0 dwr. Her f, g € Hom(G, G1) ve her a € G ig¢in (fg)(a) =
fla)g(a) ile tanwmly iglemi altinda Hom(G, G1) grup yapisina sahiptir (burada
fla)g(a) islemi Gy grubundaki ikili islemdir).

G = (X) iken f(G) = (f(X)) < Gy ve birinci izomorfizma teoremi gerejince
f € Hom(G, G1) i¢in G/¢ek(f) = f(G) < Gy olmast f homomorfizmasinin yapi-
s belirlemede yardvmer olmaktadur. Ozellikle, |a| = n ve |G1| < co olmak iizere
G = (a) iken 1(G) = ((@)) olup |(@)| |n ve |f(@)] | |F(G)| dir.

la| = n ve |G1] = m olmak izere G = (a) olsun. f € Hom(G, G1) ve x € G
igin & = a* olup f(x) = f(a*) = f(ga..a) = f(a)f(a)--f(a) = (f(a))* oldugundan

k—tane k—tane

f homomorfizmas: f(a) ile tamamen belirlidir. Ayrica |f(a)| |n ve |f(a)| |m dir.

p ve q farkl asal sayilar olmak tzere f : Z, — Zq herhangi bir homomorfizma
olsun. Z, = (1) oldugundan f(Z,) = (f(1)) olup |f(1)| |g ve |f(1)| |p dir. p ve q
farkl asal saylar oldugundan ebob(p, q) = 1 olup |f(1)| = 1 bulunur. O halde her
x € Zy igin | f(z)] =1 olup f(xz) =0 elde edilir. Dolayiswyla f asikar homomorfiz-
madir. Sonug olarak Hom(Z,, Z,) grubu sadece asikar homomorfizmay: iceren tek
elemanly gruptur.

(22) Ustteki drnegin bir genellemesini verelim. ebob(m, n) = 1 olacak sekilde
m, n € ZV verilsin. f : Zy, — Zn herhangi bir homomorfizma olsun. Z,, = (1)
oldugundan f(Zy,) = (f(1)) olup |f(1)| |n ve |f(1)| |m dir. ebob(m, n) = 1 oldu-
gundan |f(1)| =1 olup f(x) =0 dur. Boylece Hom(Zu,, Z,) = 0 bulunur. Ornegin;
m =5 ven =6 tam sayilart i¢in ebob(5, 6) = 1 oldugundan Hom(Zs, Zg) = 0 dur.

(23) f : Z1o — Z4 homomorfizma olsun. Zis = (1) ve f(Z12) < Z4 oldugun-
dan f(Z12) = (f(1)) dir. Zs4 grubunun alt gruplar ve iretecleri belirli oldugundan
f1(1) =0, f2(1) =1, f3(1) = 3 ve f4(1) = 2 olmaldir. O halde

Hom(Zy2, Zs) = {f1, f2, f3, fa} = (f2) = (f3),

mertebesi 4 olan devirli grup olup Hom(Z12, Z4) = Zy4 elde edilir. Burada ¢ek(f1) =
Zia, cek(f2) = (4), cek(f3) = (4) ve cek(fs) = (2) olup bu homomorfizmalardan
yalnizea fo ve f3 epimorfizmadur.

(24) f : Zy — Z12 homomorfizma olsun. Birinci izomorfizma teoreminden

Za/cek(f) = f(Za) < Za2
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dir. O halde f(Z4) alt grubunun mertebesi 1, 2 veya 4 olabilir. Bdylece Z12 nin
alt gruplary belirli oldugundan fi1(Z4) = {0}, fo(Z4) = (6), f3(Z4) = (3) ve
fa(Zg) = (9) olup f1(1) = 0, fo(1) = 6, f3(1) = 3 ve f4(1) = 9 dir. Ayrica bu
homomorfizmalardan hicbiri epimorfizma degildir.

(25) f : Zya — Z3 homomorfizmas: f(1) = 2 ile veriliyor. Zz = (2) ol-
dugundan f(Z12) = Zs3 olup [ epimorfizmadur. Birinci izomorfizma teoreminden
Z12/¢ek(f) = Zs olup Lagrange teoremi geregi |¢ek(f)| = 4 olmalidwr. Zy12 gru-
bunda mertebesi 4 olan alt grup (3) oldugundan cek(f) = (3) olarak bulunur.

(26) f: Z1g — Z12 homomorfizmas: f(1) = 6 ile veriliyor. Z,o abel grubunda

(6) = {0, 6} oldugundan f(Z1s) = (6) dir. Birinci izomorfizma teoremi geregi
Zns/ ¢ek(f) = (6)

olup Lagrange teoreminden |cek(f)| =9 bulunur ve biylece cek(f) = (2) dir.

(27) G toplamsal abel grubunun birim elemans 0 olmak tizere
Hom(Z,, G) =2 G[m] = {a € G | ma =0}

dir, gosterelim (G[m)] igin Ornek 2.3.1 (4) e bakiabilir). Her f € Hom(Z,,, G)
icin ¢(f) = f(1) ile tamemb ¢ : Hom(Z,, G) — G[m] déndisiimii izomorfizmadar,
gadsterelim.

mf(1) = f(ml) = f(0) =0 oldugundan f(1) € G[m] olup, ¢ iyi tansmldar.

o(f +9) = +9) @) = f(1) +9(1) = &(f) + 6(9)

oldugundan ¢, bir homomorfizmadir. f €cek(d), yani f(1) = ¢(f) = 0 ise, her
N € Ly igin f() = f(nl) =nf(1) = n0 = 0 elde ederiz. Dolayswyla ¢cek(¢) =0 ve
¢ monomorfizmadar.

¢ nin bir epimorfizma oldugunu géstermek icin herhangi bir a € G[m] alalim.
f: 2 — G fonksiyonunu f(7) = na olarak tammlayalm. Z,, de m+k =3 ise,
Z de n+k = s(m) dir. O halde n+ k — s = tm olacak sekilde bir t € Z bulunur.
Dolaysiyla

f(@) + f(k) = f(3) = na + ka — sa
= (n+k—s)a=tma=0

f@) + f(k) = f(m +k)

veya f(m + k) = f(m) + f(k) oldugundan f homomorfizmadir. Ayrica, ¢(f) =
f() = 1a = a dwr. Béylece ¢ epimorfizmadar.

(28) G burulmal grup ve Gy burulmasiz grup olsun. Her f : G — G homo-
morfizmast i¢in f(T(G)) C T(G1) oldugundan f(G) CT(Gy) ={e1} olup f asikar
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homomorfizmadir. Ornegin; Hom(Q/Z, Q) grubu yalmzca asikar homomorfizma-
dan ibarettir.

(29) G abel grubu i¢in Hom(Z, G) = G dir, gésterelim. ¢ : Hom(Z, G) — G
fonksiyonunu ¢(f) = f(1) ile tanmamlayalim. Her f,g € Hom(Z, G) i¢in ¢(f +g) =
(f+9)(1) = f1)+g(1) = ¢(f) + ¢(g) oldugundan ¢ homomorfizmadur. ¢(f) =0
ise, her n € Z i¢in f(n) = nf(l) = no(f) = 0, yani f = 0 dwr. Dolayiswyla
cek(d) = 0 ve ¢ bir monomorfizmadir. Her a € G igin f(n) = na ile tanimlanan
[ 7 — G fonksiyonunun bir homomorfizma oldugu kolayca kontrol edilir. Diger
yandan ¢(f) = f(1) = la = a dir. Dolaysiyla ¢ bir epimorfizmadir. Béylece
istenen izomorfizma elde edilir. Ozellikle; G = Q igin Hom(Z, Q) = Q oldugu
gorilir.

(30) 1 < m € Z olsun. Ustteki Ornek 27 de G = Z,, abel grubu almrsa

Hom(Zp, L) = L[] = Ly,

oldugu gorilir.

(31) 1 <m, n € Z* olsun. Ornek 27 geregi
Hom(Zp, Zn,) = L [m]
dir. ebob(m, n) = 1 olacak sekildeki m, n € ZT igin
Hom(Zy, L) = Zp[m] =0
oldugu buradan da gérilebilir.C]

Teorem 2.7.6. (ikinci Izomorfizma Teoremi) G grup, HL K < G ve K 4G
olsun. Bu takdirde

H/(HNK)® HK/K
dir.

Kamt. K <G oldugundan HK < G ve K < HK dir. Her h € H i¢in f(h) = hK
ile tamiml f: H — HK/K doniigiimiinii alalim. hq, ho € H olmak {izere hy = hs
ise, hy'hy = e € K olup hy 'hi K = K esitligi elde edilir ve buradan hi K = Ho K
olmas1 geregi f(h1) = f(he) bulunur. Dolayisiyla f iyi tanimlidir. Her hy, he € H
icin f(hih2) = hihoe K = (h1 K)(hoK) = f(h1)f(h2) oldugundan f homomorfizma
yapisina sahiptir. ©K € HK/K keyfi olsun. Bu takdirde = hk olacak sekilde
h € H ve k € K vardir. Boylece 2K = (hk)K = hK = f(h) olup f ortendir ve
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f(H) = HK/K dir. Sonug olarak birinci izomorfizma teoremi geregi H/gek(f) =
HK/K dir. Ayrica

sek(f) {he H|f(h) =K}
= {heH|hK=K}
= {(heH|heK}

HNK
olup H/(H N K) =2 HK/K izomorfizmas: elde edilir. (J

Uygulama 2.7.2. n, m > 1 tam sayilar: verilsin.
nZ~+mZ = ebob(n, m)Z ve nZNmZ = ekok(n, m)Z oldugundan ikinci izomorfizma

teoremi geregi
(nZ + mZ)/nZ = ebob(n, m)Z/nZ = mZ/(nZ N mZ) = mZ/ekok(n, m)Z
dir. Ozellikle; ebob(n, m) = 1 iken Z/nZ = mZ/nmZ = Z,, dir.

Teorem 2.7.7. f : G — G1 epimorfizma olsun. ¢ek(f) C H I G olmak iizere
¢:G— G/H ved : Gy — G1/f(H) dogal homomorfizmalar olsun. Bu takdirde
¢ f = ho olacak sekilde bir tek h: G/H — Gy/f(H) izomorfizmasi vardar.

¢ L5 @

L ¢

G/H —— Gy/f(H)

Kanit. cek(¢ f) = H oldugu gosterilirse homomorfizma teoremi geregince bir tek
h:G/H — G/ f(H) epimorfizmasimin mevcut oldugu goriiliir. a € H keyfi olsun.
Bu takdirde f(a) € f(H) =cek(¢') olmasi geregince (¢ f)(a) = ¢ (f(a)) = f(H)
dir. Boylece a €cek(¢' f) ve H Ceek(¢ f) dir. a ecek(¢' f) keyfi olsun. Bu takdirde
¢ (f(a)) = f(H) ve bu yiizden f(a) €cek(¢') = f(H) dir. Buradan bir b € H igin
f(b) = f(a) olup ab~! €¢ek(f) € H bulunur. Béylece a = (ab=1)b € H dir. O
halde ¢ek(¢ f) C H dir. Sonug olarak ¢ek(¢ f) = H dir. O

Teorem 2.7.8. (Ugiincii Izomorfizma Teoremi) G grup olmak iizere Hy, Hy <
G ve Hy < Hy olsun. Bu takdirde,

(G/Hy)/(Hy/Hy) = G/H;

dir.
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Kamt. Teorem 2.7.7 den Gy = G/Hy, H = Hy ve G1/f(H) = (G/Hy)/(H2/H,)
olmak iizere f : G — G/H; dogal homomorfizma olup f(H2) = Hs/H; dir.
Boylece

a I G/H,
| |+
G/Hy —"— (G/Hy)/(Hz/H)
dir. O

Ornek 2.7.7. (1) Zoy abel grubunda H = (4) ve K = (6) olsun. Bu durumda
H+K=(2)ve HNK = (12)
olup
(H+K)/K ={K,24+ K, 4+ K} ~Zs
ve
H/HNK ={HNK,4+HNK,8+ HNK}~Zj;

oldugu goriliir.
(2) G = Z3¢ abel grubunda H = (9) ve K = (18) olsun. Bu durumda

G/H={H,1+H,2+H,3+H,4+H,5+H,6+H, 7T+ H,8+H},

H=H/K={K, 9+ K} veG=G/K={k+K |0<k<17}

G/H = {K+H 1+K)+H,2+K)+H, 3+K)+H, (4+K)+H,
G+K)+H, 6+K)+H,(T+K)+H, 8+K)+ H}

bulunur. Ugiinci izomorfizma teoremi geregi
G/H = (G/K)/(H/K) =G/H

izomorfizmast mevcut olup k € {0,1,2,3,4,5,6,7, 8} olmak iizere (k + K) +
H/K +— k+ H eslemesi vardir. Ayrica G = Zsg devirli oldugundan G/H béliim
grubu devirli olup G/H = Zg dur. O halde

79 =2 G/H = (G/K)/(H/K)

izomorfizmast elde edilir..
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Simdi herhangi bir G grubunun bir simetrik gruba izomorf oldugunu Cayley
teoremiyle kanitlayalim.
G grup ve a € G olsun. Her b € G igin f,(b) = ab ile tammh f, : G — G

doniigiimiinii alalim. b, ¢ € G olmak iizere
b=c<= ab=ac<= f,(b) = fu(c)

oldugundan f, bire-bir fonksiyondur. Herhangi bir b € G icin ¢ = a'b € G
vardir ve f,(c) = fo(a™'b) = a(a='b) = b olup f, orten fonksiyondur. Boylece
fa, G kiimesinin bir permiitasyonudur. Bu takdirde Fg = { f,|a € G} kiimesi
G nin tiim permiitasyonlarimin kiimesi olan Sg nin alt kiimesidir. Her b € G igin
fa-1(b) = a=1b ve f,(a71b) = b olmast [(f.)"1](b) = f,—1(b) olmasim ifade eder.
Boylece (f,)~! = f,-1 dir. f,, f» € Fg olmak iizere her ¢ € G icin

(fafo)(c) = fa(fs(¢)) = fa(bc) = a(be) = (ab)e = fap(c)

oldugundan f, fi = fap € Fg dir. Bununla birlikte (f;)~! = f,-1 € Fg oldugundan
fa(fo) ™t = fafp-1 = fap—1 € Fg olup Fg < S¢ dir.

Teorem 2.7.9. (Cayley Teoremi) G grup olsun. Bu takdirde G grubu (Fg,o)

grubuna izomorftur.

Kamt. Fg < Sg dir. Her a € G igin g(a) = f, ile tammh g : G — Fg doniigiimiini
alalim. a,b € G verilsin. Her ¢ € G i¢in

a=b<= ac=bc<= f,(c) = fi(c) = fo = fr = g(a) = g(b)

oldugundan g bire-bir fonksiyondur. g nin érten oldugu agiktir. Her a,b € G igin
g(ab) = fap ve g(a)g(b) = fofp dir. Her ¢ € G igin

fap(c) = (ab)e = a(be) = fa(fs(¢) = (fafo)(c)

oldugundan g(ab) = fap = fofs = g(a)g(b) olup g homomorfizmadir ve boylece
G = Fg elde edilir. O

Ornek 2.7.8. G = (2) = {0,2,4,6} C Zg olsun. Buna gére (2) grubuna izomorf
olan permiitasyon grubunu bulalvm. Cayley teoremi geregi G, Sy simetrik grubunun

bir alt grubuna izomorftur. Her T € G i¢in @ € G olmak tzere fz(T) = a+ T ile

tammb fz : G — G permiitasyonunu alabm. f5 = (%%%g), 5= (g%%g), fi=
) ve fo= (8228 olup Fo = {fg, f3: 1, f5} = (f5) = Zu tiir. Dolaysiyla
Y= Fo =7y elde edilir.O

k=]

(353
= {

G

N o
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G grup olsun. f : G — G izomorfizmasina G grubunun otomorfizmast denir.
G grubunun tiim otomorfizmalarinin kiimesi Oto(G) ile gosterilir ve I € Oto(G)
dir. Oto(G) kiimesi, fonksiyonlarin bilegkesi iglemine gore birim elemani I olan

bir gruptur. Oto(G) grubuna G grubunun otomorfizmalarinin grubu denir.

Ornek 2.7.9. (1) G abel grubu olsun. k € 7 sifirdan farklh herhangi bir tam
sayr olmak iizere her a € G igin f(a) = a® ile tammh f : G — G fonksiyonunun
homomorfizma oldugunu Ornek 2.6.1 (6) dan biliyoruz (G toplamsal ise, f(a) = ka).
Burada ¢cek(f) = {a € G | a* = €} oldugu aciktr.

G grubunun sonlu oldugunu kabul edelim. Bu takdirde, f nin otomorfizma ol-
mass igin gerek ve yeter kogul ebob(k, |G|) = 1 olmasidir, gisterelim. ebob(k, |G|) =
1 olsun. a €¢ek(f) ise, |a| |k olup |a|||G| oldugundan |a| bir ortak bélendir. Do-
layisuyla ebob(k, |G|) = 1 olmas geregi |a| = 1 olup ¢ek(f) = {e} dir. O halde f
monomorfizmadir. Sonlu elemanly bir kiime dizerinde bire-bir her fonksiyon drten
oldugundan f otomorfizmadir. Tersine, f otomorfizma olsun. ebob(k, |G|) > 1 ol-
dugunu kabul edelim. Bu takdirde, p|k ve p||G| olacak sekilde bir p € P vardsr.
Cauchy teoremi geregi |a| = p olacak sekilde a € G mevcuttur ve buradan plk ol-
masy geregi a €cek(f) = {e} celigkisi elde edilir. O halde kabulimiiz yanlhs olup
ebob(k, |G|) =1 dir. Boylece kamitimize tamamlamag oluruz.

n > 1 olmak izere G mertebesi n olan bir devirli grup olsun. Oto(G) grubunu
karakterize edelim. G = {(a) olmak iizere f € Oto(G) ise, f : G — G izomorfizma
oldugundan G = (f(a)) dir. G grubunun dretecleri ebob(k, n) = 1 olmak fizere
G = (a*) seklinde oldugundan f(a) = a* olmahdir. Dolayisiyla G = (a) grubunun
herhangi bir f otomorfizmast ebob(k, n) = 1 olmak iizere f(a) = a* seklindedir ve
k tam saylarimin sayist ¢(n) oldugundan |Oto(G)| = ¢(n) dir. Boylece x € G keyfi
bir elemans i¢in G = (a) oldujundan x = a™ olacak gekilde m € Z mevcut olup

f(x) = f(a™) = fa)™ = (a*)™ dir. Simdi
Oto(G) =2 Z;

n

dir, gésterelim. Her f € Oto(G) i¢in f(a) = a* olacak sekilde k € 7 tek tiirlii
mevcut oldugundan (f) = k ile tanimis ) Oto(G) — 77 doniigimi iyi taniml-
dir. f, g € Oto(G) keyfi olmak iizere f(a) = a* ve g( ) = a' olacak sekilde k,t € Z
vardir ve buradan (fg)(a) = f(g(a)) = ( ) = a** olup ebob(k,n) = ebob(t,n) = 1
oldugundan ebob(kt, n) =1 dir. Bdylece kt € Z}, olup

U(fg) = kt =kt =¥ (f)(g)

esitligi geredi v homomorfizma yapisina sahiptir. ¥ min bire-bir ve orten oldugu

agiktir. Sonug olarak v izomorfizma olup
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Oto(G) = 7

elde edilir.
(2) Sonsuz G = (a) devirli grubunu alahm. f € Oto(G) ise, G = {a) = (a™ 1)
oldugundan f(a) = a veya f(a) = a=! olmahdir. Dolayiswla |Oto(G)| = 2 olup

Oto(G), mertebesi 2 olan devirli gruptur. Sonug¢ olarak
OtO(G) = ZQ
dir.

(3) G sonlu grup ve a € G olmak tizere f(a) = a iken a = e kogulunu saglayan
f : G — G bir otomorfizma olsun. Her g € G i¢in g = a~'f(a) olacak sekilde

bir a € G elemanimin mevcut oldugunu gosterelim. G = {a1,as2,...,a,} ve S =
{a7 fla1), a3 f(az),...,a; f(an)} olsun. S C G dir.

a; " f(a;) :aflf(aj) & flag)f(a;)™ :aia;1
& f(aiaj_l) = aiaj_1
& aiaj_l =e
< a; =aj
oldugundan S nin tim elemanlary birbirinden farkhdir. Dolayiswyla |S| = n dir.

Her g € G igin g € S olup en az bir a € G i¢in g = a~'f(a) dur.
(4) Bir dnceki problemin hipotezleri saglansin. f? = Ig birim homomorfizma
ise, G abel grubudur, gdsterelim. g € G keyfi olsun. Bu takdirde bir a € G igin

g=a"'f(a) dir ve buradan

g=1Ic(g) = f*(g)

bulunur. Buradan her g € G igin f(g) = g~ ' dir. a,b € G keyfi olmak fizere
(ab)=1 = f(ab) = f(a)f(b) = a= b~ = (ba)~! esitliginden ab = ba elde edilir.

(5) G sonlu grup ve |G : H] = 2 olsun. H alt grubunun mertebesi tek ve G\H
kiimesinin elemanlarinin G grubundaki mertebesi 2 ise H abel grubudur, gdsterelim.
[G : H] =2 oldugundan H <G dir. g € G\H olmak tizere g ¢ H olup G=HUHg
yazlabilir. Burada hipotez geregi |g| = 2 dir. Her a € G igin f(a) = gag™! ile
tanamly f : G — G dondigimini alalim. f bir otomorfizmadir. a € G keyfi olmak

uzere
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olup f2 = Ig bulunur. H < G oldugundan her h € H i¢in f(h) = ghg™' € H
dir. f, H nin de bir otomorfizmasidir. h € H keyfi olsun. Eger f(h) = h ise,
h = ghg~! iken hg = gh dir. Bu durumda gh ¢ H dir. Sayet gh € H olsa,
ghh™' = g € H celiskisi elde edilir. Dolayswyla gh ¢ H oldugundan |gh| = 2
dir. h? = eh? = g?h? = gghh = g(hg)h = (gh)?> = e olup H nin mertebesi tek
oldugundan h = e bulunur. Dolayisiyla f(h) = h < h = e olmasidir. Bir dnceki
problemden H abel grubudur.

(6) |Oto(Za®Zs)| = 6 dar, gésterelim. Zo®Zo grubunun dért elemans e = (0,0),
a = (1,0), b = (0,1) ve ¢ = (1,1) dir. |a| = |b| = |c| = 2 dir. f € Oto(Zy & Zs)
olsun. Her x € Zo @ Zs i¢in |f(x)| = |z| dir. Bu yizden f : {a,b,c} — {a,b,c}
dontsimi {a,b,c} kiimesi tzerinde bir permiitasyondur. {a,b,c} kiimesi iizerinde
3! =6 tane permiitasyon tanimlanabileceginden |Oto(Ze ® Zs)| < 6 dir. a +b = ¢,
a+c=bb+c=a,ata=e=b+b=c+c dir. {a,bc} kiimesi iizerinde
herhangi bir permiitasyon Zy ® Zo nin bir otomorfizmasina yikseltilebilir. Ornegin,
a:a — bb— ¢,c — avee — e. Buradan a(a +b) = alc) = a ve
ala) + a(b) = b+ ¢ = a oldugundan a(a + b) = a(a) + a(b) bulunur. Benzer
sekilde a(a + ¢) = a(a) + alc), ad+ ¢) = a(d) + a(c), ala+ a) = ala) + afa),
a(b+b) = a(b) + a(b) ve a(c+c¢) = alc) + a(c) dir. Bu yizden |Oto(Ze ®Z2)| =6
dar.

(7) G abel grubu olmak iizere her a € G icin f(a) = a? ile tamamh f : G — G
déniigimi homomorfizmadur, gdésterelim.

a,b € G igin G grubunun abel olmasindan dolay: f(ab) = (ab)? = a?b® =
f(a)f(b) olup istenen elde edilir.

(8) G abel grup olmak iizere |G| = 2k + 1 olsun. G*> = {b* | b € G} = G dir,

2 = a sisteminin ¢oziimi vardr).

gosterelim (yani, her a € G igin x

Ustteki ornek gereji a € G igin f(a) = a? ile tamumh f : G — G doniigiimii
homomorfizma yapisina sahiptir. f(G) = G? oldugu agiktir. a €cek(f) ise, f(a) =
a’? = e dir. e # a olsa, |a| = 2 olup Lagrange teoremi geregi 2|2k + 1 olmaldir. Bu
ise bir ¢eligkidir. Dolayisiyla a = e dir ve béylece ¢ek(f) = {e} bulunur. Dolayisiyla
f monomorfizmadair ve |G| sonlu oldujundan f drten olup istenen elde edilir.

(9) G grup ve H < G olsun. Her f : G — G homomorfizmas: i¢in f(H) < H
ise, H ye G nin tam degigmez alt grubu denir. Ozel olarak, her f € Oto(G)
icin f(H) < H ise, H ye G nin karakteristik alt grubu denir. Her tam dejismez
alt grubun karakteristik alt grup oldugu agiktir. H, G nin karakteristik alt grubu ve
f € Oto(G) olsun. g = f~' olmak dizere g € Oto(G) dir ve béylece hipotez geregi
g(H) < H elde edilir. a € H keyfi olsun. b = g(a) € g(H) < H ve f(b) = a
oldugundan a € f(H) olup H < f(H) dir. Dolayswyla f(H) = H esitligi elde
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edilir. Bundan dolayr H < G alt grubunun karakteristik alt grup olmass i¢in gerek
ve yeter kogul her f € Oto(G) igin f(H) = H olmasidar.

G ve {e} nin G grubunun karakteristik alt grubu oldugu agiktar. Simdi mertebesi
n olan G = (a) devirli grubunun her alt grubunun tam degismez alt grup oldugunu
gosterelim. H < G ve f : G — G homomorfizma olsun. m = |H| ise, |f(H)| |m
olup H sonlu devirli grup oldugundan m tam sayrsinin her bélenine kargilik bir tek
alt grup denk geldiginden f(H) < H elde edilir. Dolayiswyla H tam degismezdir.

(10) (Z, +) grubunun otomorfizmalars f(1) =1 ve f(1) = —1 oldugundan her
nZ < Z i¢in f(nZ) = nZ dir. Dolayiswyla Z nin her olt grubu karakteristik alt
gruptur.

(11) f : G — G1 homomorfizma ve H, K < G olsun. Her h € H ve her k € K

1¢in
F([h k]) = f(h k= hk) = f(h)~ (k)= f(R) f(k) = [f(R), f(R)] € [f(H), f(K)]
oldugundan f([H, K]) = [f(H), f(K)] dir. Ozellikle, f epimorfizma iken

G, G)) = [F(G), f(G)] = [G1, Gl

dir.
(12) N <G olmak tizere 7 : G — G /N dogal homomorfizma olsun. H, K < K
alt gruplary igin (11) geregi

([H,KIN)/N ==([H,K]) = [r(H),n(K)] = [HN/N, KN/N]
esitligi elde edilir. H = K = G alinirsa,
([G,G]N)/N = [GN/N,GN/N] = [G/N,G/N]

dir.
(13) f: G — G homomorfizma olsun. (11) geregi

G, G) =[1(G), (@) < [G,G]

olup f(|G,G]) < [G,G] dir. Dolayiswyla |G, G|, G grubunun tam degismez alt gru-
budur.

(14) p € P asal sayr ve f € Hom(Zys, Zy) keyfi bir homomorfizma olmak
tizere H < Zpoo olsun. H = {Z} veya H = Zy ise, H alt grubunun karakteristik
alt grup oldugu agiktir. H < Zpoo oldugunu kabul edelim ve f homomorfizmasinin
H alt grubuna kisitlamgy flg := g olsun. Bu takdirde, H = (p% +Z) = {cn)
(n > 1) geklindedir ve devirli gruplarin homomorfik gérintisi devirli oldugundan

g(H) devirli gruptur. Birinci izomorfizma teoremi geregi
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H/¢ek(g) = g(H)

olup |g(H)| < |H| = p" dir. g(H) devirli ve Ornek 2.4.2 (8) den Zp abel grubunun
alt gruplar

(co) ={Z} < {c1) < {e2) < ... < {en) < ...

seklinde tek tirli olarak belirli oldugundan g(H) = f(H) < H dir. Dolaysiyla H,
tam degismez alt gruptur.C]

Teorem 2.7.10. G grup ve a € G olsun. Her b € G igin f,(b) = a 'ba ile tanamh
fo : G — G déniigiimi i¢in asagidaki ifadeler dogrudur.

(1) Her a € G igin f, € Oto(G) dir;

(2) Her a,b € G i¢in fofy = foa dir;

(3) Her a € G igin (fu)~t = fo1 dir;

(4) Her a € Oto(G) igin a™' faor = fo-1(4) dar.

Kamt. (1) b= cise a"'ba = a~'ca olup f,(b) = fu(c) bulunur. Dolayisiyla f, iyi

tamimlidir. ¢, d € G keyfi elemanlar olmak {izere

fal(ed) = a™}(ed)a = (™ ca)(a™ da) = fa(c) fa(d)

oldugundan f, homomorfizmadir. Her ¢ € G elemamn icin z = aca™! € G alinirsa
falaca™) = a='(aca™)a = c saglanir. Dolayisiyla f, ortendir. f.(c) = fa(d)
olsun. Bu takdirde a~'ca = a~'da olup ¢ = d bulunur. Béylece f, bire-bir olup
fa € Oto(G) dir.

(2) a,b € G keyfi olsun. Her ¢ € G igin

(fafo)(e) = fa(fo(€)) = fa(b™ cb) = a™ (b~ cb)a = (ba)~'c(ba) = foa(c)

olup fofs = fpa bulunur.

(3) Ustteki (2) ozelligi geregi fofo1 = fo-1a = fe = Ig ve fo-1fo = faur = Ic
oldugundan (f,)~! = f,-1 dir.

(4) @ € Oto(G) keyfi olsun. Her b € G igin

(@7 fae)(b) =
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ve

a"ta ta(b)a)

aHNa ) (e a)(b)a" (a)
= a (e Hb(a ! (a))

= (a7 (a))""b(a"(a))
fa=1(a)(0)

oldugundan o ! foa = fo-1(q) dir. O
Teorem 2.7.10 da tamimlanan her a € G igin f, € Oto(G) elemanina i¢ oto-

morfizma denir. G grubunun tiim i¢ otomorfizmalarinin kiimesi I(G) ile gosterilir.
I = f. € I(G) # 0 olup H 4G ve f, € I(G) olmak iizere f,(H) = H dir.

Teorem 2.7.11. G grubu igin I(G) < Oto(G) dir.

Kamt. Teorem 2.7.10 (1) geregi I(G) C Oto(Q) dir. fa, fo € I(G) keyfi olsun.
Bu takdirde fof, ' = fafy-1r = fo-1a € I(G) olup I(G) < Oto(G) dir. Her o €
Oto(G) ve her f, € I(G) igin Teorem 2.7.10 (4) geregi o~ f,a € I(G) oldugundan
a (G)a C I(G) kapsamasi elde edilir. Dolayisiyla Onerme 2.4.2 (2) geregi I(G)<
Oto(@G) dir. O

Teorem 2.7.12. G grubu i¢in G/Z(G) = I(G) dir. Z(G) = {e} ise, G = I(G)
dir.

Kamt. Her a € G i¢in ¢(a) = f,-1 ile tammh ¢ : G — I(G) doniiglimii verilsin.
¥ nin iyi tammhligr agiktir. aq, as € G keyfi olsun. Teorem 2.7.10 (2) geregi

(@102) = fianany+ = furtas = (o) (Fat) = Vlan)(as)
oldugundan % homomorfizmadir. ¢ nin érten oldugu agiktir. Simdi ¢ek(v)) alt gru-
bunu karakterize edelim. a €¢ek(v) ise, ¥(a) = f,-1 = Ig olup her b € G igin
fa-1(b) = b esitliginden (a=!)"'ba=! = aba=! = b dir ve boylece a € Z(G) elde
edilir. Tersine, a € Z(G) olsun. Her b € G igin b = aba™t = (a=!)"tba™! olup
fa-1(b) = Ig(b) esitliginden (a) = f,-1 = I olup a € ¢ek(v)) dir. Dolayisiyla
¢ek(y) = Z(G) olup birinci homomorfizma teoremi geregi G/Z(G) = I(G) elde
edilir. O

1

Teorem 2.7.12 den goriilecegi lizere G nin abel grubu olmas i¢in gerek ve yeter
kosul i¢ otomorfizmalar grubunun asikar grup olmasidir. Ozellikle, G' degismeli grup
degil ise, I(G) devirli grup olamaz (verilen bir G grubu i¢in G/Z(G) devirli olsa,
G abel grubudur).

n > 3 olmak iizere D,, = {e,r, 72, ...,r""1 2

—1 sr,sr?, ..., sr™ 1} Dihedral grubunun
bazi 6zelliklerini asagidaki teoremde verelim. sr = r~1s bagintisinin gerceklendigi

Dihedral grubun ingasindan bilinmektedir.
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Teorem 2.7.13. n > 3 olmak iizere D,, = {e,r,r?, ...r" L sr sr? ... sr" 1} ve-

rilsin.

(1) G = {(a,b| |a] = n, |b| = 2veba = a™'b) ise, D, = G dir. Ozellikle,
r simetrisiyle a = (123...n) permiitasyonu ve s simetrisiyle b permiitasyonu
bire-bir eslendiginden D,, = {(a, b | |a| = n, |b] = 2 ve ba = a"'b) < S,
alt grubu gdéziyle bakilabilir (burada a ve b permiitasyonlar i¢in Dihedral

gruplarin ingasina ¢aligilmasy gerekmektedir);
(2) n =3 ise, D3 = Sy tiir;
(8) (r) < D,, normal alt gruptur;

(4) Dn = (r){s) ve (r) N (s) = {e} dir;

(5) [Dn, Dy) = (r?) < (r) olup 2 { n iken [D,,D,] = (r?) = (r) dir. Ozellikle,
A = [Dy,, Dy] olmak iizere [A, A] = {e} dir;

(6) 2 < n olmak iizere 2 ¥ n ise, Z(D,) = {e} dir. Ayrica 2|n olmas: i¢in gerek
ve yeter kosul Z(D,,) = {e, r2} olmasidur;

(7) 2|n ise, Dy /Z(Dy) = D izomorfizmast vardar.

Kanit. (1) r, s € D, oldugundan (r, s) < D,, < (r, s) olup D,, = (r, s) dir. Burada

n—1

rl=n, |s| =2 ve sr =r"" s saglandigindan
& &

D, =(r,s||r|=mn, |s| =2 ve sr =r""1s)

gbsterimi yazilir. Her s'r? € D,, icin f(s/r%) = b/a’ ile tammh f : D,, — G donii-
siimiiniin izomorfizma yapisina sahip oldugu elemanter islemler ile gdsterilebilir.

(2) n = 3 olmak iizere D3 = {e, 7, 12, s, s, sr?} degismeli olmayan gruptur.
Mertebesi 6 olan degigmeli olmayan gruplar Ss simetrik grubuna izomorf oldugun-
dan D3 = Ss tiir.

(3) H = (r) olsun. Bu durumda |r| = n olup Lagrange teoremi geregi [D,, :
H) = Dal — 20 — 9 gir ve boylece H <1 D, dir.

(4) K = (s) olmak iizere H = (r) < D,, oldugundan HK < D,, alt gruptur.

Diger taraftan (r) N (s) = {e} dir ve bundan dolay1 |HK| = JZMI;\ = |H||K| =2n

olup D,, = HK oldugu goriiliir.

(5) rs = sr"~! bagmtis1 geregi srs = r"~! = r~! dir ve bundan dolay1

[r,s] =r~tslrs =r~lsrs =r~Yr~! =r=2 € [D,, D,]
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olup (r~2) = (r?) < [D,,, D,] dir. M = (r?) olsun. Ornek 2.3.12 (19) geregi normal
alt grup devirli iken normal alt grubun her alt grubu normal oldugundan M =
(r?) < (r) = H4D,, kapsamasi geregi M <D,, olup D,,/M béliim grubu tanimlidir.
f+ G — G grup homomorfizmas: igin X C G olmak iizere f((X)) = (f(X))
oldugundan 7 : D,, — D,,/M dogal homomorfizmasi dikkate alinirsa,

D, /M ==(D,) =x((r, s)) = (w(r), n(s)) = (rM, sM)

elde edilir. Simdi D,,/M béliim grubunun abel grubu oldugunu gosterelim. Bunun
icin D,,/M = (rM, sM) oldugundan (rM)(sM) = (sM)(rM) esitligini gostermek
yeterlidir. (rM)(sM) = rsM = sr" M = (sM)(r"~*M) dir. M = (r?) oldu-
gundan "~ ! M elemanini tam olarak belirlemek icin n — 1 ile 2 arasindaki iligkiyi
irdelememiz gerekir. Bolme algoritmas: geregi n — 1 = 2k 4+ r ve r = 0, 1 olacak
sekilde k, r € Z mevcuttur.

r = 0 olsun. Bu durumda n — 1 = 2k olup 7"~ ! = 72¥ = (r2)* € (r?) = M olup
D, /M = (rM, sM) = (sM) devirli gruptur. Dolayisiyla D,,/M abel grubudur.
Ornek 2.4.2 (10) geregi [D,,, D,] < M kapsamasi elde edilir ve buradan M =
[Dy,, D] dir. Ayrica n = 2k + 1 oldugundan ebob(n, 2) = 1 dir ve bundan dolay1
n =|r| = |r? olup M = (r) oldugu goriiliir.

r = 1 olsun. Dolayisiyla n — 1 = 2k 4+ 1 dir. Buradan

(rM)(sM) =rsM = sr"'M = (sM)(r""*M)
= (SM)(r2k+1M) _ (SM)(T(TQ)]CM)
(sM)(rM)
olup D,,/M abel grubudur. O halde Ornek 2.4.2 (10) geregi [D,,, D,,] < M olup
M = [Dn,Dp] = (r?) esitligi elde edilir. Diger taraftan 1’| = g5t = §

oldugundan M = (r?) < (r) 6z kapsamasi mevcuttur.

A = [D,, D,] olsun. [D,,, D,,] = (r?) devirli grubu abel grubu olup [4, A] = {e}
oldugu agiktir.

(6) 2 < n olsun. Bu durumda rs = sr"~! # sr oldugundan r, s ¢ Z(D,,) dir. O
halde Z(D,,) merkezinin birimden farkh (varsa) elemanlar1 1 < u < n olmak iizere
r" veya r"s seklinde olmalidir (¢iinkii D,, grubunun elemanlar1 s’ seklindedir).

Oncelikle 1 < u < n olmak iizere r's ¢ Z(D,,) oldugunu gosterelim.
(res)r = r¥(sr) = r*(r=ts) = r*=1b ve r(rts) = rutls
olmak {iizere

(rus)r = rv=ls = r(rts) = rvtls
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u+1

esitliginden r“*ls = rv=ls olup r"~1 = r celigkisi elde edilir. O halde Z(D,,) alt

grubunun elemanlar1 1 < u < n olmak flizere r* geklindedir. z = r* € Z(D,,) ve

1

y = ris! € D, keyfi elemanlari icin y~'zy = z olup xy = yz dir. j = 0 ise, esitlikler

agiktir. Genelligi bozmadan j = 1 olarak alalim. r* € Z(D,,) oldugundan
xy = r4(ris) = (ris)r* = yx

esitligi geregi r*(r's) = rit%s = (r's)r* olup r*s = sr* elde edilir. Boylece s =
sr™~1 bagmtis1 son esitlikte kullamilirsa r*s = r“~1(rs) = r*lsr"=! = sr% ve
buradan 7%~ 1s = r%=2(rs) = r* 251"~ = sr"*! olup bu yoéntem ile devam edilirse
sr?% = s elde edilir. O halde 72* = (r2)% = e dir.

2 1 n olmas1 durumunda |r?| = Tty = 1 = nolup n|u celigkisi elde edilir
(1 <u<mn). Bdylece 2 {n iken Z(D,,) = {e} dir.

2|n olsun. |r?| = bz — 5 olup (r*)* = e oldugundan u = m% olacak
sekilde m € Z vardir. Béylece u sayis1 § nin katlaridir. Dolayisiyla r* € Z(D,,)
keyfi bir eleman ve r* = r™% = (r2)™ € (r2) olup (r2) = Z(D,,) dir. Ayrica
(r?)? = e oldugundan Z(D,,) = {e, r%} dir. Tersi agiktir.

(7) 2|n olsun. (6) geregi Z(D,,) = {e, r2} dir. N = Z(D,,) ile gosterelim. Bu

durumda 7 : D,, — D,,/N dogal homomorfizma olmak iizere
Dy /N = (r(r), n(s)) = (rN, sN)

olup (sN)(rN) = s2N = eN = N dir ve bundan dolay1 [sN| = 2 dir. Benzer
sekilde 72 € N oldugundan r2 N = (rN)2 = N olup |[rN| = 2 dir. Ayrica

(rN)(sN) = (rs)N

I
2%2 ‘

bagintisi saglanir ve bundan dolay1 D,,/N boliim grubu mertebesi n olan Dihedral
gruptur. Sonug olarak D,,/N = Dx dir.[]

Onerme 2.7.4. p > q olacak sekilde p, ¢ € P igin |G| = pq olsun. q { p — 1 ise,
G = Zpq dur. q | p—1 ise,

veya

G={a,b]|lal=p, |b]=¢, ab="ba", 1 <r <p, veplri—1)
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dir. Son durum i¢in q = 2 alimirsa
G={a,b]la]=p, b =q, ab=0baP~t) =D,
dir.

Kanit. |G| = pq ise, Cauchy teoremi geregi |a| = p ve |b| = ¢ olacak gekilde a, b € G
vardir. H = (a) olsun. H, Sylow p-alt grup olup p > ¢ oldugundan H < G dir. O
halde H tek Sylow p-alt gruptur. Ayrica H asal mertebeli oldugundan devirli olup
H = Z, dir. G grubunun b elemam tarafindan iretilen alt grubu K = (b) olsun.
K alt grubunun Sylow g-alt grup oldugu agiktir ve K = Z, vardir. Sylow g-alt
gruplarin sayisi n, olmak tizere n,|pg ve ny = 1+ gk olacak sekilde negatif olmayan
k € Z vardir. Dolaysiyla bir m € Z igin pg = (1 + gk)m elde edilir. Buradan
ng =1+ qk =1 veyangs =1+ gk = p olup

ng=1l+gk=1l<=gqtp—1lven,=1+gk=p<=gqlp—1

Oonermeleri gerceklenir.

ng=1+¢gk=1<= ¢qtp—1ise, K tek Sylow g-alt grup olup K < G dir.
Bu durumda G grubu, H ve K alt gruplarinin direkt carpimidir ve G = H x K =
Ly @ Lq = Zpq izomorfizmasi elde edilir.

q | p—1olsun. G devirli grup ise, G = Z,, oldugu agiktir. G grubunun devirli
olmadigini kabul edelim. ¢ | p—1 oldugundan n, = p dir Béylece K alt grubu G nin
normal alt grubu olamaz (dolayisiyla G de abel grubu olamaz). H <G oldugundan
HK < G olup |[HK| = {58 = |H||K| = pq dir ve boylece G = HK = (H U
K) = (a, b) elde edilir. Diger taraftan H < G oldugundan b='ab € H = (a) olup

b~lab = a" ve r < p olacak sekilde r € Z vardir. r = 1 olsa, b~'ab = a olup

ab = ba egitliginden G abel grubudur. Bu ise, bir celigkidir. » # 1 olmalidir ve r < p
oldugundan p { r— 1 yazlabilir. Dolayisiyla Ornek 2.1.8 (6) geregi a = b~9ab? = a""
olup p|r? — 1 bulunur.

G={(a,bllal=p, |b|]=¢q, ab="0ba", 1 <r <p, vep|r? —1) ve ¢ = 2 olsun.
p|r? — 1 ve p asal oldugundan p|r — 1 veya p|r + 1 olup 1 < r < p esitsizliginden
p|r + 1 olup aymi egitsizlik geregince » = p — 1 elde edilir. Dolayisiyla

G={(a,b|lal=p, |b| =2, ab=ba?"1) = D,
bulunur.[I
Ornek 2.7.10. (1) Ustteki énermede q|p — 1 iken ifade edilen

G={a,b]|lal=p, |b]=¢, ab="ba", 1 <r <p, veplri—1)
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grubunu bir érnekle ac¢iklayalim.

qlp — 1 olsun. Z5 = {1, 2, ..., p — 1} ¢arpumsal abel grubunu diginelim. |Z;| =
p — 1 ve qlp — 1 oldugundan |T| = q olacak sekilde T € Zy vardir ve T # 0 dar.
Ayrica |[T| = q oldugundan T # 1 olup pfr ve pfr — 1 olacak gekilde 1 <r <p—1
tam sayisy elde edilir. Her k € Z, i¢in f(k) = rk (veya f(1) = T) ile tanimb
f 2y, — Z, dénisimi bir otomorfizmadur. Simdi her w € Zg i¢in ©(u) = f*
ile tanaimly © : Z, — Oto(Z,) dénigimi bir homomorfizma olup G = Z, xeo Z,

kiimesi tzerinde

(k1, wy) (e, u2) = (k1[©(u1)](k2), uruz)

islemini tanamlayalim. Verilen bu islem altinda G = Zy, x 9 Zq kiimest, birim eleman:
(0, 0) ve (k, W) elemanwnin tersi (@(U‘l)@_1

mertebeli bir gruptur.

), L) olan degismeli olmayan pq

a=(1,0) € Z, veb=(0,1) € Z, alimrsa |a| = p ve |b| = q oldugu agiktir ve
b=tab = a” oldugundan ab = ba" dur. Ayrica b=tab = a” esitliginden (a™)? = 0 olup

r? = 1(p) bulunur. Sonu¢ olarak

(a, b||a|=p, |b|]=¢q, ab=ba", 1 <r <p, veplri—1) C G
ve mertebeler egit oldugundan

G={a,b|lal=p, |b]=¢q, ab=Dba", 1 <r <p, ve p|r?—1)

grubu elde edilir.

(2) (1) de verdigimiz grup yapisina genel olarak inga edelim. Oncelikle, motivas-
yonumuzu agtklayalim. Az 1S5, K = ((12)) < Ss alt gruplar igin S5 = AsK wve
A3 N K = {es} oldugunu biliyoruz. Buna karsin K < Ss normal alt grup olmadi-
gindan Az x K direkt ¢arpim grubu ile Ss = A3K grubu izomorf degildir (izomorf
olsa, S3 = AsK = A3 x K = 73 @ Zs = Zg ¢eliskisi elde edilir).

G1 ve Gy gruplar ve 7 : Go — Oto(G1) grup homomorfizmas: olsun. Bu
takdirde, her g € Gy igin 7(g) := 74 : G1 — G1 otomorfizmadur ve bundan dolay:
T(eg) := Te, = Ig, dir (homomorfizma birim elemans birim elemana déndistirir).

G1 x G kartezyen ¢arpimanda (a1, az), (b1,b2) € G1 X Go keyfi elemanlar: igin

(a1,a2) %7 (b1,b2) = (a17a,(b1), a2b2)
ile tanamle

#r 1 (G1 X G2) X (G1 X G2) — G1 X Go
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dontgimint alalim. 7 : Go — Oto(G1) fonksiyon, G1 ve Ga gruplari iizerindeki
iglemler iyi tamimly oldugundan *, iyi tamimbdir. Simdi (G1 X Go, *;) cebirsel
yaprsinan grup oldugunu gosterelim. (a1, az), (b1, b2), (c1,¢2), (a,b) € G1 xGs keyfi

elemanlar olsun.

(a1, az) *7 ((b1, b2) *r (c1,¢2)) (a1, az) *; (b17p,(c1), baca)

(a1(7ay (b170,(c1))), az(bacz))

= (a1(7a,(b1)7a, (16, (c1))), (azb2)c2))
((a17a, (01))(Tay o, ) (€1), (a2b2)c2))
( ( )

(
(a17a, (b1))Tasbs (€1), (a2b2)c2))

ve benzer iglemler ile

((a1, az) *7 (b1, b2)) *7 (c1,¢c2) = (@1Tay(b1), a2b2) %+ (c1, c2)
((alTGQ (bl))Tazb2 (Cl)v a2(b262)))

olup birlesme ozelligi saglanar. (e1, e2) € G1 X Ga ¢in

(e1, €2) x, (a, b) =

Il
A:é:,—\/«
o
=

ve (a,b)*,(e1,e2) = (amp(e1),bes) = (aey, b) = (a,b) oldugundan (e, es) € G1 x G4
birim elemandr. Son olarak ters elemana bulahm. (a, b)*,(a’, b') = (amy(a’), bb') =
(e1, e2) ise, b = b1 € Gy ved = () Ya™ ') = [mp-1(a)]"! olup (a, b)"! =
([rp-1(a)] 7%, b71) € G1 x Gy ters elemandir. Dolaysiyla (G1 x G, T) grup yapisina
sahiptir ve G1 X Gy ile gdsterilir.

(i) Gy = Gy %, {ea} C Gy %, Gy alt kiimesi icin (a1, €2), (b1, €2) € G1 keyfi

elemanlarime alalim.

e2

a1b1 1, 2) € Gy X, {62}

(a1, €2) #r (b1, e2)™" = (a1, e2) #7 ([7,-1(b1)] 7", e2)
= (a1, e2) % (b ', €2)
= (a7, (b 1), €2)
(

oldugundan G1 < Gy x, Go dir. Simdi (a,es) € Gy ve (x,y) € Gy x, Ga keyfi
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elemanlarine alalim.

s (a17e, (2), €29)

*r (ar, y)

(@] YY) # (s, y)

(@) (anx), yy)

—1(@)] 7y (@) Ty -1 (), e2) € Gi X {ea}

(LL', y)_l *r (a17 62) *r (LC, y)

[
y
olup G1 < Gy x, Gy dir. Benzer islemler ile Gy = {e1} x; Go < Gy x, Gy oldugu
gosterilebilir. Ayrica G1 (G2 = (e1, e2) oldugu agiktir. (z,y) € G1 X, G keyfi
elemans icin (z,y) = (7, e2) %, (e1,y) € Gy *, G2 olup G1 X, Gy = Gy *, Gy dir.

(ii) G2 < Gy %, Go olmasi icin gerek ve yeter kosul T : Go — Oto(G1) homo-
morfizmasimn asikar homomorfizma olmasidur.

(i17) Simdi T : Go — Oto(G1), 7(9) =74 = Iq,, asikar homomorfizma olarak
alalvm. Bu takdirde her (a1, b1), (ag, be) € G1 X, G2 i¢in

(al, az) *r (bl, b2) = (alTag(bl)a 5152) = (alaz, 5152)

olup (G X, Ga, 7) grubu Gy ve Go gruplarimn direkt ¢arpimadir. Dolaysiyla inga
ettigimiz grup yapiswyla gruplarn dis direkt ¢arpimaini genellestirmis oluyoruz. Bu
nedenle (G1 %, Ga, 7) grubuna direkt yarigarpim grubu denir. Sonug olarak
verilen herhangi bir T : Go — Oto(G1) homomorfizmast i¢in G1 X, Gy grubu
yazilwr. Dolayisiyla bu yontem ile farkly grup yapilary elde edilebilir.

(3) G grup olsun. H <G, K < G alt gruplar i¢in G = HK ve HN K =
{e} oldugunu kabul edelim. Bu takdirde, k € K keyfi bir eleman olmak izere her
h € H icgin x(h) = khk~" ile tanamh 7, : H — H déniisiimii otomorfizma olup
7: K — Oto(H), 7(k) := 1, homomorfizmadur. Béylece her (h,k) € H x; K
icin f(h,k) = hk ile tansml f : H x. K — HK = G déndgimiinin izomorfizma
oldugu gorilir. Bu izomorfizmadan dolayr H <G, K < G alt gruplari i¢in G = HK
ve HNK = {e} ise, G = H x; K almabilir. Dolayisiyla S, = A,{(12)) oldugundan
Sp = An X, ((12)) dir.

Boylece K = ((12)) < S5 olmak iizere S5 = A3 K = A3 X, K izomorfizmas: elde
edilir. Ayrica bu ornekten gorilecegi izere G1 ve Gy abel gruplar: iken G1 X, Go
dig direkt yaricarpima abel grubu olmak zorunda degildir.

(4) G1 ¥, Gy = Gy %, Gy esitligini kullanarak G1 %, Gy grubunu daeha anlasilr
hale getirelim. (a, b) € G1x,Gs keyfi elemans verilsin. Gosterim kolayhgi agisindan
(a, e2) := a ve (e, b) := b olarak alabm. G1 x, Gy = G1 %, G2 oldugundan (a, b) =

(a,e2) %, (e1,b) = a *, b := ab seklinde yazlabilir. Dolaysiyla aiby, asby € G *,
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Gy =G X, Gy keyfi elemanlar: i¢in

arby *r azby = (a1,b1) *; (a2, b2)
= (a17b1 (02),b1b2)
= a17p, (az2) *; bibo
= a17p, (a2)b1bs € G1 %, G2 = Gy %, G2

seklinde karakterize edilir. Bu karakterizasyondan dolay Gq %, Gy := G1G4 Yazi-
labilir ve © = ab € G1Gy elemamimn tersi =4 = [1,-1(a)] 707! elde edilir. Ayrica
|G1Gs| = |G1]|G2| dir.

(5) G1 abel grubu ve Gy = (b) = Zo olmak iizere her a € Gy i¢in Tp(a) = a™*
ile tammly 7, : G1 — Gy doniigiimi bir otomorfizmadir. Dolayswyla 7(b) = 7 ve
T(e2) = Te, ile tammh 7 : G — Oto(G1) diniigimi homomorfizmadir (burada
Te, = I, oldugu agiktir). Béylece G = G1 X, Go = G1Gy grubunu elde etmis
oluruz. ab € G1Gsz igin (ab)™! = [r-1(a)] b7 olup Go = (b) = Zy oldujundan
b=t = b dir ve buradan (ab)™ = [r-1(a)]7107! = [1(a)]70 = (a71)7b = ab
oldugu gériiliir. Dijer taraftan G grup oldugundan ab = (ab)™' = b~ta=! = ba~!
olup her a € Gy igin bab = a™! bagintist elde edilir.

Ozel olarak G = (a) sonsuz devirli grubunu alalim. G = G1G3y oldugundan G

grubunun elemanlar:, 0 < u ve 0 < v < 1 olmak iizere a®b¥ geklinde olup
G=G1 %, Gy=G1Ga=(a,b|b*=cvebab=a"1) = Dy

ile gasterilir. Yani, Z X, Zo = D dur.

Simdi G1 = (a) devirli grubunun mertebesi n olsun. Bu durumda
G=G1 %, Gy=G1Gy={a,b|a"=e, b>=cvebab=a"1)=D,

dir. Bir baska deyisle, Z, X Zo = D,, dir.
(6) G1 = (x) = Zon ve Gy = (y) = Zy devirli gruplaring alalim. 0 < m < 2"

. _ my _ o—m
olmak tzere 1., = Ig,, Ty(z™) =z

= Ty3(2™) ve T2 (a™) = Ig, doniigimleri
birer otomorfizmadur ve bundan dolay .,, Ty, T2, T, € Oto(Gy) dir. 0 < k < 4
olsun. Her y* € Gy i¢in 7(y*) = 7,k ile tamamb 7 : Go — Oto(G1) dondisiimi bir

homomorfizma olup G = Gy X Gy = G1G4 grubu elde edilir. xy € G i¢in

ylal = ()T =l @)y = e @) Ty T = () Ty =y
olup yry~—t = 271 bagintise yazilr ve (2) — (i) geregi Gy := G1 < G dir. Gy = (x),

Gao = (y) ve G = G1 X, Ga = G1G2 oldugundan

(2, y) <G=G1G2 ={z"y" |0 <u<2" —1ve 0 <v <3} <(z,y)
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olup G = (z, y) dir. Dolayswyla hem x hem de y ile degismeli olan eleman merkez

elemandar.

yey? = ylyzy Yy !
= gz ly!

= (@Y l=2

oldugundan y*> € Z(G) dir. Diger taraftan 22" 22" = 22+ = 22" =
e olup (z2 )1 = 22" dir ve ya?" Tyt = (@12 = 22" oldugundan
22" € Z(Q) dir. z = 2"y olmak tizere H = (z) olsun. y2, 2¥" € Z(G) ve
2| = 22" | = 2 oldugundan |H| = |z| = 2 dir. Ayrica H < Z(G) gereji H <G

normal alt grup oldugu aciktir. Béylece Lagrange teoremi geregi

Gl el o .
G/H| = {5} = 181 = 204 — g1

oldugu gorilir. a = xH ve b = yH olmak tizere m : G — G/H dogal homomor-
fizmasina alalim. 7(z) = H = a ve w(y) = yH = b olup G = (z, y) oldugundan
m(G) = G/H = (n(z), w(y)) = (a, by dir. Simdi a ve b elemanlarinin mertebelerini
hesaplayalim.

= (yH)? = (WH)yH) = y*H = {y% y?y*%a® '} = {y%, 2% '} # H, b =
y3H = {3, y2?" '} # H ve b* = y*H = H oldugundan |b| = 4 dir (|y| = 4).
Diger taraftan |x| = 2" oldugundan o*" = x> H = H oldugu agiktir. Ayrica
|G/H| = 2" we |a|||H| oldugundan uw < n olmak fizere |a| = 2% seklindedir.
Buradan o*" = 22" H = {22, 22" 22" 42} = H = {e, 22" 42} dir. Dolayiswla

u w n—1 w . o w
22" = e veya 22 = 22 y? olmalidir. 2 = e ise, u = n olduju agiktir. 22 =

22" 2 oldugunu kabul edelim. uw < n olup w <n—1 dir. H = <m2n71y2> = (x2")
ve |H| = 2 oldugundan |z*"| = 2 olup n < u + 1 bulunur. Bu durumda v < n — 1
oldugundan u = n — 1 egitligi elde edilir. Dolayisiyla x** = A x2n71y2
esitliginden y?> = e celiskisi elde edilir. O halde kabuliimiiz yanhstir ve bundan
dolayr w = n olup |a|] = 2™ bulunur. 2 =2 H = {x2n_1, y?} = b2 we
bab=!' = (yH)(xH)(y '*H) = (yoy " )H = 27'H = (zH)™' = a™! bagintilar
gerceklenir. H # ¢ € G/H = (a, b) keyfi bir eleman olsun. Teorem 2.4.2 gereji
1 <4 < kigine; = F1 ved; = F1 olmak tizere ¢ = atrbdrge2pdz  qerpde sek-
linde yazlabilir. bab™! = a~! ve a2 =2 bagintilar: géz oninde bulundurulursa
¢ = a"b’ olacak gekilde u, v € Z elde edilir. Béylece ¢ € {(a, b| |a] = 2", |b] =

4, bab~t = a' ve a2" " =b2) olup (a, b) < G/H oldujundan
G/H = (a, b |a| =2", |b| =4, bab~* = a~! ve a2" " = b2)

esitligi gerceklenir. n = 2 olarak alalim. Bu durumda
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G/H = (a, b| |a] =22, bab™! = a7 ve a? = b?) = Qg
dir. Bu sebeple
G/H = <a7 b| |(l‘ = 2" |b‘ =4, bab=! = a1 ve a2"71 = b2>

grubuna genellegtirilmis quaterniyon grup denir ve G/H = Qqn+1 ile gdsteri-
lir. [Qan+1 : (a)] = 2 oldugundan {a) AQqon+1 oldugu agiktar. a2 e Qon+1 elemans
icin a® b =b2b = b3 = bb? = ba?" oldugundan a? =p e Z(Qan+1) dir. Ele-
manter islemler ile Z(Qqni1) = {e, b} = (b*) oldugu gésterilebilir (0 < u < 2" —1
ve 0 < v < 3 olmak iizere x = a"b? € Z(Qan+1) igin irdeleme yapilir).O

Son olarak mertebesi 12 olup degigmeli olmayan gruplar karakterize edelim.

Onerme 2.7.5. Degismeli olmayan G grubunun mertebesi 12 olsun. Bu takdirde
G grubu, Dg, Ay ve T = (¢, d | |¢| = 6, d* = ¢® ve cd = dc®) gruplarndan birine

izomorftur.

Kanit. Mertebesi 12 ve degismeli olmayan G grubu verilsin. H, G grubunun Sylow
3-alt grubu olsun. [G : H] = 4 tiir ve Ornek 2.6.6 (8) geregi cek(f) C H olacak
sekilde f : G — S4 homomorfizmasi vardir. |H| = 3 oldugundan Lagrange teoremi
geregi ¢ek(f) = H dir veya ¢ek(f) = (e) dir. ¢ek(f) = (e) ise, f monomorfizma
olup G, S4 simetrik grubunun 12. mertebeden bir alt grubuna izomorf olmalidir.
|7(G)] = |A4] =12 ve A4 4G oldugundan f(G) = A4 olup G = Ay elde edilir.
cek(f) = H ise, H < G olup H, G grubunun tek Sylow 3-alt grubudur. Do-
layisiyla |H| = 3 oldugundan a € G olmak iizere H = (a) = {e, a, a®} = (a?)
olup G grubunda mertebesi 3 olan elemanlar a ve a? dir. a € G elemaninin es-
leniklerinin sayisi [G : Cg(a)] ve a min her egleniginin mertebesi 3 oldugundan
[G : Cg(a)] =1 veya 2 olmahdir. Buradan |Cg(a)| = 6 veya 12 olmahdir. Her iki
durum i¢in 2||Cq(a)| olup Cauchy teoremi geregi 2. mertebeden b € C(a) vardir.
b € Cg(a) oldugundan ab = ba olup (ab)® = a®b® = e saglamir. O halde |ab| | 6
-1 =

oldugundan |ab] = 1,2,3,6 olmalhdir. |ab| = 1 ise, ab = e olup |b| = |a |al

celiskisi elde edilir. |ab] = 2 ise, a?b® = e olup a? = e ¢eligkisi elde edilir. |ab| = 3
olsa, a®b® = e dir ve buradan b*> = e olup |b| = 2 oldugundan b = e celigkisi elde
edilir. O halde |ab| = 6 olmalidir.

¢ = ab oldugunu kabul edelim. |ab] = |¢| = 6 oldugundan [G : (c¢)] = 2 olup
(¢) 9 G dir. Buradan G = (c) U d{c) seklindedir. Béylece d ¢ (c) ve d* € (c)
olacak gekilde bir d € G vardir. O halde d* = e veya d? € (c) iken |d?| 6 olup
|d?| =2V 3V6 dir. |[d?| = 6 olsa, |d| = 12 olup G = (d) devirlidir. Bu ise, hipotez ile
celisir. |d?| = 3 olsa, S = (d?) < G Sylow 3-alt gruptur. Bu ise, H alt grubunun tek
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Sylow 3-alt grubu olmasiyla celisir. O halde |d?| = 2 olmahdir ve boylece d? € (c)
oldugundan d? = ¢?® elde edilir. Ayrica (c) < G oldugundan d~ted € (c) dir. G

degismeli olmadigindan |c¢| = 6 ve d~led = ¢! = ¢® dir. Dolayisiyla

(i) d? = e olsun. (¢) < G oldugundan (c)(d) < G olup
[(e)(d)] = LSREL = [()[|(d)] = 6.2 = 12 dir ve buradan G = (¢)(d) = (c, d)
elde edilir. Dolayisiyla

G={(c,d||c| =6, |d =2, vecd=dc®) = Dg
dir.

(ii) d? = ¢? olsun. Bu durumda |c| = 6 oldugundan |d| = 4 olup (c)N(d) = {e, d*}

dir. (1) e benzer yontem ile
G={c,d||c|=6, d>=c®vecd=dc®) =T
elde edilir.C]

Ornek 2.7.11. (1) Ustteki énermede ifade edilen T grubunu bir érnekle aciklaya-
him. G = S3 X Z4 grubunda ¢ = ((123), 2) ve d = ((23), 3) elemanlariyla iiretilen
alt grubu karakterize edelim. Buradan |c| = 6 ve |d| = 4 olup d*> = (e3, 2) = 3 ve

cd = ((12), 1) = dc® esitlikleri saglanar. Dolaypsiyla G = S3 x Z4 grubunun
T=/{c,d|lc|=6, d®=c3ve cd = dc°)

alt grubu elde edilir.

(2) G grup ve |G| = n olsun. |G| = n € P ise, G basit grup olup devirlidir.
Mertebesi n olan tim devirli gruplar (Z,, +) abel grubuna izomorf oldugundan G =
Ly, dir. Sonlu mertebeli abel gruplarin simiflandirmasing "abel gruplar” bélimiinde
tamamen belirleyeceiz. Simdi mertebesi n < 15 olan gruplarin simiflandirmasing

asagidaki sekilde ozetleyelim.
(a) n=4ise, G = 7y veya G = K, olup mertebesi 4 olan gruplar abel gruplaridur.

(b) n =6 ise, G = Zg veya G = S3 diir. Boylece degismeli olmayan en kiigik

mertebeli gruplarn temsilcisi Ss tir.

(c) G dejigmeli olmayan grup olmak tizere |G| = 8 olsun. G = Dy veya G = Qs
dir. Dolayiswyla degismeli olmayan 8. mertebeden farklh Dy ve Qg gruplar:
vardar.

(d) n=29 ise, |G| = 3% olup G = Zg veya G = 73 & Zs tiir.
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(e) n =10 = 2.5 olsun. 2|(5 — 1) oldugundan G = Zyy veya G = D5 tir.

(f) |G| =12 olsun. G degismeli degil ise, G = Dg, G = Ay veya
G2T=/{c,d]||c| =6, d*>=c?vecd=dc®) dir.

(9) n =14 = 2.7 olsun. 2|(7 — 1) oldugundan G = Z14 veya G = D7 dir.

(h) n = 15 = 3.5 olsun. 3 ve 5 farkh asallar olup 5 > 3 tir. 314 =5-1
oldugundan G = Zq5 tir.

(3) |G| = 65 olsun. 65 =5.13 ve 51 (13 — 1) = 12 oldugundan G = Zgs dir.

(4) Degismeli olmayan G grubu i¢in |G| = 34 olsun. 34 = 2.17 ve 2|(17—1) = 16
oldugundan verilen grubun degismeli olmamast geregi G = D17 izomorfizmas: elde
edilir.

(5) |G| = 38 = 2.19 olsun. 2|18 oldujundan G = Zss veya G = D19 olmalidar.
Dolaysiyla G abel grubu ise, G = Zsg dir.

(6) H, K < G alt gruplar olsun. G = HK ve HN K = {e} olmak iizere her
h € H ve k € K igin hk = kh ise G = H x K dr, gosterelim.

h € H ve a € G keyfi elemanlar: verilsin. G = HK oldugundan a = h1k olacak
sekilde hy € H ve k € K vardwr. a=‘ha = (hik) " h(hik) = (k='hyH)h(hk) =
hflhhlkflk = hl_lhhl € H olup H <G dir. Benzer sekilde K < G oldugu gdste-
rilebilir. Dolayisiyla istenen elde edilir.

(7) G ve Gy gruplar ile f : G — G1 homomorfizmasi verilsin. H < G ig¢in
fla + H — Gy izomorfizmasinin mevcut oldujunu kabul edelim. Bu takdirde
G = Hxcekf dir, gosterelim.

a € G keyfi elemans igin f(a) € G1 = f(H) oldugundan f(a) = f(h) egitligini
saglayacak sekilde bir h € H vardwr. er, G1 grubunun birim elemans olmak izere
f(h™ta) = e; oldugundan h™'a €cekf elde edilir. Béylece b = h™'a olacak sekilde
b €c¢ekf vardir. a = hb oldugundan G = Hc¢ekf elde edilir. a € HNg¢ekf olsun.
Bu takdirde a € H ve f(a) = e; = f(e) dir. flg bire-bir oldujundan a = e olup
Hngekf = (e) bulunur. Bu yiizden G grubunun H ve ¢ekf normal alt gruplar i¢in
G = H¢ekf ve HNgekf = (e) oldugundan G = H x ¢ekf dir.

Bu sonu¢ H alt grubunun G grubunun normal alt grubu olmamas: durumunda
dogru degildir. G = Ss ve |a| = 2 olacak gekilde 2 mertebeli devirli G, = {(a)
grubunu alalim. H = ((12)) olsun. f(es) = e1, x € G; 3 mertebeli bir eleman iken
f(x) =e1 ve x € G; 2 mertebeli bir eleman iken f(x) = a ile tamml f : G — G1

dontsimi homomorfizmadir. Ayrica flg : H — Gy izomorfizma olup

gekf = {es, (123), (132)} = ((123))
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diir. Buna karsin G # H x ¢ekf dir.

(8) |G/Z(G)| = 91 olacak sekilde G grubu yoktur, gdsterelim. |G/Z(G)| = 91
olacak gekilde G grubunun mevecut oldugunu kabul edelim. 91 = 7.13 ve 7 1 12
oldugundan G/Z(G) = Zgy izomorfizmast vardir. Bu durumda G/Z(G) devirli grup
olup G = Z(G) ¢eliskisi elde edilir.

(9) |G| = 80 olsun. 80 = 2%5 oldujundan G grubunun Sylow 2-alt grubu ve
Sylow 5-alt grubu vardir. G grubunun Sylow 2-alt grubu H olsun. [G : H] =5 olup
80 1 5! oldugundan H QG oldugu géorilir.

(10) |G| = 99 olsun. G grubunun merkezinde kapsanan bir alt grubu ve mertebesi
33 olan bir elemans vardwr, gosterelim. 99 = 9.11 oldugundan G nin Sylow 11-alt
grubu vardur ve bu alt grup H olsun. 11 > 9 oldugundan H<G oldugu agiktir. |H| =
11 oldugundan H devirli grup olup H = {(a) olacak sekilde a € G vardir. x € G keyfi

Ltaz = a* olacak

bir eleman olsun. H < G oldugundan z~'ax € (a) = H olup z~
sekilde negatif olmayan ve 11 den kiiciik k € Z mevcuttur. Buradan her m € Z% igin
Ornek 2.1.8 (6) geregi x~"ax™ = (a®)™ dir (x%ax?® = 2~ (z taz)z = v~ Labx =
(7 rax)* = (a¥)? dir). Diger taraftan Cauchy teoremi geregi |b| = 3 olacak sekilde
b € G mevcut olup x = b ve m = 12 alimarsa b=2ab'? = (a*)'? = a'?* = ¥
esitliginden k = 1(11) bulunur. O halde k = 1 i¢in x " ax = a olup a € Z(G) elde
edilir. Dolaysiyla H C Z(G) dir.

a € Z(G) oldugundan ab = ba oldugu agiktrr. Buradan (ab)®® = e olup |ab| = 33
bulunur.

(11) G grup ve H < G tam degismez alt grup olsun. H<G dir, gésterelim. a € G
keyfi bir eleman olsun. H < G tam degismez alt grup oldugundan f, : G — G i¢
otomorfizma olmak iizere fo(H) = a 'Ha < H olup H < G dir.

(12) G grup olmak tizere N < G ve H < N tam degismez alt grup (N nin tam
alt grubw) olsun. H < G dir, gosterelim. a € G keyfi elemans i¢in f, : G — G
i¢ otomorfizmasimin N alt grubuna kisitlamisine g ile gdsterelim. g : N — G
monomorfizma oldugu ag¢iktir. N < G oldugundan g(N) = fo(N) = a 'Na = N
olup g : N — N otomorfizmadwr. Hipotez geregi, H < N tam degismez alt grup
oldugundan g(H) = f,(H) = a *Ha < H olup H<G dir (genel olarak; g € Oto(Q)
ve N <G ise, gy : N — N otomorfizmadar).

(13) G grup olmak tiizere N I G ve H < N tam degigmez alt grup (N nin tam
degismez alt grubu) olsun. N, G nin tam degismez alt grubu iken H alt grubun
G nin tam degismez alt grubudur, gosterelim. f : G — G homomorfizmasini
alalym. Hipotez geredi f(N) < N dir. f nin N ye ksitlangs g ise, (12) deki benzer
tartigma ile N <G oldugundan g : N — N homomorfizmadr. (12) den H<G olup

H < N dir. Dolayiswyla g nin H alt grubuna kisitlanise h ise, H I N oldugundan
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h(H)=g(H)= f(H) < H olup istenilen elde edilir.C]
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2.7 Ahgtirmalar

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Qs kuaterniyonlar grubunun tiim homomorfik gériintiilerini karakterize edi-

niz.

. S3 simetrik grubu igin I(S3) = Oto(S3) oldugunu gosteriniz.

. G agikar olmayan grup olsun. Z(G) = {e} ise, G = I(G) oldugunu gosteriniz.

Ayrica Z(Oto(G)) = {Ig} oldugunu kanitlayimiz.

6Z/30Z = Zs oldugunu gosteriniz.

. 8Z/40Z = Z5 oldugunu gosteriniz.

. Z/9Z & Z/117Z & Z/8Z grubunu karakterize ediniz.

Z190 grubunu alt gruplarinin direkt toplami olarak yaziniz.

. Z3p grubunu alt gruplarinin direkt toplami olarak yaziniz.

. Mertebesi 12 olan abel gruplarini simiflandiriniz.

Mertebesi 18 olan abel gruplarini simflandiriniz.

Zg un tiim homomorfik goriintiilerini bulunuz.

Her 6z alt grubu normal olan bir degismeli olmayan grup 6rnegi veriniz.
Degigmeli olmayan en kiigiik mertebeli grubu karakterize ediniz.

(Z140, -) abel grubunu alt gruplarinin direkt toplam olarak yaziniz.

f + G — G epimorfizma olmak {iizere ¢ek(f) = H olsun. a, b € G igin
f(a) = f(b) olmas i¢in gerek ve yeter kogulun a«H = bH olmasi oldugunu

gosteriniz.
Her a € R\{0} i¢in f(a) = |a| ile tamuml f : R\{0} — C\{0} doniiglimiiniin

homomorfizma oldugunu gosteriniz ve ¢ekirdegini bulunuz.

Zs6 abel grubunda H = (6) ve K = (9) olsun. H + K/K ve H/H N K boliim
gruplarim bularak aralarindaki izomorfizmay: yaziniz.

Zo4 abel grubunda H = (4) ve K = (8) olmak iizere G/H, G/K, H/K
ve (G/K)/(H/K) boliim gruplarim bulunuz. Ayrica G/H ve (G/K)/(H/K)
gruplar1 arasindaki izomorfizmay1 yaziniz.

G grup olmak tizere H, K <G ve K < H olsun. G/H devirli ve |H/K| =2
ise, G/K grubunun devirli oldugunu gosteriniz.



Kaynakca

[1

[2
(3]
[4]
(5]
[6]

[7

Is

[9

[10]
[11]
[12]

[13]

[14]
[15]

[16]
[17]

18]

Rafail Alizade, Ali Pancar Homoloji Cebire Giris, Ondokuz Mayis Universitesi-Samsun
(1999).

Paolo Aluffi, Algebra, American Mathematical Society, (2009).

Ahmet Arikan, Sait Halicioglu, Soyut Matematik, Palme Yaymcihik-Ankara (2013).

Ali Osman Asar, Ahmet Arikan, Aynur Arikan, Cebir, Eflatun Yayinevi-Ankara (2009).
Ali Osman Asar, Aynur Arikan, Sayilar Teorisi, Gazi Kitabevi-Ankara (2012).

Ergiin Bayar, Gruplar Teorisine giris:Ders Notlar, Karadeniz Teknik Universitesi-Trabzon
(1985).

Benjamin Baumslag, Bruce Chandler, Theory and Problems of Group Theory, Schaum’s
Outline Seires. McGraw-Hill, Inc. (1968).

David M. Burton, The History of Mathematics. An Introduction, The McGraw-Hill Compa-
nies, Inc. (2011). (Ceviri: Soner Durmug, Nobel Yayinevi-Ankara (2017)).

Grigore Calugareanu, Simion Breaz, Ciprian Modoi, Cosmin Pelea, Dumitru Valcan, Ezer-
cises in Abelian Group Theory, Kluwer Academic Publishers. Dordrecht-Boston-London
(2003).

Fethi Calhalp, Sayilarin Teorisi, Birsen Yayinevi-istanbul (2009).
Fethi Calhalp, Orneklerle Soyut Cebir, Birsen Yayinevi-istanbul (2011).

John D. Dixon, Problems in Group Theory, Blaisdell Publishing Company. Waltham,
Masschusetts-Toronto-London (1970).

David S. Dummit,, Richard M.Foote, Abstract Algebra, Prentice-Hall International, Inc.
(1991).

John R. Durbin, Modern Algebra. An Introduction, John Wiley-Sons, Inc. (2005).

Walter Feit and John Grikos Thompson, The solvability of groups of odd order, Pacific
Journal of Mathematics, Vol:13, No:3, (1963).

John B. Fraleigh, A First Course in Abstract Algebra, Mass.:Addison-Wesley (1989).

Laszlo Fuchs, Infinite Abelian Groups I-1I, Academic Press. New York-San Francisco-London
(1970).

Joseph A. Gallian, Contemporary Abstract Algebra, D.C. Heath and Company. Lexington-
Massachusetts-Toronto (1992).



216

[19]
[20]
[21]

[22]
(23]
[24]
25]

[26]
27]

28]
[29]
30]

[31]
32]
33]

[34]

[35]

[36]
[37]

Grup Teorisi -1

Pierre Antoine Grillet, Abstract Algebra, Springer Science-Business Media, LLC. (2007).
Paul R. Halmos, Naive Set Theory, D. Van Nostrand Company, Inc. (1960).

Godfrey Harold Hardy, Edward M. Wright, An Introduction to The Theory of Numbers,
Oxford At The Clarendon Press (1975).

Thomas W. Hungerford, Algebra, Springer-Verlag (1974).
Nathan Jacobson, Basic Algebra I, W.H.Freeman and Company (1985).
Irving Kaplansky, Infinite Abelian Groups, The University of Michigan-Chicago (1968).

Friedrich Kasch, Moduln und Ringe, Academic Press (1974) (ingilizce Geviri: D.A.R. Wal-
lece).

Israel Kleiner, A History of Abstract Algebra, Birkhduser Boston (2007).

Hans Kurzweil, Bernd Stellmacher, The Theory of Finite Groups. An introduction, Springer-
Verlag New York, Inc. (2004).

W. Ledermann, Introduction to Group Theory, Oliver-Boyd (1973).
Saunders Maclane, Homology, Springer-Verlag. Berlin-Gottingen-Heidelberg (1963).

D.S. Malik, John M. Mordeson, M.K. Sen, Fundementals of Abstract Algebra, The McGraw-
Hill Companies, Inc. (1997).

Ali Nesin, Temel Grup Teorisi, Nesin Yaymncihik A.S. (2014).
Hasan Ozaklov, Saylar Teorisi Céziim Yontemleri, istanbul (2009).

Derek J. S. Robinson, A Course in the Theory of Groups, Springer-Verlag New York-
Heidelberg-Berlin (1982).

Patrick Suppes, Aziomatic Set Theory, D. Van Nostrand Company, Inc. Princeton, New Jer-
sey. Toronto-New York-London. (Geviri: Mehmet Terziler, Ege Universitesi Basimevi-izmir
(1991)).

Dursun Tasci, Soyut Cebir, Alp Yayinevi-Ankara (2007).
D.A.R. Wallace, Groups, London. George Allen-Unwin Ltd. (1974).

Matematik Dinyast Dergi Serisi, (2003-2018).



Dizin

G-kiime, 152

Z,, de bir kalan sinifin tersi, 29
t.kanonik injeksiyon, 167
k.kanonik projeksiyon, 168
(eslenik) simf denklemi, 119
oteleme fonksiyonu, 77

Oz alt grup, 46

ozel dogrusal grup, 48

cekirdek, 167

¢ift permiitasyon, 94

4. mertebedeb Dihedral grup, 176
4. mertebeden Dihedral grup, 71

a elemaninin eglenigi, 68
agikar alt grup, 46

agikar boliim gruplari, 139
agikar grup, 46

agikar homomorfizma, 165
asikar normal alt grup, 110
abel grubu, 47

abel grubun p-bilegeni, 142
alt grubun eslenigi, 110

alt grup, 46, 98

alterne grup, 94, 123, 185
aralarinda asal sayilar, 19
asal kalan sayi, 28

asal sayi, indirgenemez say1, 12

boélim grubu, 139
bdliinebilir grup, 101
béliinebilme, 2

basit grup, 119, 121, 125

bir a € G elemanin tersi, 47

bir alt kiime tarafindan {iretilen alt grup,

102

bir bilinmeyenli dogrusal kongriians denk-

lemi, 36
bir grubun p-bileseni, 100
bir grubun ydriingesi, 153
bir permiitasyonun yoriingesi, 88
birim eleman, 46
birlegsme 6zelligi, 45
burulma grup, 64
burulmali eleman, 64
burulmasiz eleman, 64

burulmasiz grup, 64

Cayley tablosu, 57
cebirsel yapi, 45

dongii fonksiyonu, 79
dairesel permiitasyon, 49
devirli grup, 104, 105, 124
Dihedral grup, 199
Diophantus denklemi, 10
direkt carpim, 52

direkt yaricarpim grubu, 206

dogal homomorfizma, 169

eglenik smnifi, 68
en biiyiik ortak bolen, 5
en kiiciik ortak kat, 11



218 Grup Teorisi - I

epimorfizma, 168
Euler fonksiyonu, 19, 30

Fermat asal sayisi, 18
Fermat sayisi, 18

Fibonacci dizisi, 22

gémme homomorfizmasi, 167
genel dogrusal grup, 48
genellestirilmis Dihedral grup, 207
genellestirilmis quaterniyon grup, 209
geometrik sekil, 83

geometrik sekilin simetri grubu, 83
geometrik gekilin simetrisi, 83
grubun birimi, 46

grubun mertebesi, 47

grubunun agikar parcalanigi, 131
grup, 46

grup elemaninin mertebesi, 64

grup etkisi, 152

homomorfik goriintii, 167

homomorfizma, 165

i¢ direkt ¢arpim veya toplam, 130
i¢ otomorfizma, 199

idempotent, 30

idempotent eleman, 59

ikili iglem, 45

ilgili tam sayilar, 4

indeks, 117

izometri, 77

izomorf, 170

izomorfizma, 170

k-dongii, 49

kiimelerin carpimi veya toplami, 102
kalan sinifi, 23

karakteristik alt grup, 196

kardinal say, 47
komiitator, 113
kongriians bagintisi, 23

miikemmel say1, 17, 18
maksimal alt grup, 122, 133
maksimal normal alt grup, 122
merkez, 68

merkezlegtirici, 68

Mersenne asal sayisi, 18
Mersenne sayisi, 18

modiiler kural, 103

modiilo n kalan simiflari, 27
monoid, 60

monoid (yar1 grup) homomorfizmasi, 166
monoid izomorfizmasi, 171

monomorfizma, 167

n. mertebeden Dihedral grup, 84
nilpotent, 30

normal alt grup, 110
normallegtirici, 112

onluk taban gosterimi, 3
otomorfizma, 194

otomorfizmalar grubu, 194

p-alt grup, 149
p-grup, 149
Priifer p-grup, 141

quaterniyon grup, 177

sifir bolen sinif, 28

sag yan simnif, 116
sabitleyici, 153

simetrik grup, 49, 126, 176
sol yan simif, 116

sonlu {iretilmis grup, 104



Sylow p-alt grup, 149, 154
Sylow p-alt grup, 149

tam degigmez alt grup, 196, 212
tek permiitasyon, 94
ters eleman ozelligi, 46

transpozisyon, 49
x-eksenine gore yansima fonksiyonu, 81

yonlii aile, 103
yarl grup, 56

zayif direkt ¢arpim, 52

Grup Teorisi- I

219



220 Grup Teorisi - I







